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LUKUTEORIAJA TODIS-

Jaannosluokat TAMINEN, MAA 11

Alkupala Aiemmin on tullut sana jaanndsluokka vastaan. Tarkas-
tellaan lukujoukkoja

{ 3k | keZ}={..,—6,—-3,0,3,6,...}

B3k+1| kezZ}={...,-5,-2,1,4,7,...}

3k+2| keZ}={...,—4,—-1,2,5,8, ...}
Osoita, etta jokainen kokonaisluku on tasmalleen yhdessa naista jou-
koista. Miten saat selville, missa?

Vastaus: Tarkastellaan jakojddnnésté jaettaessa annettu luku lu-
vulla 3, mahdolliset jakojaannokset ovat 0,1 tai 2, joten....

Esimerkki, kellotauluaritmetiikka ja jadnnésluokka modulo 12:
Tarkastellaan kellotauluaritmetiikkaa eli 12-tuntisen kellotaulun tunti-
osoittimen noudattamaa aritmetiikkaa. Esimerkiksi 9 + 5 = 2, koska
tuntiosoittimen ollessa luvun 9 kohdalla, tulee tdmé osoitin 5 tunnin
kuluttua luvun 2 kohdalle.

Esimerkki(jatkuu)

”Nollahetkelld” t = 0 kello on tasan 12, eli tasan 0 ja aikaa mitataan
kokonaisina tunteina. Tall6in jos kello on sanotaan vaikka 7, niin “nol-
lahetkesta” on kulunut 7 tuntia, mutta yhta hyvin “nollahetkestd” on
voinut kulua 19 tuntia tai 31 tai yleisesti 7 + 12k tuntia, missa k € N.

My®s negatiiviset k:n arvot voi- 24 25
daan hyvaksya , jolloin saadaan 23 12 13
ajanhetket ennen ”nollahetkel- 11 1

13”, siis k € Z. 22

Kaikkina ajanhetkind 7 + 12k,

(k € Z) kello on 7, joten luke-

ma 7 vastaa joukkoa 219
{7 + 12k| k € 7Z}.

Vastaavalla tavalla voidaan muo-
dostaa muutkin sellaiset joukot 20
niin, ettd samaan joukkoon kuu- 7 5
luvat samaa kellonaikaa vastaa- 19 6 17
vat ajanhetket. 18

10 2 14
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Esimerkki(jatkuu)

Nain saatuja joukkoja:

"kello 0”= {12k| k € 7}, "kello 1”= {1 + 12k| k € Z},

"kello 2”= {2 + 12k| k € Z}, "kello 3"= {3 + 12k| k € Z}, ...,

"kello 11”= {11 + 12k| k € Z} kutsutaan jadnndsluokiksi modulo 12.

Samaan jaannosluokkaan kuulu-
vat luvut ovat keskendan kong-
ruentteja ja eri jaannosluokkiin
kuuluvat luvut epakongruentteja 22
modulo 12.

) 219
Tarkastellaan seuraavaksi

yleista kongruenssia modulo n.

Maaritelma, jadnnoésluokat modulo n:

Luvun a maaraama jddnnésluokka modulo n on luvun a kanssa kong-
ruenttien lukujen joukko. Jadannosluokkaa merkitaan hakasulkuja tai
alleviivausta kayttaen, siis

l[al, =a={x €Z] x=a (mod n)} ={a+ kn| k € Z}.

Huomautus 1) Hakasulkumerkinta selkeampi, koska siita kay ilmi mo-
duli n. Kirjassa lause: Jos modulista ei ole epdselvyyttd, se voidaan jdit-
tdd merkitsemdttd. MODULI 1ahes AINA NAKYVIIN, se ei ole koskaan
selval Lisdksi alleviivausmerkintad on jakaumien tarkasteluissa kaytetty
merkinta satunnaismuuttujalle.

2) Sanotaan, ettd luku a on kyseisen luokan edustaja. Yhta hyvin voi-
taisiin edustajaksi ottaa minka tahansa muotoa a + kn olevan luvun,
joten [al,, = [a + kn],,.

Esimerkki Jaannoésluokat modulo 3 ovat [0]; ={ 3k | k € Z},
[1]; ={3k+ 1| k € Z} ja [2]53 = {3k + 2| k € Z}. Edustajiksi olisi
voitu Va“ta yhta hyVin [0]3 = [_3]3, [7]3 = [1]3 ja [2]3 = [17]3
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Lause, jdannosluokkien modulo n ominaisuuksia:
(1) [al,=1[b], josjavainjos a=b (mod n).

Esim. [8]s = [3]s, koska8 = 3 (mod 5),

[9]5 # [2]s, koska 9 £ 2 (mod 5).

(2)  Jaiannosluokat voidaan esittd3d muodossa

[O]nl [1]7’1: ey [n - 1]111
Josta saadaan jaannosluokkien modulo n lukumaaraksi n kpl. Esimer-
kiksi jaannosluokat modulo 5 ovat: [0], [1]s, [2]5, [3]5 ja [4]s.

(3)  Jokainen luku kuuluu tismaélleen yhteen jadannosluokkaan. Jos
a=qn+r, 0<r<mn, nin [a], =[r],. Talld tavalla voidaan
selvittda mihin jaanndésluokkaan [0],,[1],, ..., [n — 1], luku a kuuluu.
Esimerkiksi jakolaskussa 19: 5 on jakojaannos 4. Siis [19]s = [4]s.

Huomautus Jaannosluokkien modulo n joukkoa merkitaan Z,,, siis
Zn = {[O]n’ [1]71; ey [Tl - 1]n}

Toisaalta Z,, = %/, eli Z jaetaan osiin.

Jaannosluokkien laskusaantoja

Palataan kellotauluun, jonka mukaan 9 + 5 = 2. Kyseessa oli jadnnds-
luokat modulo 12, joten voidaan maaritellddn +-lasku joukossa Z1,

[9]12 + [5]12 = [2]12 eli
{9+12k| ke T} +{5+12k| k € Z} = {2 + 12k| k € 7}

Toisin sanoen; Madritelladan, ettd niiden ajanhetkien joukon, jolloin
"kello on 9” ja niiden ajanhetkien joukon, jolloin “kello on 5” summa
on niiden ajanhetkien joukko, jolloin "kello on 2”.

Havaitaan, ettei luokan edustajalla ole vilii. Koska 21 = 9 (mod 12)
ja 29 =5 (mod 12), niin [21]4, + [29];5 = [2];,. Jos jaddnnésluok-
kien summa riippuisi yhteenlaskettavien edustajista, niin koko lasku-
toimitus olisi mieleton.

Maaritelma, jadnnoésluokkien modulo n yhteen- ja kertolasku:
Yhteen- ja kertolaskut joukossa Z,, maaritellaan kuten ”kellotauluarit-
metiikassa”. Siis

lal, + [bly =la+bl, ja lal,-[bly = [abl,.



Voidaan osoittaa, ettd nain maaritellyt summa ja tulo eivat riipu vali-
tuista jaannosluokkien edustajista, joten sanotaan, ettd jaannosluok-
kien summa ja tulo ovat hyvin mddriteltyjé.

Summan tapaus: Tarkastele jaddnnésluokkien [al, ja [b], summaa, joka
edustajien [a], ja [b], avulla lausuttuna on [a + b],,. Olkoot [a'],, ja [b'],

kyseisten jaannosluokkien jotkin muut edustajat, jolloin summa niiden avul-

la lausuttuna on [a’ + b'],,. Nyt pitiisi osoittaa, etta [a + b],, = [a' + b],,.

Esimerkki Muodosta yhteen- ja kertolaskutaulut joukossa a) Z, ja
joukossa b) Zs. HUOM! Nyt voidaan taulukossa jattdaa moduli n kir-
joittamatta, koska se on oikeasti selva.

a) Koska joukossa Z4on esimerkiksi + [ [0] [[1] | [2] |[3]
[2]4 + [3]s = [5]4 = [1]4
1o+ By = [l = (0], o 10 |12 [1S)
[01 + [1], = [1]4 = [1], [l | [l | (2] | [31 | [o]
niin saadaan diagonaalin suhteen | [2] | [2] | [3] | [0] | [1]
symmetrinen yhteenlaskutaulukko. -
Kertolaskutaulukko vastaavasti... (31 | [31 | [o] | [1] | [2]
Koska joukossa Z,on esimerkiksi [o] | 111 | 121 | [3]
[2]4 ’ [3]4 = [6]4 = [2]4
[11,- [31, = (3]s = [314 LO] | [o] | o | Lol | [0}
[0],-[1], = [0], = [0], [1] | [o] | [1] | [2] | [3]
Niin saadaan diagonaalin suhteen [2] | [0] | [2] | [o] |[2]
symmetrinen kertolaskutaulukko. =
b) Joukon Zs + ja - laskutaulukot Bl ol st 2] [ 1
+ [[o] |[1] |[2] |[3] |[4] [0] |[1] |[2] |[3] |[4]
[0] | [o] |[1] |[2] |[3] |[4] [0] | [o] [[o] |[o] |[o] |[O]
[1] | [1] |[2] |[3] |[4] |[o] [1] | [o] |[1] |[2] |[3] |[4]
[2] |[2] |[3] |[4] |[0] |[1] [2] | [o0] [[2] |[4] |[1] |[3]
[3] | [3] |[4] |[o] |[1] |[2] [3] | [o0] [[3] |[1] |[4] |[2]
[4] | [4] |[0] |[1] |[2] |[3] [4] | [0] |[4] |[3] |[2] |[1]
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Esimerkki(jatkuu) Taulukoista voidaan kohtuu napparasti etsia yh-
taloille [x],, + [3],, = [1],, ja [x],, - [3],, = [1],, ratkaisut molemmissa
jdannosluokissa n = 4,5. Saadaan

[x]la+[Bla =[1]4 = x =2 ja [x]s-[3]4
[x]s +[3]s = [1]s = x =3 ja [x]5s-[3]s

[1], = x =3 seki

[1]s = x = 2.

Lause, jdannosluokkien modulo n laskusdantoja:

Vaihdantalait: [a],, + [b], = [b]l, + [al, ja [al.[bl, = [bl.lal,.

Liitdntdlait:  [al, + ([b], + [cl) = ([al, + [b),) + [cly ja
[aln([b]nlc]n) = ([aln[bln)(c]y.

Osittelulaki:  [a],([b]y + [c]y) = [ala[b]y + [al,[c]n.

Nolla yhteenlaskun neutraalialkiona: lal,, + [0],, = [al,.

Ykkénen kertolaskun neutraalialkiona: lal,[1],, = [a],.

Vasta-alkio: Kaikilla [a],, € Z,, on olemassa sellainen —[a],, € Z,, etti

[a]n + (_[a]n) = [O]n

Todistus Vaihdantalaki yhteenlaskun suhteen:
jaannosl. vaihdanta— jaannosl.
laki Z:ssa maar.

maar.
lal, +[b]l, = la+bl, = [b+al, = [bly+]aly
Muut kohdat harjoitustehtava.

Esimerkki a) Maarita joukkojen Z,4 ja Zs alkioiden vasta-alkiot.

b) Mita voidaan sanoa naiden joukkojen alkioiden kdanteisalkioista, kun al-
kion [a],, kdanteisalkio [a]n_1 madritelldan yhtaloslla [a]n[a]n_1 = [1],?

a) Yhteenlaskutaulusta nihdaan, etti joukossa Z, on —[0], = [0], eli nolla
on itsensd vasta-alkio, —[1], = [3]4, —[2]4 = [2]4 eli kakkonen on myds it-
sensa vasta-alkio ja —[3], = [1],. Vastaavasti joukossa Zg on —[0]s = [0]s,
—[1]s = [4]s, —[2]5s = [3]5, —[3]s = [2]5 ja —[4]5s = [1]5. Jos tarkasteltai-
siin muita joukkoja Zj, niin havaittaisiin, ettd aina —[0],, = [0],,.

b) Kertolaskutauluista ndhdaan, ettd joukossa Zsg jokaiselle nollasta eroavalla
alkiolla on kaanteisalkio, silla [1]5_1 = [1]s, [2]5_1 = [3]s, [3]5_1 =[2]sja
[4]5_1 = [4]s. Joukossa Z4 niin ei ole: [1]4_1 =[1]4ja[3]4 ~ = [3]4, mut-
ta alkiolla [2], ei ole kdanteisalkiota. Yleisesti patee tulos: Jos n =p € P,
niin talloin jokaisella nollasta eroavalla alkiolla on kdanteisalkio. TOD. HT.
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