LUKUTEORIAJA TODIS-

Kongruenssiyhtale ™vnevvaan

Kongruenssi voi my0s sisaltaa muuttujan x. Talldin ne muuttujan x ar-
vot, joilla kongruenssi on tosi, ovat kongruenssin ratkaisuja.
Kongruenssin ratkaisemisella tarkoitetaan sen kaikkien ratkaisujen
maadrittamista. Ratkaisumenetelmina ovat

1. kokeilu ja

2. palauttaminen vast. Diofantoksen yhtdlén ratkaisemiseen.

Lineaarinen kongruenssi on muotoa ax = b (mod n), jossa x on
muuttuja ja a sekd b ovat annettuja lukuja € Z. Lisaksi sanotaan, etta
kongruenssit ovat yhtdpitdvdt, mikali niillda on samat ratkaisut, esim.
15x = 18 (mod 12) ja5x = 6 (mod 4) ovat yhtapitavat.

Esimerkki 1  Ratkaise kongruenssi 3x = 2 (mod 5).

Kokeilemalla muuttujan x eri arvoja x = 0,1, 2,3 ja 4 havaitaan, etta
naistd x = 4 toteuttaa kongruenssin ja muut eivat (esim. taulukointi),
eli3-4=12=2 (mod 5)ja3-2=6 %2 (mod 5).

Esimerkki(jatkuu) 3x =2 (mod 5)

Kokeilla ei tarvitse tdman 3.0=02%2 (mod 5) |

enempaa, silla nyt jokainen

muotoa 4 + 5t,t € Z oleva 3:-1=3#%2 (mod 5) El

luku toteuttaa kongruens- 3:2=6%2 (mod 5) El

sin ja muut eivat. Luvut 0 ja _
5,1ja6, 2ja 7 jne. ovat 3-3=9#%2 (mod 5) El

Dlwin| R |lo|R

“samaa”  jaannodsluokkaa 3:4=12=2 (mod 5) OK

modulo 5. 5 | 3-5=15% 2 (mod 5) El

Kongruenssin 3x = 2 (mod 5) ratkaisujoukko on {4 + 5t|t € Z} ja
usein ratkaisusta puhuttaessa tarkoitetaan nimenomaan ratkaisujouk-
koa eika yksittdista ratkaisua. Voidaan myo6s sanoa, ettd taman kongru-
enssin yleinen ratkaisu on x = 4 + 5t.

Esimerkki 2  Ratkaise kongruenssi 3x = 2 (mod 6).

Kokeilemalla havaitaan, ettei mikdan luvuista x =0, 1,...,5 toteuta
tata kongruenssia. Nyt voidaan paatella (miksi?) ettei talla kongruens-
silla ole ratkaisuja, eli sen ratkaisujoukko on tyhja joukko @.
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Kokeiluun perustuen voidaan periaatteessa ratkaista mika tahansa
kongruenssiyhtald. Kuitenkin, jos moduli n on hyvin suuri, tarvitaan
paljon kokeiluja, jolloin menetelma on tyolas ja hidas.

Kongruenssi ax = b (mod n) on mairitelman nojalla yhtapitava yh-
talon ax — b = ny, eli yhtdlon ax —ny = b kanssa, jollakin y € Z.
Koska y € Z, niin voidaan kirjoittaa ax + ny = b. Ndin on lineaarisen
kongruenssiyhtdlon ratkaiseminen palautettu Diofantoksen 1. asteen
yhtalon ratkaisemiseen.

Lause, lineaarisen kongruenssin ratkeavuus:
Lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod n) on ratkaisu (itse asiassa
co monta ratkaisua), jos ja vain jos b on syt(a, n):n monikerta.

Todistus: Seuraa Diofantoksen yhtalon ratkeavuuslauseesta.

Esimerkki 3  Ratkaise kongruenssi 15x = 18 (mod 12) palautta-
malla se Diofantoksen yhtaléon. (Huom. 18 = 6 (mod 12).)

Yhtépitidva kongruenssi on 5x = 6 = 2 (mod 4). Vastaava Diofantok-
sen yhtdld on 5x + 4y = 6 (2). Ratkaistaan aluksi yhtalo 5x + 4y = 1.

Esimerkki 3(jatkuu)
Eukleideen algoritmi antaa: 5=4-1+1, 4 =1-4 + 0. Nadin ollen
syt(5,4) = 1 ja sytin lausekkeeksi saadaan: 1 = 5-1 — 4 - 1, joka voi-
daan kirjoittaa muotoon 1 =51+ 4 - (—1). Siis yksityis- ja yleinen
ratkaisu yhtalélle 5x + 4y = 1 on
{xozl N {x:1+4t
Vo = —1 y=-1-5t"’
Ja yksityis-/yleinen ratkaisu yhtdlolle 5x + 4y = 6 on
Xg =06 x=6+4t
{)’0:_6 = {y=—6—5t’
Tasta seuraa, ettd kongruenssin 5x = 6 (mod 4) ratkaisujoukko on
{6+4t|teZ} (={2+4t|teZ}),

Toisin sanoen taman kongruenssin yleinen ratkaisu on x = 6 + 4t.

t € Z.

t e’

Esimerkki 4 Ratkaise kongruenssiyhtalo
a) 13x =9 (mod 25) b) 7x =5 (mod 256)
c) 2x+7 =5x—3 (mod 8)
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Esimerkki 4 Ratkaise kongruenssiyhtalo

a) 13x =9 (mod 25) b) 7x =5 (mod 256)

a) Ratkaistaan Diofantoksen yhtalé 13x — 25y = 9.

Luvulle syt(13,25) = 1 patee yhtdlo: 1 =13 -2 — 251, josta edel-
leen 9 = 13- 18 — 25 - 9 Yksityis- ja yleinen ratkaisu on

=18 25¢ = 18 — 25t
{xo =18 =T Gt(13,25)
Yo=5 gt _ g g3
Y= 7T ot(13,25)
Koska syt(13,25) = 1 ja koska y € Z, voidaan yhtilo kirjoittaa muo-
s s . (x =18+ 25t
toon 13x + 25y = 9, télléin olisi yo = —9 ja {y — _9_13t"

Joka tapauksessa ratkaisu on x = 18 — 25¢,t € Z.

b) Ratkaistaan yht&lé 7x — 256y = 5. Nyt syt(7,256) = 1, jolloin
1=7-(-73) —256-(-2),
josta edelleen 5 = 7 - (—365) — 256 - (—10). Kongruenssin ratkaisu
~365-256(~2)

x=-365—256t= 147 —256t, tt' €L

c) 2x+7=5x—3 (mod 8). Muokataan aluksi kongruenssiyhtilé
muotoon 3x = 10 (mod 8). Titd vastaa Diofantoksen yhtilé
3x + 8y = 10.
Nyt syt(3,8) = 1, jolloin ratkaisu on olemassa (luku 10 on luvun 1
monikerta, OK).
Eukleideen algoritmi antaa: 8 =3:2+2,3=2-14+1ja2=1"-2.
Sytin lausekkeeksi saadaan
1=3-1-2-1=3-1-(8-3:2)1=3-3+8-(-1).
Talloin
10=3-30+8-(—10)

Yhtilon 3x = 10 (mod 8) yksityis- ja yleisratkaisuksi saadaan

{x0=30 _ {x=30+8t

Yo = —10 y=-10-3t"’
Kongruenssiyhtilén 2x + 7 = 5x — 3 (mod 8) ratkaisujoukko on siis

{30+8t|tez}={6+8t|teZ}

t €Z.



Esimerkki (toisen asteen kongruenssiyhtalo), T — 208, LAUDATUR 11
Kun kyseessa on melko yksinkertainen toisen asteen kongruenssi-
yhtalo, voidaan hyddyntaa taulukointia.

a) Kongruenssin x> = 1 (mod 7) tapauksessa saadaan:

x, x2, x2 =1 (mod 7)
0, 0, 0%1 (mod 7)
1, 1, 1=1 (mod 7), OK
2, 4 4 %1 (mod 7)
3, 9, 9=2%1 (mod 7)
4, 16, 16=2%1 (mod 7)
5, 25, 25=4#1 (mod 7)
6, 36, 36 =1 (mod 7), OK
VASTAUS: x = 1 tai x = 6 eli jaksollisuus huomioiden
x=14+7t
{x =6+7t’ € Z.

HUOM! Jos jatkettaisiin luvuille 7,8,9, jne. niin saataisiin modulosykli
0,14,2,2,41,0,1,4,2,2,4,1,0, ... esiin.

b) Kongruenssi x?> = 2 (mod 17), taulukointi antaa:

x x? mod 17 x x? mod 17
0 0 0 9 81 13
1 1 1 10 100 15
2 4 4 11 121 2
3 9 9 12 144 8
4 16 16 13 169 16
5 25 8 14 196 9
6 36 2 15 225 4
7 49 15 16 256 1
8 64 13 17 289 0

Ja havaitaan jalleen tietty syklisyys: 0,1,4,9,16,8,2,15,13,13,15, 2,
8,16,9,4,1,0, jne. VASTAUS: x = 6 tai x = 11 eli jaksollisuus huomi-
oiden

{x=6+17t te

x=114+17¢t’
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