LUKUTEORIAJA TODIS-

Alkuluvuista seka  tavinen maa 11
Fermat’n pieni lause

Palataan alkulukujen tarkasteluun.

Mersennen alkuluvut:

Muotoa 2P — 1 olevaa alkulukua sanotaan Mersennen alkuluvuksi.
Muista ehdon suunta: Jos 2P — 1 on alkuluku, niin p on alkuluku.
Toisinpdin ei pade, esim. p = 11 on alkuluku , mutta

211 - 1=2048—-1=2047 = 23-89.

Fermat’n luvut:
Muotoa 2™ + 1 olevaa alkulukua sanotaan Fermat’n luvuksi, merki-
taan F,. Kuten Mersennen luvuissa, jos Fermat’n luku 2™ + 1 on al-
kuluku, niin m = 2.
Tiedetdan, etta luvuista F,; alkulukuja ovat viisi ensimmaista:
Fo=22"+1=3, F,=2241=5 F,=2"+1=17
F3=2241=257, F,=22"+1=65537

Euler osoitti, etteivat kaikki Fermat’n luvut ole alkulukuja, itseasiassa
luku F5 on yhdistetty luku. Ja talla hetkelld yhtdan lukua F,,n > 5 ei
tiedeta alkuluvuksi, muttei ole myoskaan osoitettu etteikod jollakin n
luku F, olisi alkuluku.

Maaritelma, alkulukukaksoset ja alkulukuserkukset:
Jos p ja p + 2 ovat alkulukuja, niin paria p,p + 2 sanotaan alkuluku-
kaksosiksi. Jos p ja p + 4 ovat alkulukuja, niin paria p,p + 4 sanotaan
alkulukuserkuksiksi.
Esimerkiksi parit (3,5),(57),(11,13),(17,19) ja (29,31) ovat alku-
lukupareja. Suurin loydetty alkulukupari talld hetkelld (2011 joulukuu)
on

3756801695685 - 2606669 4 1
jossa on 200700 numeroa (http://primes.utm.edu/largest.html).

Maaritelma, alkulukujen maarafunktio (prime counting function):
Madaritelldan funktio r: [0,00) = N U {0},

m(x) =4 {p:p on alkuluku,p < x}, missa # tarkoittaa lkm: aa.
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Siis annetulle luvulle x funktion 7 arvo m(x) kertoo vélilla [0, x] olevi-
en alkulukujen lukumaaran. Esimerkiksi
(1) =0, n(2) =1, m(3) = 2, m(4) =2
n(5) = 3, m(6) = 3, n(7) = 4, n(7,5) =4
n(8) = 4, m(9) = 4, m(10) = 4, n(11) =5, jne.

Jos alkulukujen maaré, eli arvo m(x), valilla [0, x] jaetaan vélin pituu-

mlx )tailléi valills.

della x, niin saadaan alkulukujen esiintymistiheys
Esimerkki X 2 7 25 100 500 5000

(x) 1 4 9 25 95 669

@ 05 ~057 036 025 019 ~0,13
X
m(101) _ 26 m(100) _ 25

~ (0,257 > ——= = 0,25 eli funktio
101 101 100 100

7(x) ei ole vihenevi kaikkialla, mutta suuressa mittakaavassa on.

Huomaa, etta

Koska alkulukuja on d3rettéman paljon, niin w(x) — oo, kun x — oo.

Alkulukujen esiintymistiheys % Iahestyy kuitenkin nollaa, kun x Ia-

hestyy daretdntd. Seuraava lause kertoo, etta tiheyden lasku on hidas-
( )

ta; —= lahestyy nollaa yhta hitaasti kuin li

Lause, alkulukulause (prime number theorem):

m(x)
. m(x)
lim = lim——- lnx =1.
X—00 L x—oo X
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Maaritelma, taydelliset luvut:
Sellaista luonnollista lukua, jonka kaikkien, luvusta itsestdan poikke-
avien tekijéiden summa on luku itse, sanotaan tdydelliseksi luvuksi.

Esimerkki: Luvut 6 =1+4+2+3,28=14+7+4+2+1 jaluku
496 =248+ 124+62+31+16+8+4+ 2+ 1.

Talla hetkelld (2013) tunnetaan 48 tadydellista lukua, joista kaikki ovat
parillisia, yhtaan paritonta taydellista lukua ei tunneta.
(http://en.wikipedia.org/wiki/List_of perfect_numbers)

Goldbach’in otaksuma eli konjektuuri:
Jokainen kahta suurempi parillinen luku on kahden alkuluvun summa.

Huom. Tiedetdan, ettd konjektuuri on totta luvuille > 3311503, usko-

taan...(http://mathworld.wolfram.com/GoldbachConjecture.html)



Lause, Fermat’n pieni lause (tdrked):
Olkoon p alkuluku ja a € Z. Talléin [aP], = [a],. Ja jos oletetaan li-
saksi, ettd p 1 a, niin patee myos

[aP~1], = [1],.
Tama on kirjan esittdma tapaus, siis sama asia kuin kongruenssi
aP~1 =1 (mod p).
Todistus: Keskella on erittdin tarked havainto..missd luvut
€1,C2, €3, .-, Cp—q Ovat luvut 1,2,3, ..., p — 1 jossakin jarjestyksessa.

Esimerkki Osoita, ettd 51°2 = 3 (mod 11). Kirjoitetaan eksponentti
toisin, jolloin 25=11-2+3

5152 — §150+2 — 5150 . 52 = §10-15, 3 (mod 11)

Koska 11 € P ja syt(5,11) = 1, niin Fermat’n pienen lauseen nojalla

511-1 = 510 = 1 (mod 11), josta edelleen saadaan
Fermat

51015.3 2 (1)15.3 =3 (mod 11), OK.
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