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Kongruensseilla laskeminen 
Kongruensseja voidaan käsitellä suunnilleen samalla tavalla kuin yhtä-
löitä. Ainoa eroavuus tulee esille jakolaskun tapauksessa. Kongruens-
sien sievennyksissä voidaan moduli, eli merkintä mod  𝑛 , kirjoittaa 
vasta viimeisen lausekkeen loppuun. 
 

Lause, kongruenssin säilyminen yhteen/vähennys- ja kertolaskussa: 
Jos 

𝑎 ≡ 𝑏   mod  𝑛      ja      𝑐 ≡ 𝑑   mod  𝑛 , 
niin 

𝑎 ± 𝑐 ≡ 𝑏 ± 𝑑   mod  𝑛      ja      𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑   mod  𝑛 . 
 

Todistus: Kirjassa LAUDATUR-11 sivut 91 - 92. 
 

Esimerkki Lasketaan yhteen todet kongruenssit  2 ≡ 7   mod  5  
ja 13 ≡ −2   mod  5 , jolloin saadaan 15 ≡ 5   mod  5 , OK ja vas-
taavasti kertomalla saadaan 26 ≡ −14   mod  5 , OK. 
 

Asettamalla 𝑐 = 𝑑 = 𝑘 huomataan, että kongruenssiin voidaan lisätä 
mikä tahansa luku ja kongruenssi voidaan kertoa millä tahansa luvulla. 

LUKUTEORIA JA TODIS-
TAMINEN, MAA 11 

Lause, kongruenssin säilyminen lisättäessä luku ja kerrottaessa sillä: 
Jos 𝑎 ≡ 𝑏   mod  𝑛 , 
niin 𝑎 ± 𝑘 ≡ 𝑏 ± 𝑘   mod  𝑛      ja      𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘   mod  𝑛 . 
 

Todistus:  Seuraa edellisen lauseen todistuksesta, merkitse 𝑐 = 𝑑 = 𝑘. 
 

Edelleen induktiolla voidaan osoittaa, että jokainen potenssi ja koko-
naislukukertoiminen polynomifunktio 𝑝 𝑥  säilyttää kongruenssin. 
 

Lause, kongruenssin säilyminen potensseille ja polynomeille: 
Jos 𝑎 ≡ 𝑏   mod  𝑛 , 
niin 𝑎𝑚 ≡ 𝑏𝑚   mod  𝑛  kaikilla luonnollisilla luvuilla 𝑚 ja 
 𝑝 𝑎 ≡ 𝑝 𝑏   mod  𝑛  kaikilla kokonaislukukertoimisilla poly-
 nomeilla 𝑝 𝑥 . 
 

Todistus: Potensseille LAUDATUR-11 kirjassa, sivut 92-93. Polyno-
meille induktiolla polynomin asteen suhteen  harjoitustehtävä. 



26.4.2018 

2 

Esimerkkejä a) Mikä on jakojäännös, kun luku 753 + 61201 jaetaan 
luvulla 7? Kongruenssin laskusääntöjä hyödyntäen, saadaan 

753 + 61201 ≡ 107 ∙ 7 + 4

=753

+ 61201       | 753 ≡ 4  mod  7        

                       ≡ 4 + 61201                          | 6 ≡ −1  mod  7        

                               ≡ 4 + −1 1201                   | −1 1201 ≡ −1  mod  7  

≡ 4 − 1                                                      

≡ 3  mod  7                                            
 

b) Laske jakojäännös jakolaskussa 220: 3. Laskun voisi suorittaa laski-
mella, mutta perustellaan tulos kongruensseja käyttäen. 
Koska 22 = 4 ≡ 1  mod  3 , on 22𝑘 = 22 𝑘 ≡ 1  mod  3  kaikilla 
luonnollisilla luvuilla 𝑘. Arvolla 𝑘 = 10 saadaan 220 ≡ 1  mod  3 , jo-
ten kysytty jakojäännös on 1. 
 

c) Laske jakojäännös jakolaskussa 263: 3. Nyt ei laskinkaan enää auta, 
mutta kongruenssit toimivat edelleen. Arvolla 𝑘 = 31 on b)-kohdan 
mukaan 263 = 2 ∙ 262 ≡ 2  mod  3 , joten kysytty jakojäännös on 2. 

Esimerkkejä(jatkuu)  
d) Määritä pienin luonnollinen luku, jonka kanssa luku 242 + 7 on 
kongruentti mod  5 . 
 

Koska 24 = 16 ≡ 1  mod  5  ja 7 ≡ 2  mod  5 , niin 

         240 = 24 10 ≡ 110 = 1  mod  5  

ja edelleen 

       242 + 7 = 240 ∙ 4 + 7 ≡ 4 + 2 = 6 ≡ 1  mod  5 . 
 

Havaitse yhtäsuuruusmerkin = ja kongruenttimerkin ≡ sujuva rinnak-
kain käyttö ja ero! 
 

e) Olkoon 𝑛 luonnollinen luku. Osoita, että luku 13𝑛 + 5 ∙ 7𝑛 on jaolli-
nen luvulla 6. 
 

Koska 13 ≡ 1  mod  6  ja 7 ≡ 1  mod  6 , on 13𝑛 ≡ 1  mod  6  ja 
vastaavasti 7𝑛 ≡ 1  mod  6 . Edelleen 

13𝑛 + 5 ∙ 7𝑛 ≡ 1 + 5 ∙ 1 = 6 ≡ 0  mod  6 . 
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Normaali yhtälö voidaan jakaa puolittain nollasta poikkeavalla (koko-
nais)luvulla, mutta kongruensseille ei aina voida tehdä vastaavasti: 
 

Esimerkki Kongruenssi 10 ≡ 6  mod  4  on tosi, mutta siitä 2:lla 
jakamalla saatu kongruenssi 5 ≡ 3  mod  4  on epätosi. Jos myös mo-
duli jaetaan luvulla 2, niin saadaan tosi kongruenssi 5 ≡ 3  mod  2 , 
joka tosin ei ole kiinnostava, koska moduli muuttuu. 
 

Millä ehdolla kongruenssi 𝑎 ≡ 𝑏  mod  𝑛  voidaan jakaa annetulla lu-
vulla 𝑘, jotta saataisiin yhtäpitävä kongruenssi mod  𝑛 . Lähtökohta-
na täytyy olla, että luvut 𝑎 ja 𝑏 ovat jaollisia luvulla 𝑘, jolloin 𝑎 = 𝑘𝑢 ja 
𝑏 = 𝑘𝑣. 
 

Lause, kongruenssin säilyminen jakolaskussa: 
Jos syt 𝑘, 𝑛 = 1, niin kongruenssit  

𝑘𝑢 ≡ 𝑘𝑣   mod  𝑛 , 𝑢 ≡ 𝑣   mod  𝑛  

ovat yhtäpitäviä, eli niillä on samat totuusarvot. 
 

Todistus:  Kongruenssi säilyy kertolaskussa, joten jälkimmäisestä kong-
ruenssista seuraa edellinen (eikä oletusta syt 𝑘, 𝑛 = 1 edes tarvita). 

Todistus(jatkuu): Ehdon syt 𝑘, 𝑛 = 1 ollessa voimassa olkoon 
siis 𝑘𝑢 ≡ 𝑘𝑣   mod  𝑛 . Tällöin 𝑛| 𝑘𝑢 − 𝑘𝑣  eli 𝑛|𝑘 𝑢 − 𝑣 . Koska nyt 
syt 𝑘, 𝑛 = 1, niin on 𝑛| 𝑢 − 𝑣  (perustelut!), joten 𝑢 ≡ 𝑣   mod  𝑛 . 
 
Itse asiassa pitäisi vielä osoittaa, että jos syt 𝑎, 𝑏 = 1 ja 𝑎|𝑏𝑐, niin 
𝑎|𝑐. Osoitetaan tämä: Koska syt 𝑎, 𝑏 = 1, löytyy sellaiset 𝑥 ja 𝑦, että 
1 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 (tämä osataan, OK). Tästä seuraa, että 𝑐 = 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑐𝑦, 
eli on kerrottu puolittain 𝑐:llä. Toisaalta, koska 𝑎|𝑏𝑐, niin on olemassa 
sellainen 𝑑, että 𝑏𝑐 = 𝑎𝑑, koska 𝑎 jakaa luvun 𝑏𝑐. Sijoitetaan tämä 
tieto yhtälöön 𝑐 = 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑐𝑦, jolloin 

𝑐 = 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑐𝑦 = 𝑎𝑐𝑥 + 𝑎𝑑𝑦 = 𝑎 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦

𝑠

= 𝑎𝑠, 
 

Mutta tämähän on sama asia kuin, että 𝑎|𝑐. Älä hämäänny siitä, että 𝑐 
löytyy 𝑠:n lausekkeesta 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦. Tämä lauseke on toki pienempää 
kuin 𝑐, eihän se muuten voisi olla luvun 𝑐 tekijänä. (Eli joko 𝑥 tai 𝑦 tai 
joku luku on negatiivinen.) 
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Jaollisuussääntöjen todistuksia (lisädiat) 

Osoitetaan lukujen 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 ja 11 jaollisuussäännöt: 
Sitä varten olkoot luvun 𝑛 numerot 𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1, … , 𝑎0, jolloin 

𝑛 = 𝑎𝑘 ∙ 10𝑘 + 𝑎𝑘−1 ∙ 10𝑘−1 +  … + 𝑎1 ∙ 10 + 𝑎0. 
 

2:lla jaollisuus: Koska 10 ≡ 0   mod  2 , on 10𝑖 ≡ 0   mod  2  kaikil-
la 𝑖 ≥ 1. Siksi 𝑎𝑘10𝑘 + 𝑎𝑘−110𝑘−1 + … + 𝑎110 ≡ 0   mod  2 , joten 
𝑛 ≡ 𝑎0  mod  2 , siis 2|𝑛, jos ja vain jos 2|𝑎0. Tässä on käytetty kong-
ruenssin säilymistä yhteen- ja kertolaskuissa – sääntöjä.  
 

4:llä jaollisuus: Koska 100 ≡ 0   mod  4 , on 10𝑖 ≡ 0   mod  4  kai-
killa 𝑖 ≥ 2. Siksi 𝑎𝑘10𝑘 + 𝑎𝑘−110𝑘−1 +  … + 𝑎2100 ≡ 0   mod  4 , 
joten 𝑛 ≡ 𝑎110 + 𝑎0  mod  4 , siis 4|𝑛, jos ja vain jos 4| 𝑎110 + 𝑎0 . 
 

8:lla jaollisuus: Koska 1000 ≡ 0   mod  8 , on 10𝑖 ≡ 0   mod  8  kai-
killa 𝑖 ≥ 3. Siksi 𝑎𝑘10𝑘 + 𝑎𝑘−110𝑘−1 +  … + 𝑎31000 ≡ 0   mod  8 , 
joten 𝑛 ≡ 𝑎2100 + 𝑎110 + 𝑎0  mod  8 , siis 8|𝑛 , jos ja vain jos 
8| 𝑎2100 + 𝑎110 + 𝑎0 . 

5:llä jaollisuus: Koska 10 ≡ 0   mod  5 , on 10𝑖 ≡ 0   mod  5  kaikil-
la 𝑖 ≥ 1. Siksi 𝑎𝑘10𝑘 + 𝑎𝑘−110𝑘−1 + … + 𝑎110 ≡ 0   mod  5 , joten 
𝑛 ≡ 𝑎0  mod  5 , siis 5|𝑛, jos ja vain jos 5|𝑎0.  
 

3:lla jaollisuus: Koska 10 ≡ 1   mod  3 , on 10𝑖 ≡ 1   mod  3  kaikil-
la 𝑖 ≥ 1. Tämä on voimassa myös, kun 𝑖 = 0. Täten 

𝑎𝑘10𝑘 + 𝑎𝑘−110𝑘−1 +  … + 𝑎110 + 𝑎0 ≡ 𝑎𝑘 +  … + 𝑎0  mod  3  
 

Siis 3|𝑛, jos ja vain jos 3| 𝑎𝑘 + 𝑎𝑘−1 … + 𝑎0 . 
 

9:llä jaollisuus: Kuten 3:lla jaollisuus, tarkastele kongruenssia mod 9  
 

6:lla jaollisuus: Kuten aiemmin mainittiin, jos luku 𝑛 on jaollinen lu-
vuilla 2 ja 3, on luku 𝑛 jaollinen myös luvulla 6. 
 

11:sta jaollisuus: Koska 10 ≡ −1   mod  11 , niin parillisilla 𝑖:n arvoil-

la on 10𝑖 ≡ 1   mod  11  ja parittomilla 10𝑖 ≡ −1   mod  11 . Täten 

𝑎𝑘10𝑘 + 𝑎𝑘−110𝑘−1 +  … + 𝑎110 + 𝑎0 

≡ 𝑎0 + 𝑎1 ∙ −1 1 + 𝑎2 ∙ −1 2 +  … + 𝑎𝑘−1 ∙ −1 𝑘−1 + 𝑎𝑘 ∙ −1 𝑘 

≡ 𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 −  … − 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘  mod  11  


