LUKUTEORIAJA
LOGIIKKA, MAA11

Paattely

1. Premissit (oletukset) ja johtopaatos

Esimerkki 1 Tarkastellaan paattelya
1. Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.
2. Sokrates on ihminen.

3. Siis Sokrates on kuolevainen.

Lauseet 1. ja 2. ovat taman paattelyn oletukset eli premissit. Lause 3.
on johtopddtds. Ylla oleva paattely tuntuu pdtevdltd. Olennaista ei ole,
ovatko kaikki ihmiset varmasti kuolevaisia ja kuka tai mika Sokrates on.
Olennaista on, ettd jos premisseja pidetdaan tosina, niin johtopaatds on
pakko hyvaksya myos todeksi.

HUOM! Paattely voidaan osoittaa epdpatevaksi antamalla yksikin sel-
lainen vastaesimerkki, jossa premissit ovat tosia mutta johtopaatos on
epatosi.

Esimerkki 2 Tarkastellaan paattelya
1. Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.
2. Sokrates on kuolevainen.
3. Siis Sokrates on ihminen.

Tama paattely on epapateva, silla voihan olla olemassa Sokrates-nimi-
nen lemmikkieldin ja silloin premissit (lauseet 1. ja 2.) ovat tosia, mut-
ta johtopaatos (lause 3.) on epatosi. Loydettiin vastaesimerkki!

Pateva paattely sdilyttdd totuuden. Jos premissit ovat tosia, niin johto-
paatos on tosi. Jos taas kaikki premissit eivat ole tosia, niin johtopaa-
toksen totuudesta ei voida sanoa mitaan.

Esimerkki 3  Tarkastellaan paattelya
1. Kaikki antiikin kreikkalaiset tutkivat geometriaa.
2. Sokrates oli antiikin kreikkalainen.
3. Siis Sokrates tutki geometriaa.

Paattely tuntuu patevalta, vaikka tiedetaan, ettei kaikki antiikin kreik-
kalaiset tutkineet geometriaa.
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Paattelysta ei kuitenkaan seuraa johtopdatoksen totuus, silla ensim-
mainen premissi (lause 1.) on epatosi. Ei siis tiedetd, tutkiko Sokrates
geometriaa vai ei.

2. Paattelysaanto

Jokaista sellaista tautologiaa, jonka paakonnektiivi on implikaatio tai
ekvivalenssi, vastaa jokin pddittelysddnto.

Palataan yhteen jo esilld olleeseen paattelysaantdon, nimittdin modus
ponendo ponens eli lyhyemmin modus ponens — paattelysaantéon

pAp=q) =g,
joka on tautologia.
1. Lause p on tosi.

- . p
2. Jos lause p on tosi, niin lause g on tosi. p=q
3. Siis lause g on tosi. q

Tama voidaan kirjoittaa lyhyemmin muodossa

Tama on matematiikassa hyvin tyypillinen paattelysdanto: “Oletus pi-
taa paikkansa” ja "Jos oletukset voimassa, niin vaite pitaa paikkansa”,
jolloin tehd&dan johtopdatos ”Vaite pitaa paikkansa.”

Esimerkki 1 Laadi modus ponens — paattelysdaanto siitd, ettd mate-
matiikkaa oppii tekemalla kunnolla kotitehtavat.

Konjunktion vaihdantalain (p Agq & q Ap) nojalla premissit saa
kirjoittaa missa tahansa jarjestyksessa. On makuasia haluaako kirjoit-
taa "Jos..., niin...” — premissin ensiksi vai toiseksi.

1. Teen kunnolla kotitehtavat
2. Jos teen kunnolla kotitehtdvat, niin opin matematiikkaa.

3. Siis opin matematiikkaa.

Esimerkki 2 Laadi a) luonnollisella kielelld, b) loogisella formalismil-
la modus ponens — paattelykaavio siitd, ettd lukua 2 suuremman lu-
vun nelié on lukua 4 suurempi.

a) 1.x> 2. b) x> 2
2.Jos x > 2, niin x% > 4. x>2=x%2>4
3. Siis x2 > 4. x? >4
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3. Tarkeita paattelysaantoja

Taydennetdan tautologiakokoelmaa niilla tautologioilla, jotka esiin-
tyvat usein matemaattisissa todistuksissa (paakonnektiivi = tai ).
Tautologioiden nimet ovat itse asiassa vastaavien paattelysdaantdjen
nimia.

Lause, Paattelysdantoja:

pA(p=q) =q Modus ponendo ponens fﬁg{fws
.4 ANp=q)= —p Modus tollendo tollens ssz::i:)”de”
\le(‘aa' pA(Hg= —p)=>q Reductio ad absurdum eli epa-
(_\ (—|q = (sA —|s)) =q suoran todistamisen s3anto

pA ((p A=q) = (sA —|s)) = q R.ad.a, yleinen ristiriitatodistus
p=qg)AN(@=r)= (p=r1) Syllogismi, eli 2 premissii ja joh-
topaatos

(pe=q) = (p=q)A(@=p) Ekvivalenssija kaksoisimplikaatio

(p = q) © (+g = —p) Kontrapositio

Matematiikassa todistus on suora tai epdsuora. Harvemmin kdytetaan
kdanteistd suoraa todistusta (modus tollendo tollens)

—qA(p=q) = -p
Todistuksiin palataan myoéhemmin, predikaattilogiikan jalkeen.

4. Paattelyn formalisointi

Erdita luonnollisella kielelld esitettyja lauseita ja paattelyja voidaan
formalisoida, eli kirjoittaa lauselogiikan kielelld (matematisoida).

Esimerkki 1 Tarkastellaan kirkkoisa Origeneen n.185-254, paattelya.
1. Jos tiedan olevani kuollut, niin olen kuollut.
2. Jos tieddn olevani kuollut, niin en ole kuollut.
3. Siis en tieda olevani kuollut.
Merkitdaan p ="Tieddn olevani kuollut” ja g ="Olen kuollut”. Tallin
paattely saadaan muotoon. Lause (p = qg) A(p = —q) = =pon
tautologia, joten Origeneen paattely on loogi-

=
5 q q sesti pateva. Talla perusteella ei kuitenkaan voi-
B da sanoa mitdan premissien eikd myodskaan joh-
p

topaatoksen oikeellisuudesta.



Esimerkki 2  Yritetddan formalisoida ihan ensimmadisen esimerkin
paattely. Merkitadan p ="Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia”, g ="Sokra-
tes on ihminen” ja r ="Sokrates on kuolevainen”.

Paattely saadaan muotoon
p

q

r

Lause p A q = 7 ei kuitenkaan ole tautologia. Tasta ei kuitenkaan
seuraa, ettd tama paattely olisi epapateva. On todettava, ettei pystyta
osoittamaan sen patevyytta lauselogiikan avulla. Lauselogiikka on lo-
giikan kielena niin alkeellinen, ettei edes nain yksinkertaista paattelya
voida formalisoida siind kunnolla. Tarvitaan predikaattilogiikkaa!

Muista... Jokaista sellaista tautologiaa, jonka pddkonnektiivi on
implikaatio tai ekvivalenssi, vastaa jokin pddttelysddnto.
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