o ee es . . .o oo . . LUKUTEORIA JA
Lisdd kvanttoreista ja paattelya sekd ;o5 craminen,

predikaattilogiikan totuustaulukot MAALl
1. Negaation siirto kvanttorin ohi

Esimerkki a) Lauseen “Kaikki johtajat ovat miehid” negaatio ei ole
”Kaikki johtajat ovat naisia”, vaan ”On olemassa (ainakin yksi) johtaja,
joka on nainen” eli “On olemassa (ainakin yksi) naisjohtaja”.

b) Lauseen "On olemassa (ainakin yksi) rehellinen ihminen” negaatio
ei ole "On olemassa (ainakin yksi) eparehellinen ihminen”, vaan
"Kaikki ihmiset ovat eparehellisia”.

Edellisesta esimerkistd havaitaan negaation vaikutus kvanttoreihin.

Lause, negaation siirto kvanttorin ohi:
Olkoon p(x) joukossa X maaritelty predikaatti. Tall6in lauseet
a) X on johtajien —|Ev’x € X: p(x):l & Jx €X: ap(x) b)Xonihmisten

joukko ja joukko ja

p(x) ="On mies” ﬂ[EI x €X: p(x):l & Vx €X:—ap(x) px)="Onreh”
ovat tosia.

TOD.: Lause —{V x € X: p(x)]on tosi tasmalleen silloin, kun lause
V x € X: p(x) on epétosi, eli kun on olemassa ainakin yksi sellainen
x € X, ettd p(x) on epétosi. Tami on yhtépitdvaa sen kanssa, etti on
olemassa ainakin yksi sellainen x € X, ettd —p(x) on tosi, joka logii-
kan kielella kirjoitettuna on 3 x € X: —=p(x). Ndin on viite todistettu.
Toinen vaite vastaavalla tavalla.

Jos lauseessa on useita kvanttoreita, niin negaation siirtdminen niiden
yli muuttaa ne kaikki. Tahan palataan.

2. Implikaatio ja ekvivalenssi predikaattilogiikassa / totuustaulukot

n”

Propositioiden valisen implikaation tulkitseminen ”jos..., niin” -lau-
seeksi ja samoin ekvivalenssin tulkitseminen ”jos ja vain jos..., niin” —
lauseeksi tuotti ongelmia. (Jos 2+ 2 =5, niin kuu on juusto.) Kun
implikaatio- ja ekvivalenssimuotoiset lauseet suljetaan kaikkikvantto-
rilla, téllaista ongelmaa ei synny.

Esimerkki Tarkastellaan lausetta Vx € R:(x > 0= x+ 1> 0).
Tutkitaan predikaatin (eli predikaatista sijoittamalla saadun suljetun
lauseen) totuutta muuttujan x arvoilla. Saadaan taulukko.
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x:n arvot x>0 = x+1>0
x< -1 0 1 0
-1<x<0 0 1 1
x>0 1 1 1
1 2 1

Lause on siis tosi. Taulukosta nahdaan, etta kaikki ne reaaliluvut x,
jotka toteuttavat endon x > 0, toteuttavat myos ehdon x + 1 > 0.

Esimerkki Selvitd totuustaulukkoa kadyttden, onko lause tosi vai
epatosi.

a) VxeER (x?=4=x=2)

b) VxeR (x?2 =4 x =12)

Ratkaisu
Kdydaan yksityiskohtaisesti l[dpi muuttujan x eri arvovalit molemmissa
tapauksissa.

x:n arvot x? =4 = x=2

x< -2 0 1 0

)| x=-2 1 (o) 0

-2<x<2 0 1 0

x=2 1 1 1

x> 2 0 1 0

1 2 1

Taulukosta nahdaan, etta lause on epatosi.

x:n arvot x2 =4 = x =42

x< -2 0 1 0

x=-2 1 1 1

-2<x<2 0 1 0

x=2 1 1 1

x> 2 0 1 0

1 2 1

Taulukosta nahdaan, etta lause on tosi.



Matematiikassa kaikkikvanttori jatetaan usein kirjoittamatta lauseesta
V x € X: p(x). Erityisesti kun p(x) on implikaatiolla tai ekvivalenssilla
saatu yhdistetty lause. Lausetta p(x) ei tulkita avoimeksi, vaan siin3
tulkitaan muuttuja x kiintedksi mutta mielivaltaiseksi arvoksi. Tahan
asiaan tormaa jatko-opinnoissa.

Matemaattisissa tarkasteluissa esiintyy usein ns. ekvivalenssi- ja impli-
kaatioketjuja.

Esimerkki Ekvivalenssiketju 2x +3 =7 2x =4 < x = 2 tul-

kitaan lyhennysmerkinnaksi konjunktiolle
2x+3=72x=40)N2x =4 x=2),

missa kaikkikvanttori on jatetty merkitsematta.

Kaikki aiemmin opitut lauselogiikan tautologiat ovat myds tautologioi-
ta predikaattilogiikassa. Lisdksi kvanttoreiden my6ta saadaan uusia
predikaattilogiikalle tyypillisia tautologioita.

Esimerkiksi lauseet

Y x: (p(x) Y, —|p(x)), Vxp) & —|(EI X: —|p(x))
missa edellisen mukaan kaikilla x:n arvoilla (jostakin maarittelyjoukos-
ta, jota ei nyt ole merkitty) lause p(x) on voimassa tai sitten ei ole.
Jalkimmainen taas tarkoittaa, ettd lause p(x) on tosi kaikilla x:n arvoil-
la jos ja vain jos ei ole olemassa yhtaan sellaista muuttujan x arvoa,
jolla lause p(x) olisi epatosi. Vertaa negaation siirto — asiaan.

3. Useampi kuin yksi kvanttori

Kvanttoreita voidaan kdyttdda myos monipaikkaisten predikaattien yh-
teydessa.
Esimerkki Tarkastellaan lauseita

(1) VxeRVyeRx+y=0,
(2) dxeRIyeRx+y=0,
(3) VxeRIyeRx+y=0,
(4) dyeR:VxeRx+y=0.

14.5.2018



Lauseessa (1) Vx € R:Vy € R:x + y = 0 vditetdadn, ettd x +y =10
aina, kun x ja y ovat reaalilukuja. Tama on tietysti epatosi.

Lauseessa (2) 3x € R:3 y € R: x + y = 0 taas vditetdan, ettd on ole-
massa sellaiset reaaliluvut x ja y, joille x + y = 0. Tama on tietysti to-
si, kyseisia lukupareja |0ytyy dareton maara.

Lause (3) Vx € R:3 y € R: x + y = 0 tarkoittaa: "Kaikilla reaaliluvuil-
la x on olemassa sellainen reaaliluku y, ettd x + y = 0” tai "Jokaista
reaalilukua x kohti on olemassa...”. Lause on tosi, y:ksi kelpaa —x.

Lause (4) 3y € R:V x € R: x + y = 0 tarkoittaa: "On olemassa sellai-
nen reaaliluku y, etta kaikilla reaaliluvuilla x on voimassa x +y = 0”
tai ”"Loytyy sellainen reaalilukua y, ettd x + y = 0, olipa x mika tahan-
sa reaaliluku”. Lause on epatosi. Jos ndet tdllainen y I8ytyisi, niin patisi
O+y=0jal+y=0.

Lauseita (3) ja (4) tarkastelemalla voisi olettaa, ettd kvanttoria siirtamalla saisi helposti lau-
seesta toisen. Kuitenkin tosilause (3) muuttuu epatodeksi lauseeksi (4). Yleensa tallaisessa
siirrossa saadaan alkuperaista lausetta ankarampi lause. Eli uusi lause on epatosi, jos vanha

lause on epatosi, mutta uusi lause voi olla epatosi vaikka vanha lause on tosi. Tama johtuu sii-
td, ettd lauseessa (3) y saa riippua x:std, mutta (4):ssa saman y:n on kelvattava kaikille x.

Esimerkki Tarkastellaan predikaattia q(x,y) =”"x on naimisissa
y:n kanssa”, jossa muuttujan x maarittelyjoukko M on tietty joukko
aviomiehia ja muuttujan y maarittelyjoukko N on heidan vaimojensa
joukko. Talléin lause

Vx€EM:3y€eN: qlx,y)
on tosi, silla jokaiselle aviomiehelle 16ytyy vaimo. Lause

Jy eN:Vx €M: q(x,y)
on sen sijaan epatosi (jos joukoissa M ja N on enemman alkioita kuin
yksi), silla ei voi olla naista, joka olisi naimisissa kaikkien miesten kans-
sa (ainakaan Suomen avioliittolainsdadannon mukaan).

Lopuksi esimerkki, jossa tosi lause sdilyy totena tallaisessa siirrossa.

Esimerkki! Lause Vx € R:3y € R: xy = 0 on tosi, silla aina, kun
x on annettu reaaliluku 16ytyy sellainen y, ettd xy = 0 (y = 0 kelpaa).
Mutta tama y ei riipu x:std, joten on olemassa sellainen y (nimittdin
juuri tdama y = 0), etta jokaisella x on xy = 0. N&in ollen myd6s lause
dyeR:Vx €R: xy =0on tosi.
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Palataan nyt aiemmin sanottuun ... Jos lauseessa on useita kvantto-
reita, niin negaation siirtdminen niiden yli muuttaa ne kaikki.
Siis esimerkiksi

~(Vvxex:ayeY:qlxy) © IxeX:(VyeY: aqx,y))
TODISTUS:  Kaytetddan negaation siirtosaant6éa yhteen kvanttoriin

kerrallaan:
-(vxeXx:ayer:qlxy) = —|(Vx ex:(3yev: q(x,y)))

= (EI xeX:=~(3yey: q(x,y)))
o JxeX:(Vyey: aqx,y))
Muut vastaavat kaavat samalla tavalla.
Huomautus Saman tyyppisten kvanttorien jarjestys ei vaikuta synty-
van lauseen totuusarvoon. Lauseet

Vx€EX:VyeY: qlx,y) © VyeY:VxeX: q(x,y)

IxeX:AyeY:qlx,y) © Fyev:AxeX: qlx,y)
ovat tosia kaikille avoimille lausumille.

14.5.2018



