Tautologia ja paattelysdantdja pemamen vari:

Tarkastellaan molekyylilauseen =p = —p V q totuustaulukkoa eli to-
tuusarvoja:

-
0
0
1
1
2

Rlo|lolr |
BlR ==k
RPlo|lolr |
Wl | Rr|lOolrRr|I<
RlolRr|lOo|lRr

-
0
0
1
1
2

Havaitaan, etta molekyylilauseen —p = —p V g totuusarvo on aina 1
eli tosi, rippumatta siita mitka ovat lauseiden p ja g totuusarvot.
Tallainen lause on tautologia eli identtisesti tosi lause.

Maaritelma, tautologia:

Annetuista (atomi)lauseista loogisilla konnektiiveilla yhdistetty lause
on tautologia, jos se on tosi alkuperaisten (atomi- tai molekyyli-) lau-
seiden totuusarvoista riippumatta.

Esimerkki 1:
Osoita, ettd lause p A (p = q) = q on tautologia. Taulukko:
p | A |(p|=|aqa) = |4
1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 0 OK
0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0
1 3. 1. 2 1. | 4. 1

Tast3 lauseesta p A (p = q) = q kidytetddn nimitystd modus ponens
— paattely, tdhan palataan.
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Esimerkki 2:

Yhdistetty propositiolause (eli vaite)

pA-p

on aina epatosi riippumatta lauseen p

totuusarvosta.
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Lauseita, jotka ovat aina epatosia, sanotaan identtisesti epdtosiksi eli
kontradiktioiksi (contradiction= ristiriita).

Negaatioon liittyen osoita, etta ns.

kaksoisnegaation sdcinté
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on tautologia.
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Yhdistettyja lauseita p ja g (kuten edelld ——p ja p) sanotaan loogisesti
ekvivalenteiksi, jos ne saavat saman totuusarvon kaikilla atomilausei-
den totuusarvoyhdistelmilla. Tallin ekvivalenssi p < g on tautologia.

Esimerkki 3:
Maarita lauseiden oAl ~lplv]=lg
_ —(pAg) 0111 0/1]0]0]1
13 101]0]o0 ol1]1]1]o0
PV g 11001 1]ol1]o0]1
totuustaulukot:
1 0 0 0 1/]01(1 |10
3. | 1. | 2. | 1. 2.1 1. 13. ]2 |1
Havaitaan, etta kyseisten lauseiden totuusarvot ovat aina samat
riippumatta p:n | _ (plAlg)|e|-]p VAR I
ja g:n totuusar- 0 1 1 1 1 0 1 0 0 1
voista. Lauseet
ovat siis ekviva- | 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0
lentteja. Tallais- | 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1
ten lauseiden 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
ekvivalenssi on =TT T T T T 1 3, | 20 | 1L
tautologia, eli:
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Tautologia esittda yleispatevan loogisen totuuden. Merkitys on siing,
ettd ne ilmaisevat lauselogiikasta saatavat yleiset paattelysaannot.
Sanotaan, ettd paattely on loogisesti pdtevd, jos aina kun oletukset
(premissit) ovat tosia, myods johtopadtds on tosi. Tautologioissa nain
on aina!

Seuraavalla dialla on koottuna matemaattisissa paattelyissa keskeisia
tautologioita, moniste sivut 42-43.

Huomautus:

Al4 sekoita kaanteislausetta kontrapositiolakiin (66...mika kontraposi-
tiolaki)

Kaanteislause: lauseelle p = g kdanteinenonq = p
Kontrapositiolaki: (p=q) © (—~qg= —p)

Naihin palataan! Nyt voi jo todeta, ettd funktion injektiivisyys osoite-

taan lahes aina kontrapositiolakia kayttaen. Annetun funktion injektii-

visyys: x; # x; = f(x1) # f(x,), eli suomeksi; muuttujan x eri arvot

kuvautuvat eri funktion arvoiksi. Tama osoitetaan siis ldhes aina nain:
f) =flx) = X1 = X2

Tautologia Nimi

pep Identiteetin laki

—(pA—p) Poissuljetun ristiriidan laki

pvV—p Poissuljetun kolmannen laki

——p&p Kaksoisnegaation laki

=(prg) & —=pv—g de Morganin sdannot

—(pvg & parg

PAPSD Idempotenssilait

ASASdY

PAGESGAD Vaihdantalait

PV ag=49vp

pAr(@@an e (pag ar Liitantalait

pv@vrnepvgvr

pA(@vrn e (parqgvpar) Osittelulait

pv@@nnepvgalpvr)

(p=>q)=-pvyg Implikaation ominaisuus
=9 S-(para

(( ,I: =>;)) (= (ipg ->£213) Ka«fmpo:iﬁo/aéi
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Esimerkki 4:

Sievenna lause —=(pV ¢ = —p A =q) muodostamalla mahdollisim-
man yksinkertainen sen kanssa yhtapitdva lause. (Lauseiden ekviva-
lenttiutta voidaan merkitd <:n sijasta =.)

Sovelletaan implikaation maaritelmaa esim 3. TAl edellinen dia, kak-
soisnegaatiota, de Morgania ja idempotenssilakia, saadaan

—|(pVC[ = ap A —|Q) = —|—|((p VQ) A —|(—|p A —|q))
= (p \ q) A (—|—|pV —|—|Q)
=pvorlpVvae

=(@Vvq
Esimerkki 5:
Muodosta annetun lauseen kanssa ekvivalentti lause, jossa esiintyvat
vain negaatio ja konjunktio

a) PVq b)p = ¢
a) pVvVqg = ==(pVvq) = —[-p A-ql, OK. b)Kts. tautologiat.
de Morgan
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