LUKUTEORIAJA

LUKUTEORIA — jOhdantoa TODISTAMINEN,

MAA11
Lukuteorian tehtava: Lukuteoria tutkii kokonaislukuja, niiden ominai-

suuksia ja niiden viilisid suhteita. Kokonaislukujen maailma nayttaa yk-
sinkertaiselta, mutta siellda matka yksinkertaisista havainnoista vaike-
asti ratkaistaviin ongelmiin on lyhyempi kuin millddn muulla matema-
tiikan alueella:

Esimerkki Pikku-Pekka laskee piparkakkuja: 1, 2, 3,4, .... Han huomaa,
ettd 8 piparkakkua voidaan jakaa tasan 3 pikkuveljen kanssa, mutta
seitsemaa ei. Pekka on Ioytanyt jaollisuuden kasitteen.

Opittuaan kertotaulun Pekka saattaa huomata, etta esim. luvut 13 ja
19 eivat ole jaollisia millaan muulla ykkosta suuremmalla kokonaislu-
vulla kuin itsellaan. Pekka on l6ytanyt alkuluvut.

Jos Pekka oikein innostuu tutkimaan alkulukuja, han ehkd huomaa,
ettd 4=2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7, 12=5+7..
Pekka on havainnut kokonaislukujen ominaisuuden, jonka arvellaan
olevan tosi, mutta jota kukaan ei ole vield todistanut oikeaksi.

Lukuteorian juuret ulottuvat aina 4000 vuoden paiahan. Alkuperaises-
sd muodossaan lukuteoria tutki luonnollisia lukuja, mutta nykyaan lu-
kuteoria keskittyy laajempiin lukujoukkojen tutkimiseen.

Lukuteorian lahtokohta on kokonaislukujen jakolasku, josta saadaan
jakoyhtdlé kayttoon. Jakoyhtdloon taas perustuu Eukleideen algoritmi,
menetelm3, jolla saadaan kahden kokonaisluvun suurin yhteinen teki-
ja selville. Algoritmille l1dheistd sukua on Diofantoksen yhtdlét.
Alkulukuja seka kongruenssi-kasitteesta saatavia jakojddnndsluokkia
(ns. moduloita) tarvitaan mm. salakirjoituksessa ja esim. Kiinalaisen
jédnnéslauseen ratkaisemisessa (ei talla kurssilla).

C.F. Gauss on todennut: “Matematiikka on tieteiden kuningatar ja
lukuteoria on matematiikan kuningas.”
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. LUKUTEORIA JA
Jaollisuus LOGIIKKA, MAA11
Maaritelma, kokonaislukujen jaollisuus:
Kokonaisluku a on jaollinen kokonaisluvulla b(# 0), jos on olemassa
sellainen kokonaisluku c, ettd a = bc. Talléin b on a:n tekija eli b jakaa
a:n eli a on b:n monikerta. Tata merkitdan b|a. Muutoin b t a.

Esimerkki a)7|42, (-=5)|30, 71+t51.

b) Luvun 6 tekijat ovat +1, +2,+3 ja +6.

c) Luvulla 7 jaollisten lukujen joukko on {0,+7,+14,4+21,..} =
{7n| n € Z}.

Huomautus Tasta eteenpdin sanalla luku tarkoitetaan kokonaislukua!

Se, onko a jaollinen b:lla, voidaan aina selvittda suorittamalla jako-
lasku a : b ja katsomalla, onko tulos kokonaisluku.

Jos luku b on 2,3,4,5, 6,8 tai 9, niin on mukavampi kayttaa jaollisuus-
sddntdjd, jolloin ei tarvitse tehda jakolaskua. Myos luvuille 7 ja 11 on
olemassa jaollisuussdannot, mutta ne ovat hieman konstikkaita.

Luvun 10 jaollisuus opeteltu ala-asteen 3.luokalla, 10-kertotaulu.

Lause, jaollisuussadntoja (todistetaan myohemmin...ehka):

Kokonaisluku on jaollinen

2:lla, jos ja vain jos sen viimeinen numero on 2,4,6,8 tai 0.

3:lla, jos ja vain jos sen numeroiden summa on jaollinen 3:lla.

- 4:l3, jos ja vain jos sen kahden viimeisen numeron muodostama
luku on jaollinen 4:l13.

- 5:lI§, jos ja vain jos sen viimeinen numero on 0 tai 5.

- 6:lla, jos ja vain jos se on jaollinen seka 2:lla ettd 3:lla.

- 7:lla, jos ja vain jos viimeinen numero poistetaan ja jaljelle jaavasta
luvusta vahennetdan alkuperdinen viimeinen numero kerrottuna
kahdella ja jos ndin saatu luku on jaollinen 7:lla, on alkuperdinenkin
luku jaollinen 7:lla.

- 8:lla, jos ja vain jos sen kolmen viimeisen numeron muodostama
luku on jaollinen 8:lla.

- 9:ll§, jos ja vain jos sen numeroiden summa on jaollinen 9:lI3.

- 10:ll§, jos ja vain jos sen viimeinen numero on 0.

- 11:sta, jos ja vain jos sen numeroista vuorotellen yhteen- ja vahen-
nyslaskulla saatu luku on jaollinen 11:sta.
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Esimerkki1 Onko luku 21 624 jaollinen luvulla a) 2, b) 3, c) 4, d) 5,
e)6,f)8,g)9?

a) On, koska viimeinen numero 4 on parillinen.

b) On, koska numeroiden summa 2+ 1+ 6+ 2+ 4 = 15 on jaollinen
3:lla.

c) On, koska kahden viimeisen numeron muodostama luku 24 on jaol-
linen 4:l1a.

d) Ei ole, koska viimeinen numero 4 ei ole 0 tai 5.

e) On, koska tama luku on jaollinen 2:lla ja 3:lla, kts. b) ja ¢) — kohdat.

f) On, koska kolmen viimeisen numeron muodostama luku 624 on
jaollinen luvulla 8:lla, silla 8 - 78 = 624.

g) Ei ole, koska numeroiden summa 15 ei ole jaollinen 9:lla.

Entdpa 7:11a tai 11:sta jaollisuus?

Ei ole 7:l3 jaollinen, koska: 21624 — 2162 —2-4 = 2154 ja edel-
leen 215(4 — 215—2-4=207ja20|7 - 20—-2-7=6ja71t6.
Ei ole myoskdan 11:sta jaollinen, koska +2—14+6—-24+4=9 ja
patee 11 } 9.

Tarkastellaan kokonaislukujen jaollisuuden sdilymistd eri laskutoimi-
tuksissa, jolloin automaattisesti oletetaan, ettd merkintd b t a pitaa
sisallaan tiedon b # 0.

Lause, summan jaollisuus:
Kahden luvun summa on jaollinen tietylld luvulla, jos kumpikin yh-
teenlaskettava on jaollinen talla luvulla. Toisin sanoen;

Jos kla ja k|b, niin k|(a+ b).
Todistus Jos k|a ja k|b, niin on olemassa sellaiset p ja g, etta
a=kp ja b=kq. Talldin a+ b =kp + kq = k(q + p), mista viite
seuraa.
Huomautus Koska erotus on negatiivisen luvun summaamista, sai-
lyy jaollisuus myds erotuksessa, siis jos k|a ja k|a, niin k|(a — b).

Lause, tulon jaollisuus:
Kahden luvun tulo on jaollinen tietylla luvulla, jos ainakin toinen teki-
ja on jaollinen talla luvulla. Toisin sanoen;

Jos kl|a, niin klab TAl Jos kl|b, niin kl|ab.
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Todistus Jos k|a, niin on olemassa sellainen p, ettd a = kp. Tal-
[6in ab = kpb, mista vaite seuraa.

Edelliset lauseet voidaan yhdistaa (tosin vaatisi hieman perusteluja),
saadaan
Jos kla ja k|b, niin k|(ra+ sb)

Lause, kokonaislukujen yleiset jaollisuussaannot:

L la, .. . Todistus (7): Koska c|a ja
2. Josa # 0, niin ala ja al0, N
. . c|b, niin on olemassa ko-
3. Josalbjabl|a,niina = tb, . . .
. . konaisluvut x, y siten, etta
4. Josa|bjab|c, niin a|c, 4= cx b=
5. Jos a|b, niin a|kb kaikilla k € Z, T5l5in ’ Y-
6. Josc|ajac|b, niin c|(a + b) _
7. Josc|aja c|b, niin ¢|(ra + sb) ratsh =rcx t scy
: ’ - = c(rx * sy).
Siis ¢|(ra + sb).
Todistus Harjoitustehtava.

Jakoyhtalo
Lause, jakoyhtalo:
Olkoon a = 0 ja b > 0. Talléin on olemassa sellaiset yksikdsitteiset
luvut g jarsiten,ettda=qgb+rja0 <r <b.
Nimityksid: a on jaettava, b on jakaja, q on osamddrd ja r on jako-
Jjddnnos. (Oletus a = 0 on oikeastaan tarpeeton, mutta tapauksessa a < 0 olisi
parempirajata b < r < 0, siksi oletus a = 0.)

Esimerkki Suorita jakolasku 123:45. Saadaan osamadran koko-
naisosaksi 2 ja jakojaannokseksi 33, siis 123 = 2 - 45 + 33.

Jakoyhtal6 vaikuttaa itsestaan selvaltd, mutta sen todistamiseksi tarvi-
taan pieni lemma.

Lemma, perdkkaiset luvut:
Jos b > 0, niin b:n perdkkaisen luvun joukossa on tasmalleen yksi b:lla

jaollinen. (vertaa tehtéva: Osoita, ettd luku n3 — n on 3:lla jaollinen.)
Todistus Induktio. TAI Havaitaan, etta kaikkien b:ll3 jaollisten lukujen joukko
on B ={0,+b,+2b, ...}, joten jokaiseen b:n perikkdisen luvun joukkoon kuuluu

tasmalleen yksi B:n alkio.
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Todistus (jakoyhtdlélause)

Tarkastellaan perikkaisia lukuja a,a +1,a + 2, ...,a — (b — 1). N&ita
on b kappaletta, joten edellisen lemman nojalla tdsmalleen yksi niista,
merkitdan sitd a — r, on b:lla jaollinen. Tall6in on olemassa tasmalleen
yksi sellainen g, ettd a — r = gb, eli toisin sanoena = qb + .

Jakoyhtalosta tehdaan havainto, etta jokainen kokonaisluku a voidaan
esittda annetun b:n avulla. Mahdolliset a:n esitysmuodot ovat:

qb, qb +1, qb + 2, .. ,tai  gb+(b—1).
Esimerkki Olkoon b = 5. Tall6in jokainen luku a on jotain seuraa-
vaa muotoa

a = 5q, a=5q+1, a=>5q+2,
a=5q+3 tai a=>5q+4, q € Z.

Esimerkki Osoita, ettd jos n on kokonaisluku, niin luku

nn+1)(n+5)
on jaollinen kuudella.

Ratkaisu Oletus: n on kokonaisluku,
Viite: 6 |n(n+ 1)(n+5)
Todistus: Jakoyhtalon nojalla jokainen kokonaisluku a on jotain

seuraavaa muotoa:
a = 6q, a=6q+1, a=6qg+2,
a=6q+3, a=6g+4 tai a=6q+5, q € Z.
N&in ollen myés luku n(n + 1)(n + 5). Tutkitaan jokainen vaihtoehto

sijoittamalla tarkasteltavaan lausekkeeseen n(n + 1)(n +5) ensin
n = 6q, sittenn = 6q + 1 jne. Pitaa |0ytya tekija 6 kaikista vaihtoehd.

Kunn=6q: n(n+1)(n+5) =6q(6q + 1)(6qg + 5) ja asia selva.

Kunn = 6q + 1:
n(n+1)(n+5) = (6q + 1)(6q + 2)(6g + 6)
=(6g+1)(6g+2)-6(q+1),0K
Kunn = 6q + 2:
nn+1)(n+5) =(6q+2)(6qg +3)(6g +7)
=2(3¢+1)-3(2q + 1)(6q + 7),0K
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Kunn = 6q + 3:
nn+1)(n+5) = (6q +3)(6g+ 4)(6q + 8)
=3(2q+1) - 2(3q + 2)(6q + 8), 0K
Kunn = 6q + 4:
nn+1)(n+5) = (6q +4)(6g+5)(6qg +9)
=2(3q + 2)(6q + 5) - 3(2q + 3), 0K
Kunn = 6q + 5:
nn+1)(n+5) = (6qg +5)(6g+ 6)(6q + 10)
=(6q+5)-6(q+1)(6g+ 10),0K
Siis luku n(n + 1)(n + 5) on aina jaollinen kuudella.



