LUKUTEORIA JA
AlkUIUVUt TODISTAMINEN,

MAA11

Jokainen luku (# 0) on jaollinen ainakin itsellddn, vastaluvullaan ja
luvuilla +1. Kun muita eri ole, niin kyseinen luku on alkuluku.

Maaritelma, alkuluku/yhdistetty luku:
Luku a = 2 on alkuluku, jos se ei ole jaollinen muilla positiiviluvuilla kuin
itselldan ja yhdellda. Muussa tapauksessa a on yhdistetty luku.

Esimerkki a) Ensimmaiset alkuluvut ovat 2,3,5,7,11,13,17, 19.

b) Ensimmaiset yhdistetyt luvutovat4 =2-2,6 =3-28=2-2-2.

c) Luku 1 ei ole alkuluku eikd yhdistetty luku.

Huomautus a) Alkulukujen joukkoa voidaan merkitd vahvennetulla P
kirjaimella, siis P = {2,3,5,7,11,13,17,19, ...}

b) Luku 2 on ainoa parillinen alkuluku!

Maaritelma, alkutekija:

Luvun a alkutekijd on taman luvun sellainen tekija, joka on alkuluku.
Esimerkki  Jaa alkutekijoihin luku 252 eli esita se alkulukujen tulona.
Tapa 1: @zZ-}_@_@zZ-Z- éé =2-2-3- \2_3 =2-2-3-3-7

jaol. jaol. jaol. jaol.
2:1la 2:1la 3:lla 3:lla

Tapa2: 252=9-28= 9 4-7=3-3- 4 +7=2-2-3-3-7
jaol. jaol.  jaol. jaol.
9:1la 4:1la 3:1la 2:1la

Molemmissa tapauksissa saatiin samat alkutekijat, mutta eri jarjestys.
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Lause, aritmetiikan peruslause:
Jokainen luku a = 2, voidaan tekijoiden jarjestysta vaille yksikdsittei-
sesti esittad alkulukujen tulona, eli jakaa alkulukuihin.

Todistus Pitdd osoittaa kaksi asiaa: yksikasitteisyys ja tulo alku-
luvuista, yksikasitteisyys jatetadan myohemmaksi, osoitetaan tulo.

Olkoon a = 2. Jos luku a on alkuluku, niin asia selva. Jos taas luku a on
yhdistetty luku, niin a = bc, missa b,c = 2. Jos b ja c ovat alkulukuja,
niin alkutekijoihin jako on valmis. Muutoin ainakin toinen luvuista b tai ¢
on yhdistetty luku, joten loytyy d ja e siten ettd b = de (tai ¢ = de).
Nain jatkaen saadaan lopulta a = bcde ..., missa b, c,d, e jne. ovat alku-
lukuja.

(Tarkasti ottaen ylla oleva pitdisi tehda induktiolla. Jaon olemassaolon
Vvoisi osoittaa myos antiteesin kautta!)

Alkulukujen ominaisuuksia

Mista tiedetdaan onko annettu luku alkuluku? Tahan kysymykseen liitty-
en tarkastellaan kahta menetelmaa.

1. Eratostheneen seula: Kun annettu luku on pieni (tietokoneille
pieni luku on ihmiselle suuri), voidaan hyodyntaa Eratostheneen seu-
laa, jolla saadaan kaikki annettua lukua pienemmat alkuluvut.

Esimerkki Maaraa kaikki lukua 14 pienemmat alkuluvut.
Kirjoitetaan aluksi kaikki luvut.
a) 2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14

Toisessa vaiheessa poistetaan kaikki 2:lla jaolliset luvut.
b) 2,3, 5 7, 9 11, 13

Kolmannessa vaiheessa poistetaan kaikki 3:lla jaolliset luvut.

c 2,3, 5 7, 11, 13

Enempaa ei tarvitse testata (Syy: alkulukutesti, johon palataan). N&in
on saatu maarattya kaikki lukua 14 pienemman alkuluvut. Entdpa
lukua 200 pienemmat alkuluvut?
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Aivan vastaavalla tavalla, ensin 2:lla jaolliset pois, sitten 3:lla, 5:113,

7:113 jne. aina siihen alkulukuun p asti, jolle p < V200 = 14,1421. Eli
viimeisessa vaiheessa poistetaan 13:sta jaolliset luvut pois.

Aluksi kaikki luvut 1— 200.

2
17
32
47
62
77
92

107
122
137
152
167
182
197

Poistetaan 2:lla jaolliset.

3
18
33
48
63
78
93

108
123
138
153
168
183
198

luku.

107

137

167

197

33

63

93

4
19
34
49
64
79
94

109
124
139
154
169
184
199

139

169

199

5
20
35
50
65
80
95

110

125

140

155

170

185

200

6
21
36
51
66
81
96

111
126
141
156
171
186

21

51

81

111

141

171

-

i
22
37
52
67
82
97

112
127
142
157
172
187

8

38
53
68
83
98
113
128
143
158
173
188

23

83

113

143

173

9
24
39
54
69
84
99

114
129
144
159
17¢

189

9

39

69

99

129

159

189

10
25
40
55
70
85
100
115
130
145
160
175
190

11
26
41
56
71
86
101
116
131
146
161
176
191

11

41

71

101

131

161

191

12
27
42
a7
87
102
117
132
147
162
177
192

13
28
43
58
73
88
103
118
133
148
163
178
193

13

43

73

103

133

163

193

14
29
44
59
4
89
104
119
134
149
164
179
194

29

39

119

149

179

15
30
45
60
75

90
105
120
135
150
165
180
195

105

135

165

195

16
31
46
61
76
91
106
121
136
151
166
181
196

Nyt huomaat, etta 2 on ainoa parillinen alku-
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Poistetaan 3:lla jaolliset.

2
17

47

7

107

137

167

197

3

19

49

79

109

139

169

199

5

35

65

95

125

155

185

37

67

97

127

157

187

Poistetaan 5:113 jaolliset.

2
17

47

77

107

137

167

197

3

19

49

79

109

139

169

199

5

37

67

97

127

157

187

23

93

83

113

143

173

23

53

83

113

143

173

25

)3]

85

115

145

175

11
41
71
101
131
161

191

11

41

71

101

131

161

191

13

43

73

103

133

163

193

13

43

73

103

133

163

193

29

99

89

119

149

179

29

59

89

119

149

179

31

61

91

121

151

181

31

61

91

121

151

181
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Poistetaan 7:11a jaolliset.

2
17

47

107

137

167

197

3

19

79

109

139

169

199

3

37

67

97

127

157

187

Poistetaan 11:sta jaolliset.

2
17

47

107

137

167

197

3

19

79

109

139

169

199

3

7

37

67

97

127

157

23

53

33

113

143

173

23

53

83

113

173

11

41

71

101

131

191

11

41

71

101

131

191

13

43

73

103

163

193

13

43

73

103

163

193

29

39

89

149

179

29

59

89

149

179

31

61

121

151

181

31

61

151

181

16.4.2018



Ja viimeisessa vaiheessa poistetaan 13:sta jaolliset.

2 3 d 7 11 13
17 19 23 29
37 41 43
47 53 59
67 71 73
79 83 89
97 101 103
107 109 113
127 131
137 139 149
157 163
167 173 179
191 193
197 199

31

61

151

181

Tassa ovat kaikki lukua 200 pienemmat alkuluvut. Eratostheneen
seulan avulla voidaan periaatteessa aina selvittda onko annettu luku

alkuluku vai ei. Menetelma on kuitenkin liian hidas.

Palataan Eratostheneen seulassa esille tulleeseen alkulukutestiin. Al-
kulukutesti on alkeellinen menetelma sen tutkimiseksi, onko tietty

luku alkuluku.
2. Alkulukutesti: Aluksi tarvitaan pieni lemma (aputulos).

Lemma, tekijoiden epayhtalo:

Olkoon a = 1.Josa = bc, missd 1 < b < ¢, niin b < +/ajac = +/a.

Todistus Vastaoletus: b > +/ataic <+/a.
Talléin, kun b > +/a, niin saadaan
ol. ol. vastaol.
"~ ™ 2 ™ e e e
a=bc=b > a = a>aq, ristiriita.

Toisaalta, kun ¢ < +/a, niin saadaan
ol. ol. vastaol.

aSbc<c?® < a = a<a, jalleen ristiriita.

Nain ollen vastaoletus johtaa aina ristiriitaan ja vaite on siten tosi.
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Olkoon sitten n = 2. Jos n on yhdistetty luku, niin edellisen lemman
nojalla silld on tekija p, jolle 2 < p < +/n. Riittaa siis kdyda lapi taméan
ehdon toteuttavat luvut.

Aritmetiikan peruslauseesta saadaan tarkemmin. Nimittdin sen nojalla
riittda kdyda lapi vain ehdon 2 < p < +/n toteuttavat alkuluvut.

Lause, alkulukutesti:
Luku n (= 2) on alkuluku, jos ja vain jos se ei ole jaollinen milldan
sellaisella alkuluvulla, joka on enintidan y/n.

Esimerkki: Onko 163 alkuluku?

Voitaisiin kayttaa Eratostheneen seulaa ja tutkia miten kdy. Tarkastel-
laan kuitenkin niita alkulukuja p, joille p < V163. Koska 112 = 121 <
163 ja 13% = 169 > 163, niin riittaa tutkia jakolaskut 163:p, missa
p = 2,3,5,7 tai 11. Jos jako menee tasan, niin 163 ei ole alkuluku!
Osoittautuu, ettd 163 ei ole jaollinen milldan edelld mainituista luvuis-
ta, joten 163 on alkuluku.

Esimerkki:  Onko 20154003698204 - 1015990 + 1 alkuluku?

Esimerkki: Onko 20154003698204 - 1015990 + 1 alkuluku?

Talla hetkelld parhaimmat alkulukutestit toimivat sellaisella nopeudel-
la, etts testissa tarvitaan s® laskutoimitusta, missa s on testattavan lu-
vun numeroiden maara kymmenjarjestelmassa. = Jatetaan asia hau-

tumaan = hyva koetehtédva ©.
https://en.wikipedia.org/wiki/Largest_known_

Lause, alkulukujen maara: prime_number
Alkulukuja on darettéman paljon. http://www.isthe.com/chongo/tech/math/digi
Todistus On jo tehty. t/m57885161/prime-c-e.html#middle

Maaritelma, Mersennen alkuluvut ja Mersennen luvut:

Olkoon p alkuluku. Talléin muotoa 2P — 1 olevia lukuja sanotaan Mer-
sennen luvuiksi ja merkitadan M,,. Jos lisaksi M), = 2P —1 € P, elion
alkuluku, niin sitd sanotaan Mersennen alkuluvuksi.

Huomautus a) Maaritelmdssd ei sanota, ettd kaikki Mersennen
luvut olisivat alkulukuja!

b) Talld hetkelld suurin l0ydetty (tammikuu 2016!) Mersennen alkuluku
on 274207281 _ 1 (yli 22 milj. numeroa), joka 49. Mersennen alkuluku.
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Esimerkki: Totea, ettd kun p = 2,3,5 ja 7, niin M, = 2P — 1 on al-
kuluku (eli Mersennen alkuluku).
Suorat laskut antavat:

My,=22—-1=4-1=3, 3eP, OK
My;=23-1=8-1=7, 7€P, OK
Mg=25-1=32-1=31, 31€P, OK

M,=2"-1=128-1=127, 127 € P, OK
Esimerkki: Totea, ettd kun p = 11, niin M, = 2P — 1 ei ole alkulu-
ku (mutta on silloin Mersennen luku).

Suora lasku antaa:

M;; =211 —1=2048 -1 = 2047 = 23 - 89, OK

Esimerkki: Osoita, ettei alkuluku ole valttamatta Mersennen luku.
Tarkastellaan lukua 5. Nyt 5 € P, muttaZ p € P, jolle 2P — 1 = 5.

Kaksi edellistd esimerkkia osoittavat etteivdt Mersennen lukujen
joukko eika alkulukujen joukko ole toistensa osajoukkoja.

Mielenkiintoinen alkulukuesimerkki/-tehtava.

Esimerkki: Olkoon n = 2. Osoita, ettd luvutn! + 2,n! +3,...,n' +n
ovat kaikki yhdistettyja lukuja. Hyodynna tulosta ja osoita, ettd kahden
perakkaisen alkuluvun vélissa voi olla mielivaltaisen monta yhdistettya
lukua.

Annetuille luvuille saadaan

n+2=1-2-3-..-n+2=2(1-3- ..-n+1)
n'+3=1-2-3-..-n+3=3(1-2-..-n+1)

n+n=1-2-3- ...'n+n=n(1-2- ..-(n—1)+1)
Nain ollen ne kaikki ovat yhdistettyja lukuja. Mutta koska luku n oli
mielivaltainen niin I6ytyy sellaiset alkuluvut p; ja p,, joille p; < n ja
p2 > n! + n. Nyt alkulukujen p; ja p, vdlissa on mielivaltaisen monta
yhdistettya lukua.
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