. ... LUKUTEORIAJA TO-

Todistusmenetelmia oisavinen, maaz
Miksi pitaa todistaa?
Todistus on looginen pdaattelyketju, jossa oletuksista, maaritelmista,
aksioomeista sekda aiemmin todistetuista tuloksista lahtien paatellaan
vaite. Todistus antaa perustelut vaitteille ja jasentdd matemaattista
tietoa. ”Ei olla ns. tuuliajolla, vaan selkedlld kurssilla kohti pddmdd-
rad.”

Mika on aksiooma?

Matemaattisen teorian rakentamisessa kdytetddan aksiomaattista me-
netelmdd. Lahtokohtina ovat tietyt peruskdsitteet (-objektit) esimer-
kiksi piste ja suora, joita ei maaritella ja tietyt niitd koskevat vaitteet eli
aksioomat, jotka hyvaksytdan tosiksi ilman todistusta. Siis aksiooma on
jokin vaite (vaitelause), jota ei todisteta.

Perusobjektien avulla mddritelléiéin uusia kasitteitd ja niiden avulla
edelleen uusia. Aksioomien ja maaritelmien avulla todistetaan lausei-
ta eli teoreemoja, joiden avulla todistetaan edelleen uusia lauseita.

UUSIA KASITTEITA KASITTEET
- maarittely tai
N&iden avulla - yleisesti tunnettuja Ndihin
maaritelldan liittetdan
LAUSEET
Jaetaan
kahteen osaan
AKSIOOMAT TEOREEMAT
- ei todisteta - vaativat todistuksen

TEOREEMA: Tietyilla edellytyksillda on voimassa tietty matem.omin.

OLETUS: IImoitetaan teoreemassa mainitut edellytykset ja ote-
taan kayttoon tarvittavat merkinnat.
VAITE: IImoitetaan teoreemassa mainittu ominaisuus kaytta-

malla sopivia merkintdja. (Oletukset ja viite usein valmiina.)
TODISTUS: Osoitetaan vaite oikeaksi kayttamalla hyvaksi oletusta,
maaritelmia ja aiemmin tunnettuja lauseita.
HUOM! ALA |3hde liikkeelle viitteest3.
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Teoreeman tulee siis aina sisdltda tunnetuiksi otaksutut perusteet eli
oletukset seka paatelma eli vdite!

Teoreema voidaan aina(?) esittda "Jos..., niin...” — muodossa, jolloin
jos-sanaa seuraa oletus ja niin-sanaa vaite. Esimerkiksi lause: “Tasa-
kylkisen kolmion kantakulmat ovat yhtd suuret.” voidaan esittaa
muodossa: “Jos kolmio on tasakylkinen, niin sen kantakulmat ovat
yhtd suuret.”

Todistuksen paattelyketjuun sisaltyvia lauseita sitovat logiikan lait. To-
distukseen ei saa sisaltyd mitdan uutta tietoa!

Matemaattiset todistukset jaetaan yleisesti neljaan osaan:

1. Suoratodistus: pA(p = q) =g Modus ponendo ponens,

2. Kaanteinen suora todistus: Modus tollendo tollens
—qA(p=4q)= -p

3. Epasuora todistus: Reductio ad absurdum
p/\((p/\—|q) :(s/\—|s)) =gq ja

4. Induktiotodistus: (luon. lukuja koskevat vaitteet)

Palautetaan mieleen ero jonkin asian tai ilmion toteutumisen vdlttd-
mdttémdn ja riittdvédn ehdon valilla.

Lauseessa: "Jos p, niin q” (joka on siis implikaatio p = q) on p riittdvd
ehto g:lle (eli ettd g tapahtuu) ja toisaalta q on vdlttidmdtdon ehto p:lle,
silla jos g ei tapahdu, ei mydskaan p tapahdu.

Jos todistus on implikaatio p = ¢, niin p on oletus ja q vdite. Esimer-
kiksi
Luku n on parillinen. = Luvun nelié n? on parillinen.
=p =q

Jos todistus on ekvivalenssi p & ¢, niin pitda osoittaa kaksi impli-
kaatiota, nimittdin p = q jaq = p.

Jos pitad todistaa, ettd kaksi joukkoa on samat, esim. A = B, niin on
otettava mielivaltainen alkio a € A ja osoitettava, ettd a € B. Taman
jalkeen on otettava mielivaltainen alkio b € B ja osoitettava, etta
b € A.
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1. Suoratodistus pA(p = q) = q

Esimerkki Osoita, etta parittoman luonnollisen luvun nelié on ai-
na pariton.

Oletus: n € N, n on pariton.

Viite: n? on pariton.

Todistus: Koska n € N on pariton, niin loytyy k € N siten, etta

n = 2k + 1. Talloin

n?=QRk+1)2=4k*+ 4k +1=202k*+2k) +1
parillinen
Koska k € N, niin myds luku (2k? + 2k) = m € N ja ndin ollen
n?=2m+1,
eli n? on pariton.

MUISTA parittoman luvun maaritelma: x € N on pariton, mikali 16y-
tyy, eli on olemassa, sellainen y €N, ettd x = 2y + 1. Tai x € Z on
pariton , mikdli [6ytyy sellainen y € Z, ettd x = 2y + 1.

Vastaesimerkin kaytto

Mikali lauseen totuusarvoa ei tunneta, lause voidaan yrittda todistaa
oikeaksi tai vaaraksi. Jos on annettu todistettavaksi lause, joka on
muotoa A = B, niin mikali voidaan todistaa, ettd lause A = —B on
tosi, niin edellinen lause A = B on tall6in epatosi.

Esimerkki Tutkitaan, pitddakod lause: ”Jos n on luonnollinen luku,
niin n? — n + 41 on alkuluku.”

Oletus: n € N.

Viite: n? —n + 41 on alkuluku.

Todistus: Lause on muotoa A = B. Pienilla alkuluvuilla kokeilu

antaa viitteen, ettd vaite olisi tosi. Kokeilu ei koskaan todista mitdan!

Nimittdin riittaa loytaa yksikin n, jolle vaite ei pade ja asia on selva.

Havaitaan (kun on riittavasti kokeiltu tai muulla tavoin paatelty), etta

kunn = 41, niin IP on alkulukujen joukko.
n2—n+41=41%2-41+41=412=1681¢P.

Nain ollen tdma vastaesimerkki osoittaa lauseen A = —B todeksi ja

alkuperiisen lauseen A = B epatodeksi, n?> — n + 41 ei ole alkuluku.
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Huomautus Vaitteen kumoamiseksi riittdaa 16ytaa yksikin vastaesi-
merkki. Mutta, vastaesimerkin puuttuminen ei osoita vaitetta oikeaksi,
eli annettua lausetta todeksi!

Matematiikassa on useita lauseita, joita ei voida osoittaa sen parem-
min todeksi tai epatodeksi. Tiedetaan myds, ettd on olemassa lauseita,
joille ei ole olemassa todistusta eika mydskaan vastaesimerkkia.

Lukuteoriassa on muutama tunnettu ns. otaksuma eli konjektuuri.
Esimerkiksi Goldbach’in konjektuuri: Jokainen kahta suurempi paril-
linen luku on 2 alkuluvun summa.

pA(ng = —p)=gq

3. Epésuora todistus pA ((p Aag) = (sA —|s)) =q

Epdsuorassa todistuksessa vaite osoitetaan oikeaksi nayttamalla, etta
mikali se ei pitdisikdaan paikkaa, syntyisi ristiriita s A s minka tahansa
asian kanssa (eli oletuksen tai jonkin yleisesti tiedetyn toden kanssa).
Todistuksen aluksi tehdaan vastaoletus eli antiteesi. Ei vastavaite!
(Tosin tasta asiasta tuskin koskaan paastaan yksimielisyyteen ©)

Esimerkki Todista, etta jos a on negatiivinen, niin myés a — 1 on
negatiivinen.

Oletus: a<o.

Viiite: a—1<0.

Todistus: Vastaoletus: a — 1 = 0. Talléin vastaoletuksesta seuraa

a = 1, jayhdessa oletuksen a < 0 kanssa saadaan

0>a=21 = 021,
mika on ristiriita. Ndin ollen vaite a — 1 < 0 pitaa paikkansa.

Esimerkki Todista, ettd jos kokonaisluvun n nelié on parillinen,
niin myos luku n itse on parillinen.
Oletus: n € 7Z,n% on parillinen.
Viiite: n on parillinen.
Todistus: Vastaoletus: n on pariton, elin = 2k + 1, jossa k € Z.
Talléin

n?=Qk+1)2=4k?+4k+1=2Qk*+2k)+1=2m+1

" parillinen

Koska k € Z, niin my6s luku (2k? + 2k) = m € Z ja néin ollen n? on
pariton. TAma on ristiriita oletuksen n? on parillinen kanssa.
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Esimerkki Todista, ettei joukossa R, ole pieninta lukua.
Oletus: -
Viite: Ar € R, siten, ettd kaikillaa € Ry, a #r,7r < a.
Todistus: Vastaoletus: 3r € R, siten, ettd Va € R, r <a ja
a # r.Koskar € Ry, niin mybsg € Ry, silla selvéstig > 0. Mutta nyt
T
5 = a<r,

eli Ioydettiin vastaesimerkki. Ristiriita = alkuperainen viite oikein.

Esimerkki Todista, etta alkulukuja (luku n € N,n > 2 on alkuluku,
jos se on jaollinen vain 1:113 ja itsellddan) on darettdman paljon. (Eukleides)
Oletus: -
Viite: Alkulukuja on darettéman paljon.
Todistus: Vastaoletus: On olemassa suurin alkuluku, merkitdaan
sitd p:lla. Talloin alkulukujen joukko on

{2,3,5,...,p}.
Tarkastellaan lukua 2-3-5- ... - p + 1. Selvasti se on suurempi kuin
mikaan alkuluku ja toisaalta se ei ole jaollinen milldan alkuluvulla. Siis
se on alkuluku. Tama on ristiriita. Alkulukuja on darettoman paljon.

4. Induktiotodistus

Induktioksi sanotaan ajatustoimintaa, joka johtaa yksittdisista totuuk-
sista yleiseen totuuteen. Aarellisen joukon kaikki alkiot (totuus) voi-
daan testata ja jos ddreton (numeroituvasti), niin tarvitaan induktiota.
Induktiotodistus eli matemaattinen induktio nojautuu induktioaksioo-
maan.

Induktioaksiooma  Olkoon A joukko luonnollisia lukuja eli A c N.
Jos kaksi seuraavaa ehtoa patevat

1. 1€A4,
2. Asisdltaa jokaisen lukunsan € A seuraajann + 1 € 4,
niin silloin A = N. Induktio-oletusta on

kaytettava jossakin
Induktiotodistuksen rakenne on kolmivaiheinen:  vaiheessa todistusta!

perus-askel {1) Testataan, ettd vaite pitdaa paikkansa, kun n = 1, eli

p(1) on tosi.
Niin sanottu [ 2) Tehddan ns. induktio-oletus, etta vaite on voimassa,
induktio- kunn = k, eli p(k) on tosi.
askel 3) Osoitetaan, etta vaite patee myos, kunn = k + 1.



Esimerkki Todista, etta parittomien luonnollisten lukujen summa
onn?elil+3+5+ ..+ 2n—1) =n2

Todistus: Aluksi havaitaan, etts viite 1

pitee ensimmiisilli parittomilla luonnol- 1+ 3 =4 = 22

lisilla luvuilla. 1+3+5=9=3%

1) Alkuaskel eli perusaskel: 1+3+5+7=16=42

Kunn=1nin(2-1—-1)=1=12

2) Induktio-oletus:

Tehdaan induktio-oletus, ettd kun n = k, niin yhtalo
1+3+5+ ..+(@2-k—1) =k?

patee.

3) Induktio-vdite: Yhtdlé on voimassa myos, kunn = k + 1.
Nyt
143+ ..+ 2 k+1)—-1)=14+3+ ..+ 2k+2-1)
=143+ ..+ (2k+1)
Summa kirjoitettu toisin —»=1+3+ ..+ (2k—1)+ 2k + 1)
Kaytetty induktio-oletusta > =k?

143+ .+ Q- (k+1)-1) =143+ ..+ 2k+2-1)
=143+ ..+ 2k +1)
Summa kirjoitettutoisin —»=1+3+ ..+ (2k—1)+ 2k + 1)

Kaytetty induktio-oletusta > =k2
=k*+2k+1
= (k + 1)?

N&in ollen yhtdlo on voimassa myos, kunn = k + 1.

Esimerkki Osoita, etta n < 2" kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla.
1) Kunn =1,niin1 < 2 =2, OK.
2) Oletetaan, ettd epayhtiléo n < 2™ on tosiarvollan = k, eli k < 2.
3) Osoitetaan, ettd epayhtalo on tosi myos arvollan =k + 1.
Koska
k+1<k+k=2'k < 22k = 2k+1
ind.ol.

aina kun k > 1, niin vaite k + 1 < 2¥*1 osoitettu.
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