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LUKUTEORIAJATO-

Diofantoksen yhtalg PemAviNenmaai

Diofantos (antiikin kreikkalainen) tutki kokonaislukukertoimisia yhta-
|6ita, joista talla kurssilla tarkastellaan 1. asteen muotoisia

ax+by=c
yhtaloita. Diofantoksen yhtaloita ovat myos esim. x™ + y™ = z™. Tar-
keda on havaita, ettd Diofantoksen yhtdlon ax + by = c kertoimet a,

b ja c ovat kokonaislukuja (# 0) ja ratkaisuiksi hyviksytédén vain koko-
naisluvut.

Esimerkki Aiemmin on saatutulos 12 = 3-84 — 2 -120 eli
X y
84-3 +120- (=2) = 12.
Onko muita ratkaisuja x, y?

Kylla on, osoittautuu, etta esimerkiksi luvut x = —117 ja y = 82 to-
teuttavat yhtalon, jolloin

84-(—117) +120-82 = —-9828+ 9840 = 12.

Lause, Diofantoksen yhtdlé ax + by = c:

Olkoon syt(a, b) = 1 ja olkoon x, yo Diofantoksen yhtélén

(1) ax+ by =c

ns. yksityisratkaisu. Taman yhtalon yleinen ratkaisu on

X=x9+b-t

2 { 0 ,

2) Y=Y —a-t

missa t on mielivaltainen kokonaisluku.

Toisin sanoen: Jos x ja y ovat muotoa (2), niin ne toteuttavat yhtilén
(1) ja kdanteisesti; Jokainen yhtalén (1) ratkaisu on muotoa (2).

tez,

Todistus Hetken kuluttua.

Huomautus 1) Sytin ei tarvitse olla 1 - tdhan palataan.
2) Kohdan (2) x:n ja y:n lausekkeissa pitda nimenomaan kertoimet a
ja b "olla ristikkdin alkup. yht. ndhden ja eri etumerkit”, syy selviaa.

Esimerkki(jatkuu)  Jaetaan yhtdl6 84 - x + 120 -y = 12 luvulla 12,
= 7x+10y =1



Siis a =7, b =10 ja c = 1. Eukleideen algoritmilla saatiin x; = 3 ja
Yo = —2.

Koska nyt syt(7,10) = 1, voidaan edellisen lauseen nojalla kirjoittaa
yleinen ratkaisu, saadaan

{x=3+10-t re7.

y=—-2-7-t’
Tulos voidaan tarkistaa antamalla muuttujalle t € Z eri arvoja. Kun
t = 0, niin 7-34+10-(-2)=21-20=1, OK
t =1, niin 7-(3+10)+10-(-2—-7)=91-90=1, OK
t=-8,niin 7-(3—80)+10-(—2+56) = —-539+ 540 =1, OK
Lauseen todistus @ x=xo+b-t
Jos x ja y ovat muotoa (2), niin =Yo—a-t’
ax + by = a(xy + bt) + b(y, — at)
= axg + abt + byy — bat
= axy + by, =,
joten ne toteuttavat yhtélon (1). Tassd nakyy Huom./kohta 2:n syy.

teEZ

Lauseen todistus(jatkuu)  Jos kaanteisesti x (# x,) ja y (# yg) to-
teuttavat yhtalén (1), niin ax + by = c. Oletuksen nojalla on voimas-
sa myos yhtald axy + by = c, joten

c—c=ax+by—axyg—by, =0
josta edelleen

y—Yo a

Koska syt(a,b) = 1, oikea puoli ei en3di supistu, joten vasemman
puolen osoittaja ja nimittdja ovat oikean puolen osoittajan ja nimitta-
jan sama monikerta. Tama tarkoittaa sita, etta loytyy sellainen t € Z,
etta

X —X b
a(x —xp) = —b(y —y,) = 0=

{x—xozbt N {x=x0+bt

Y=Y =—at Y=Y —at '

Siis x ja y ovat muotoa (2).

Yleisesti on todettava, ettei Diofantoksen yhtalolld ole aina ratkaisua.

Esimerkki Mita voit sanoa Diofantoksen yhtalén 2x + 4y = 3 rat-
kaisun olemassaolosta?
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Esimerkki(jatkuu) Diofantoksen yhtdlén 2x + 4y = 3 vasen puoli
on aina jaollinen luvulla 2, kun taas oikea puoli ei ole jaollinen 2:lla.
Ndin ollen ratkaisua ei ole olemassa milldan x ja y. Toisaalta tata yh-
tdloa ei voida esittda sellaisena Diofantoksen yhtdlona ax + by = c,
jossa syt(a,b) = 1. On siis aihetta otaksua ratkaisun olemassaolon
liittyvan jollakin tavoin syt(a, b):aan.

Lause, Diofantoksen yhtédlon ax + by = c ratkeavuus:

Diofantoksen yhtalolla ax + by = ¢ on ratkaisu (ja edellisen lauseen
nojalla o monta ratkaisua) jos ja vain jos luku ¢ on syt(a, b):n moni-
kerta.

Todistus Olkoon syt(a, b) = d. Talléin
a=dm o _
{b — dn’ missi syt(m,n) =1.

Muutoin olisi ds > d yhteinen tekija. Todistus on jos ja vain jos, joten
"="  Jos Diofantoksen yhtilolld ax + by = ¢ on ratkaisu x,,

vainjos -suuntay,  vht3l6n ax, + by, = ¢ vasen puoli on jaollinen luvulla

d, joten oikea puolikin on jaollinen luvulla d. Siis ¢ on d:n monikerta.

"= Jos ¢ on luvun d monikerta eli ¢ = dp jollakin p € Z,
jos-suunta niin Diofantoksen yhtélé ax + by = ¢ saa muodon
dmx+dny=dp & mx+ny=np.
Koska syt(m,n) = 1, I6ytyy Eukleideen algoritmilla sellaiset luvut x,,
Yo, etta mxg + nyy = 1.

Nyt
apxg + bpy, = dmpxy + dnpy,
=dp(mxy+nyy) =dp-1=dp =c.
Siis yhtdlollda ax + by = ¢ on ratkaisu {x _ P¥o Itse asiassa aaret-
Y Y Y =pYo
toman monta ratkaisua, edellinen lause:
= t
{x_px0+n , reT
Y =pYyo—mt

Esimerkki Ratkaise Diofantoksen yhtdlé 18x + 14y = 4. Tassa on
kaksi eri tapaa ratkaista yhtalo.
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Aluksi, koska syt(18,14) = 2 ja luku 4 on jaollinen luvulla 2 on ratkai-
su olemassa.

TAPA 1: Yhtdlé 18x + 14y = 4 voidaan kirjoittaa muodossa
9x + 7y = 2. Etsitaan aluksi luvut xg, yo siten, ettd 9xq + 7y, = 1.
Eukleideen algoritmi ja syt:n lauseke antavat:

9=7-1+2 Lol

=/ =7-1=(9=7-1)-
7=2-3+1  —>» =7:1-0-7-1)3
2=1-2+0 — A3

= =9-(-3)+7-4

4 Ja yleinen

Xn =
Siis, yhtdlon 9xy + 7yo = 1 yksityisratkaisu on {yo _
0=

: x=-3+7t -
ratkaisu on muotoa {y —4_9; ° t €Z . Nain ollen yhtdlon
= —6
18x + 14y = 4, eli yhtalén 9x + 7y = 2 yksityisratkaisu on {9;0 _g
0=

x=—-6+7t

y=g_o9t » LEZ

Tarkastellaan vield lopuksi miksi
kertoimeta = 9 jab = 7 menevitns.
ristiin yleisessa ratkaisussa.

ja ylei-nen ratkaisu on {

Huomautus
- X + . y =
i@ NG
9-7t =63t 7-(—9t) =—-63-t
Nama osiot kumoavat toisensa kaikilla muuttujan t € Z arvoilla. Siksi
pitdd nimenomaan kertoimet menna ristiin ja etumerkit olla eri, jotta
kumoutuminen tapahtuisi.

Eli vaikka eri ratkaisulukuparit xg, y, toteuttavat yhtalon, niin ne ovat
sidoksissa toisiinsa.

TAPA 2: Tarkastellaan vain yhtdléa 18x + 14y = 4. Yksityisrat-
kaisu xg, yo ensin ja yleinen ratkaisu saadaan suoraan muodosta
b 14
X=xg+——="t X=—6+—-t=—6+7t
syt(a, b) 2
= : t - 8 18 8-9 et
Yy=DXYo Syt(a,b) y = _7 t =8—09t

Yksityisratkaisussa maaritetdaan sytin lauseke, tdssa 2 = 18 -7 +14 -?.



