.. TODENNAKOISYYS JA
Normaalijakauma TILASTOT, MAA1O

Normaalijakauma on todennakdisyysjakaumista “suurin ja kaunein” eli
tarkein. Sen keksi/ 16ysi Carl Friedrich Gauss (1777-1855, Saksa) tutki-
essaan planeettojen ratojen mittausvirheita.

Maaritelma, normaalijakauma:
Jatkuva satunnaismuuttuja x noudattaa normaalijakaumaa paramet-
rein i ja o, jos sen tiheysfunktio f on muotoa

L ey
f(x}—m/ﬁe2 e g

jolloin merkitdan x~N(u, o). Funktion

f kuvaaja on symmetrinen suoran
x = u suhteen. Kadyraa y = f(x) kutsu-

taan Gaussin kéyrdksi tai kellokdyrdksi. 1 x'

Huomautus: Huippu on odotusarvon u kohdalla ja mita isompi on o
sitd levedampi jakauma, eli 0 antaa normaalijakauman muodon.

Carl Friedrich Gauss
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Normaalijakauman tiheysfunktiossa oleva kirjain e on symboli Neperin
luvulle (kurssit 8 =)
1 n
e = lim <1 +—> ~ 2,71828.
n—-oo n

Normaalijakauman tarkeys ilmenee esimerkiksi yleisyytena luonnon ja
kaytannon ilmidille: “Keskimddirdisyydet” ovat tavallisimpia ja ddrim-
mdisyydet harvinaisempia.

Erityisesti tarkeys ilmenee todennakodisyyslaskennan (yhtenad) tarkeim-
pana tuloksena: Keskeinen raja-arvolause, jossa on lyhyesti kyse siitd,
ettd samoin jakautuneiden riippumattomien (jatkuvien tai diskreet-
tien) satunnaismuuttujien x1,x5, ..., X, Summan jakauma on likimain
normaalisti jakautunut, vaikka satunnaismuuttujien Xx; itsessdaan ei
tarvitse olla normaalijakautuneita. Huom: ”“samoin jakautuneisuus”
tarkoittaa, etta kaikilla x; on sama odotusarvo u ja keskihajonta o
(vaihtoehtoisesti varianssi 62).

Maaritelma, normitettu eli standardoitu normaalijakauma:
Jos x~N(0,1), niin sen tiheysfunktiolle ¢ (eiki f) patee

1 1>

—5X

§0(x)=\/7—n€ 2=,

missa ¢ on pieni fii.

Eli N(0,1) jakauman odotusarvona
on 0 ja keskihajonta 1.
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Huomautus:

* Yleisen normaalijakauman kertymafunktiota merkitaan F, mutta
standardinormaalijakauman kertymafunktiota @ (iso fii). Syy: va-
kiintunut merkintatapa

* Tarkeaa! Usein (kirjallisuus) satunnaismuuttujan x normaalijakaan-
tuneisuus ilmoitetaan parametrien u = odotusarvo ja o2 = vari-
anssi. Tarkista mitd parametreja kyseinen kirja kayttda ja muista

keskihajonnan ja varianssin vélinen yhteys, 0 = Vo?2.
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Huomautus (jatkuu):

* Kaikille normaalijakaumille N(u, o) patevat seuraavat ominaisuu-

det:

— valillda ¢ £ o on noin 68 % muuttujan arvoista,
— valilld u £ 20 on noin 95 % muuttujan arvoista,
— valilla 4 £ 30 on noin 99,7 % muuttujan arvoista.

Standardinormaalijakaumalle ko. vélit ovat [—1,1], [-2,2] ja

[-3,3].

Todennakoisyydet:

Kertymafunktion F tai ® arvo kohdassa x

tarkoittaa todennakaisyytta P(x < x).

Geometrinen tulkinta on pinta-ala, jota on

"kertynyt” kohtaan x asti.

“«— g —>

X p

Kertymafunktion ® arvot saadaan MAOLista tai laskimesta.
Tl-nspire: Laskentatila = menu—> 5:Todenndkdisyyslaskenta—> 5:Ja-
kaumat...>1:Normaali Pdf (ei tarvita) TAl 2:Normaali Cdf (tarvitaan!).

Find the proportion of men who weigh more than 195 pounds if the true mean is 189

J pounds with a standard deviation of 15 pounds.
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Miesten paino (massa) on normaalijakautunut parametrein 189 paunaa (odotusarvo) ja 15
paunaa (keskihajonta). Etsi yli 199 paunaa painavien miesten osuus. 11b = 453,59g.
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Esimerkki 1: Olkoon x~N(0,1). Laske a) P(x < 0), b) P(x < 1) ja
o P(x=>1).

a) Tiheysfunktion ¢ kuvaaja on sym- yA
metrinen y-akselin suhteen, joten y=0(x)
“todennikoisyysmassasta” on puo- '
let y-akselin vasemmalla puolella.
Siis

P(x s0):q>(0)=%.

Xy

b) Taulukosta niemme tai laskimella yA
saammie, ettd " P(x ='1) ' =t@(1)r=
0,8413. (Tallaisessa yhteydessi on
mukava kiyttdd yhtisuuruusmerk-
kid, vaikka kyseessi on likiarvo.)

Xy

¢) Nidemme taulukosta suoraan vain
muotoa P(x < a) = ®(a) olevat to-

dennikoisyydet, kun a > 0. Siksi
kiytimme komplementtisdintod A

Plxzl)=1—-Blx=1)
=1-P(x<1)=1-®(1)
=1-0,8413 =0,1587.

Laskimella saamme tuloksen suoraan.

Yleisesti normitetun normaalijakau- 51 .
man todennakoisyydet saada;n vh- /}\
taloista (katso myos kuva oikealla)
P(x < a) = ©(a) : .
P(x=a)=1-®(a) Ll 4
Pla<x<b)= o) —o(a) a b % e
P(& < _a) — dD(—a) =1- (I)(a) Pla<x<b) = ®(b) - D(a) P(x<-a) = ®(-a) = 1 - O(a)

P(x<a)=®(a) P(x=2a)=1-®(a)
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Esimerkki 2: Olkoon x~N(0,1). Laske a) P(g < 1,2),
b) P(0,64 < x < 2,37) jac) P(—0,64 < x < 2,37).
Laskimella saadaan kaikki tulokset suoraan. Taulukkoa

kdyttden menetellddn seuraavasti (MAOL).
a) Symmetrisyyden perusteella

yﬂ
P(x<-1,2)=P(x>1,2) y=0(
=1-P(x<1,2)
=1-D(1.2) ,
=1-0,8849 = 0,1151. 12 12 X
b) P(0,64 < x < 2,37) yA
= ®(2,37) - ®(0,64) y=0(x)
= 0,9911 — 0,7389 = 0,2522. /
064 237 X

¢) P(-0,64 < x < 2,37)
= P(-0,64<x<2,37)
=®d(2,37) — d(-0,64)
=®(2,37) — (1 —D(0,64))
D(2,37) + D(0,64) — 1
0,9911 + 0,7389 — 1 = 0,7300.

|

a X a X
P(x<a) = ®D(a) P(x>a)=1-®(a)
y y
e -a X
P(a<x<b)=®(b) - D(a) P(x<-a) = ®(-a) =1-D(a)



