TODENNAKOISYYSJAKAUMA |

Palautetaan mieleen kurssin alussa esiin noussut asia: Tutkittavalle
ilmiélle pyritddn ldéytdmddn mahdollisimman tarkka matemaattinen
malli, jonka avulla saatuja tuloksia sovelletaan kéyténtéén ja tehddidn
ennusteita.

Todennakoisyyslaskennassa tallaisina malleina kaytetaan jakaumia.

Satunnaismuuttuja ja sen jakauma

Esimerkki Tarkastellaan satunnaiskoetta “"pakasta vedetddn kortti”.
Talloin funktio
f: f(kortti) = "kortin numeroarvo”

on satunnaismuuttuja. Esimerkiksi f (herttajatka) = 11. Myos funktio
~ _ (0, jos kortti on punainen
g: g(kortti) = {1, jos kortti on musta
on satunnaismuuttuja. Esimerkiksi g (ristiseiska) = 1.

Yleisesti satunnaiskokeen (-ilmion) tulokset voivat olla lukuja tai mit-
taustuloksia tai symboleita (kuten kruuna/klaava). Jotta saataisiin ma-
temaattinen malli eli jakauma, on satunnaiskokeen jokaiseen alkeis-
tapaukseen liitettava reaaliluku, kuten edelld kaydyssa esimerkissa.

Alkeistapausten "matematisointi” on tehtava lisdksi niin, etta eri alkeis-
tapauksia vastaa eri reaaliluku. Ndin on luotu perusjoukosta E reaali-
luvuille R funktio, jota sanotaan harhaanjohtavasti (historialliset syyt)
satunnaismuuttujaksi.

Maaritelma, satunnaismuuttuja:
Satunnaismuuttuja on otosavaruudessa E madritelty reaaliarvoinen
funktio

x:E->R (tai X:E - R).

Huomautus: x on funktio ja jos alkio e € E, niin satunnaismuuttujan
x arvo muuttujan arvolla e on reaaliluku, jota merkitdan x(e) = x ja
sanotaan alkion e reaalisaatioksi. Siis

x:E->R; x(e)=x€R
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Maaritelma, diskreetti satunnaismuuttuja:
Satunnaismuuttuja, joka saa vain darellisen maaran arvoja tai jonka

arvojoukko on numeroituva (N(cflﬁ) =N (E(E)) = N) on diskreetti
satunnaismuuttuja, lyhyesti diskreetti.

Jos diskreetin satunnaismuuttujan x arvojoukko A, = {xq, X3, ..., Xp},
niin luvut
Pr =P (x = xk) = todenndkoisyys sille, ettd x saa arvon X,
X X
pitédisi olla
x(ep)=xk

madradvat tdaman satunnaismuuttujan jakauman.

Huomautus: Maaritelmassa oleva todennakodisyys on alkeistapauk-
sen ¢, pistetodenndkdisyys py. Nyt voidaan muodostaa ns. pistetoden-
nékéisyysfunktio f: IR — [0,1]; f(x;) = py, koska eri alkeistapauksia
vastasi eri reaaliluku ja ndin ollen funktio f on hyvin maaritelty.
Huomaa, etta jokainen f(x;) = px € [0,1], tarkemmin

fx) =0 vxeR ja f(x)=0, kun x € {x1, x5, ..., X}
Lisaksi

Zpk=p1+p2+ e +pp =1,

x(ex) = xi
L

X

(I) R = Pk
—>
f(2(e) = (f o 2) () = 1
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Madritelma, diskreetin satunnaismuuttujan x jakauma:

Diskreetin satunnaismuuttujan x jakaumalla eli todenndkdisyysjakau-
malla tarkoitetaan pistetodenndkdisyysfunktion f arvojoukkoa Ay tai
lukuparien (xi, px) joukkoa, missa f(x) = py.

Esimerkki A

p
Pk

Yksittaiset todennadkdisyydet ovat toki tarkeitd, mutta monesti
halutaan tietdd todenndkdisyys, kun satunnaismuuttujan x arvot ovat
tietyll3 valilla eli esim. P(1 < x < 5) tai P(x < 3). Naitd todennakai-
syyksia varten tarvitaan kertymafunktio

Maaritelma, kertymdfunktio:
Diskreetin satunnaismuuttujan kertymdfunktio on F: R — [0,1], jonka
arvot madritetaan yhtalolla

F(x) = P(x < x).
Merkintd x < x tarkoittaa: Satunnaismuuttujan x arvo ei ylita arvoa x.

Kertymafunktion F arvo pisteessd x saadaan nimensd mukaisesti
laskemalla yhteen kaikki ne pistetodenndkoisyydet py, joita vastaavat
satunnaismuuttujan arvot x; eivat ylita lukua x. Kuinka paljon kertyy
todennakdisyytta tiettyyn rajaan x asti.
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Symbolisesti sama asia ilmaistuna. Diskreetin satunnaismuuttujan x
kertymafunktion F maaraa yksikasitteisesti x:n pistetodennakdisyys-

funktio f, silla
Foo= ) fed= )

k:xp<x k:xp<x
Huomautus:
0<Fx)<1 Vx €ER

X1 <X, = F(xq) < F(xy)
Eli kertymafunktion arvot ovat positiivisia ja funktio on aina kasvava.
Lisaksi tapahtuman, jolle a < x < b, todenndkdisyys saadaan kerty-
mafunktion arvojen erotuksena, el P(a <x< b) =F(b) — F(a).

Esimerkki: Heitetaan kahta noppaa. Olkoon satunnaismuuttujana
x = silmdlukujen summa.
Talldin satunnaismuuttujan x arvojoukko on

c/lz ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
ja patee f(x) > 0, kun x € A,. Pistetodennékdisyydet ovat

f@=prP{11}) =+
f@ =rP{12}{21) =%
f(® =P{1,3},{31},{22) ==
f(5) = P{1,4},{41},{23},3.2) = =
f(6) = P{1,5},{5,1},{2,4},{4.2},(33}) ==
f(7) = P{1,6},{6,1},{2,5},{5,2},{34}, {43} = =
f(8) = P({2,6},{6,2},{3,5},{5,3},{4.4}) = =
£(9) = P({3,6},{6,3}, (4,5}, {5,4}) = =
f(10) = P({4,6},{6,4},{5,5)) = =
f(11) = P({5,6},{6,5}) = =

f(12) = P({6,6)) = 5
f(x) =0, muualla

Ja naista voidaan piirtaa jakauma

5.4.2018



5.4.2018

—~
=
—
>

f

Sl= &l &lw &= &lo &lo &l

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 X

Kertymafunktiolle F saadaan pistetodennakoisyysfunktiota f hyddyn-
taen:

r 0, x <2

1

3e 2<x<3

3

26 3<x<4

6

2% 4<x<5
10

3o 5<x<6
2 6<x<7

F(x) =145 7 < 8

= <x<
26

3o 8<x<9
30

3o 9<x<10
33

e 10<x<11
35

e 11<x<12
\ 1, 12 <«x

Ja kertymafunktion kuvaaja
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Nyt esimerkiksi

26 3 23
< = _ _o 2 _=2
PB3<x<8)=F@®)-FB3) =7 —7-=5
ja
x < (5) = lim F(x) T "
=0 aina
Edelleen

10 26
P(£>5)=1—P(§SS)=1—%=%, muttz

Pr25)=1-P(x<5)=(1-Plx<4))=1-rc="



