TOD.NAKJA TILASTOT, MAA10

Kombinaatio, k-kombinaatio

Esimerkki 1:

Sinulla on 5 erilaista palloa. Kuinka monta erilaista kahden pallon paria
voit muodostaa, kun valintajarjestykseen

a) kiinnitetdan huomiota, b) ei kiinnitetd huomiota?

10

21(5—2)!  21-31

a) Yhteensad:5-4 =20 (eli permutaatiot)
b) Yhteensa: 4+ 34+ 241 =10 (vaatii hieman perusteluja)

Maaritelmd, kombinaatio eli k-kombinaatio:
Aérellisen joukon kombinaatio eli k-kombinaatio on timén joukon k-
alkioinen osajoukko. Eli joukko, jossa on k kappaletta alkioita.

Huomautus:

Kombinaatiossa kyse on joukosta, talloin alkioiden jérjestykselléi ei ole
vdlid. Vertaa permutaatioihin (jonoihin), joissa jarjestyksella oli valia!
Esimerkki:

Olkoon darellinen joukko A = {a, ¢, f, t, h,n,u, w, d}, jolloin mm. seuraavat joukot
ovat joukon A 3-kombinaatioita. Huomaa merkintderot permutaatioihin (jonoihin).
As ={a,c f}, A; ={t, h,n}, Az ={u,v,d}

As={a,c f}={cf,a} ={f,ac} A; ={c,t,w}

Sama joukko _w

Palautetaan mieleen muutama taman joukon 3-permutaatio eli jono.
(43) = (a,c, /), (43) = (t,h,n), (43) = (w,w,d)

A =(a.f.0)y A =(caf) (4= (awh
Eri jonot
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Maaritelma, binomikerroin:
Luonnollisista luvuistan, k € N, missd 0 < k < n muodostettavaa
laskutoimitusta
n!
k'(n—-k)!’

kutsutaan binomikertoimeksi. Laskimessa nCr — nappain.

merkitaan (Z)

Lause, k-kombinaatioiden lukumddrd:
Jos darellisen joukon A alkioiden lukumaara on n, niin taman joukon A

n! 0<k<
k!(n-k)!’ = k=

Tod: Koska jérjestykselld ei ole viilid, niin jaetaan k-permutaatioiden

k-kombinaatioiden lukuma&ara on

lukumdérd = nk)' vielé luvulla k!, siis
n! .
Luetaan "n yli k:n”.
-k n Y
' | - = Yhteys Pascalin
k! k! (n—k)! k kolmioon = MAOL
Esimerkki 3:
a)
8 _ 8! _ 8! _1-2-3-4-5-6-7-8_336_56
3/ 31(8-3)! 3!5/ 1-2-3-1-2-3-4-5 6
Laskimeen nappaillddn: 8 nCr 3 =
b)
49\ 49! 49! 1----32-33----49
17)  17'(49 —17)! ~ 17!321  1----17-1-----32
33:...:49
= . 12
Ty~ 649910

Laskimeen nappailldan: 49 nCr 17 =
c)

(n)_ n! _n'_ n! —1
n/ nl(n—-n) nl0 nl-1
Mitd tdma tarkoittaa?

Kuinka monta n-alkion osajoukkoa voidaan muodostaa joukosta, jossa onn
kpl alkioita. No, tietysti yksi, koko joukko itse.



Esimerkki:

Kuinka monta erilaista lottoriviad on olemassa?

Lottorivi saadaan valitsemalla 39:sta luvusta (luvut 1 — 39) 7 kiinnittdmatta jarjes-
tykseen huomiota. Vaikka puhutaan lottorivistd, niin tarkasteltava asia on joukko
lukuja eikd jono lukuja. Kaikkien lottorivien lukumaard on siis 7-alkioisten
osajoukkojen, eli 7-kombinaatioiden, lukumd&ara 39-alkioisesta perusjoukosta:

39 39! 15380937

7)) 7M(39-7)" :
Jos jarjestykseen halutaan kiinnittdd huomiota, niin joukon, jossa on 7 alkiota, permutaatio on 7! =
5040, eli kaiken kaikkiaan eri tavoin saatuja eri lottoriveja on (379)-7! =(3:—1)'= 7,751 ...- 10%°

kappaletta. Tamahan on 39 alkioisen joukon 7-permutaatio.

Esimerkki:

Korttipakassa on yhteensa 52 korttia, 4 eri maata, jokaista maata 13 eri korttia:
assa, luvut 2-10, sotilas, kuningatar ja kuningas. Jokereita ei siis ole!

Kuinka monella eri tavalla saadaan korttipakasta a) neloset, b) kolme pataa ja kaksi
herttaa, c) kaksi paria, d) tayskasi ja e) kolmoset?

Korttitehtdvissd tarkastellaan usein vain tiettyd joukkoa, eli miten ollaan saatu kyseiset kortit
(pelikielessd se tietty “kdisi”, esim. kolmoset), jotka pakasta saadaan. Témdn joukon erilaisia
saantivaihtoehtoja (miten “kdsi” saatiin, esim. tuliko ensin kaksi muuta korttia ja kolme
viimeistd oli samaa numeroa vai tuliko ensin yksi “kolmosten” numero sitten kaksi muuta ja
lopuksi kaksi muuta “kolmosten” numeroa) ei useimmiten tarkastella.

a) Neloset tarkoittavat nelja samaa korttia (kaikki siis eri maata, esim. 4xjatka) ja
«  viides kortti voi olla mika vaan. Neloset on mahdollista saada 13 eri tavalla:

4 X 4ssa, 4x1, 4% 2, ,4 X kuningas.
.- Viides kortti voidaan valita 48 eri tavalla. Neloset ("kdtena”) saadaan ndin ollen
e 13-48 = 624
- eritavalla.
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Toisaalta, jos halutaan miettid kuinka monella eri tavalla kyseinen

kasi (neloset) eli viisi korttia voisi tulla, niin se saadaan suoraan permutaatiosta
5! =120.

Taten tuloperiaatteen mukaan pelaajalle eri tavoin jaettavia erilaisia nelos-kasia

on mahdollista jakaa

>34 7 »ra¥
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>
sree

erilaisia ta?z{)iin
—t—
13-48- 120 = 74880
kappaletta (neloskasia 624 kpl ja erds nelonen 120 eri tavalla).
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~b) Kolme pataa voidaan valita (133) eri tavalla ja kaksi herttaa (123) eri tavalla kun
*. jarjestykseen ei kiinnitetd huomiota. N&in ollen tuloperiaatteen nojalla:
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Mikali jarjestykseen kiinnitettdisiin huomiota, niin viisi korttia voitaisiin valita
5! = 120 eri tavalla. Tuloperiaatetta hyodyntaen:

13 13 120 = 2 676 960
3 2 B '
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. ¢) Parien numerot voidaan valita (123) eri tavalla (eli esim. 4 ja dssd tai 3 ja 5 tai 7 ja 10).
Toisaalta maat voidaan valita molemmissa pareissa (‘2}) eri tavalla (eli esim. 44 ja 49 tai
44 ja 49 jne.). Viides kortti voidaan valita 52 — 4 — 4 = 44 eri tavalla (suljetaan pois
tayskdden mahdollisuus, siis ylla ensimmainen 4 vahentdad ”kddessad” olevat kortit ja
g toinen 4 sulkee pois tdayskdden). Ndin ollen tuloperiaatteen nojalla:

13 4 4

‘ <2>-(2)-(2)-44=123552
« - Onko nelosten vaihtoehto huomioitu. Kyl on, nimittéin termi (%) sulkee pois sen vaih-
«+  toehdon, etta kaikki nelja korttia olisikin samaa numeroa.
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Paljonko tulisi eri tavoin erilaisia kaksi pari — “kdsid”?
VASTAUS: 123 552120 = 14 826 240.
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Vastaavasti kuin kahden parin tapauksessa, niin myo6s tdyskddessd numerot
voidaan valita (123) eri tavalla (eli esim. 2 kertaa 4 ja kolme kertaa &dssd tai 2 X 3
ja 3 X 5 jne). Toisaalta yhtd hyvin voidaan saada 2 kertaa assé ja kolme kertaa 4
tai 2 X 5 ja 3 X 3 jne., eli toisinpain kuin edella. Siispa kerrotaan vield kahdella.
Kaksi samaa numeroa neljdstd voidaan valita (;) eri tavalla ja kolme samaa
numeroa neljastad (g) eri tavalla. Lisdksi nyt ei jaeta ns. "viidettd korttia”
ollenkaan, joten saadaan:

() 2 () ()=m

4 4 A : ‘
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Tayskasi voidaan my0s perustella seuraavasti:
Koska korttiarvoja (eli numeroita) on 13 kappaletta, niin erilaisia kolmosia on
13- (g) kappaletta. Pari voidaan taten valita 12 eri korttiarvosta (eli numerosta)

eritavalla 12 - (;) Siis

13 N 12 + 3744

(3) (2) a '
Yhtalailla voitaisiin aluksi valita pari 13 eri korttiarvosta ja kolmoset sitten 12 eri
korttiarvosta, ei muuta lopputulosta. Miksi jalkimmainen valitaan vain 12 eri
korttiarvosta? Siksi, ettad paria ei kolmosten korttiarvosta voida endaa muodostaa
(tai ettei tulisi vitosia, jos jokerit kdytossa).

Lopuksi, jos halutaan edelleen tutkia erilaisten tdyskdsien maaran lisaksi eri
tavoin pelaajalle tulevaa tayskatta, niin kerrotaan tulos 3744 vitosen kertomalla,
5! =120, jolloin

3744 - 120 = 449 280.
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