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A-OSA
1. MONIVALINTA - Vain yksi vaihtoehto on oikein!

1.1 Moodilla tarkoitetaan...

suuruusjarjestykseen asetetun havaintoaineiston keskimmaista arvoa tai jos havaintoarvoja on parillinen
maara, niin kahden keskimmaisen arvon keskiarvoa.
havaintoaineiston sitd arvoa, jonka frekvenssi on suurin.
havaintoaineiston suurinta arvoa.

havaintoaineiston keskiarvon ja pienimman arvon eroa.

havaintoaineiston sita arvoa, jolle suhteellinen summafrekvenssi ylittd4 50 %.

1.2 Mikaé seuraavista vaihtoehdoista tarkoittaa n-alkioisen perusjoukon k -variaatiota? (Huom! k < n.)
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1.3 Kuvassa nékyvé alue voidaan joukko-opillisesti kirjoittaa muotoon
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1.4 Kuvassa on satunnaismuuttujan X kertymafunktion kuvaaja. Mé&érita pistetodennakoisyys

P(X=3).
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1.5 Mé&aritd P(0 < X < 1), kun X~N(0,1) ja tiedetéan, etta

P(X < —1) = 0,1587.
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P(0<X<1)=0,6826 P(0<X<1)=0,3174
iv .
P(0<X<1)=0,3413 P(0<X<1)=0,1826

C P(0 < X < 1) ei voida madrittaa annetuilla tiedoilla



1.6 Normaalia kuusitahkoista noppaa heitetadn kolme kertaa. Maarita

P("Saadaan sama silmaluku kaikilla heitoilla. ")
- « C C
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1.7 Laatikossa on sinistd, valkoista ja keltaista samanlaista ja samankokoista palloa. Laatikosta nostetaan

sokkona yksitellen 4 palloa siten, ett4 nostettu pallo aina palautetaan laatikkoon. Mik& on todenné&kdisyys

saada 4 kertaa sininen pallo?

's 's
v w8 16 R O L
P(---)—4‘ 18_9 P("'):(f_B):M
& - *
) L 8 4_ 44
Pe.=(x) =(5) per.m=B.7.6 5 1680

18 17 16 15 73440

1.8 Laatikossa on sinistd, valkoista ja keltaista samanlaista ja samankokoista palloa. Laatikosta nostetaan
sokkona yksitellen 4 palloa siten, ettd nostettua palloa ei palauteta takaisin laatikkoon. Mika on todennédkdi-

syys saada 4 kertaa sininen pallo?
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1.9 Laatikossa on sinistd, valkoista ja keltaista samanlaista ja samankokoista palloa. Laatikosta nostetaan
sokkona kerralla 4 palloa. Mik& on todennékoisyys, ettd kaikki pallot ovat sinisia?
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1.10 Kolikkoa heitetéén viisi kertaa. (Oletetaan, ettd kolikko j&& aina joko kruuna- tai klaava-puoli yléspain,
eli kolikko ei j&a kyljelleen.) Maarita tapahtumalle A = "Klaavoja on enintdan yksi tai vahintaan nelja."

komplementtitapahtuma.

C A = "Saadaan enemmain kuin yksi klaava. "
r e " - - . e n
A = "Saadaan vahemman kuin nelja klaavaa.
To= . . e . "
A = "Saadaan nolla, kaksi, kolme tai viisi klaavaa.
(: 1 n . . n
A = "Saadaan kaksi tai kolme klaavaa.
-

A

"Saadaan yksi, kaksi, kolme tai nelja klaavaa."

1.11 Kuvassa on annettu erdan diskreetin satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyysfunktio. Mika seuraa-

vista vaihtoehdoista on vaarin?

Satunnaismuuttuja on bi- O Satunnaismuuttuja ei ole P(X >2)=0,66

nomijakautunut. normaalijakautunut.

O v

P(X <3) = 0,66 P(X <3) = 0,66



1.12 Pieni kesélomatehtéva viimeiseksi :)

Tiedetaan, ettd X~Gamma(v, 1). Talléin X:n tiheysfunktio f on muotoa.
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B-OSA
2. a) Selita lyhyesti kasite satunnaismuuttuja ja ilmaise matemaattisesti kuinka havaintoarvo x; normi-
tetaan, kun keskiarvo x ja keskihajonta s ovat tunnettuja. (4p)
b) Avaa aineistot-osiosta tehtava2.ods-taulukkolaskentadokumentti ja vastaa sieltd saatavien tietojen
perusteella seuraaviin kysymyksiin. Vastaukset voi tehda myos esim. Geogebralla. (8p)
i) Maarita vuoden 2017 aineistosta vuoteiden lukumaarien keskiarvo ja mediaani.
ii) Jaa vuoden 2018 aineistosta huoneiden keskihinnat neljaan tasavéaliseen luokkaan, maarita luok-
kakeskukset ja muodosta histogrammi niin, etté pylvaan korkeus kuvaa ko. luokkaan kuuluvien huo-
neiden lukumaaraa seka pylvaan keskikohtana on edella maarittamasi luokkakeskukset. Tulisi nayt-

taa talta:

luokka luokkarajat luokkakeskus lukum3irat yht.
1 62,65-78,1555 70,4275 1746
2
3
4

Huom! Muistapa lajitella aineisto.
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Ohjelmisto-ohjeita: Hyddynna Libre Calc:ssa pikavalintoja . Huomaa, etta valitse vain ha-

luamasi asia taulukosta jota haluat lajitella. Pylvaat sait

Arvosarja

yhteen, kun painat pylvaan kohdalla hiiren kakkos-
Asetukset Alue Lapindlkyvyys Reunat

painiketta ja valitset ""Muotoile arvosarjoja = Asetukset | Tietoldhteiden tasaus
(®) Ensisijainen Y-akseli

valilehti > Objektivali 0%"". O Toissijainen Y-akseli
Asetukset

Objektivalit 0%

4k 4 F

Paillekkdin |0 %
[ Nayta palkit vierekkain

Piirtoasetukset
Puuttuvien arvojen esittiminen @) Jatd aukko

() Oleta nollaksi

[ Piirrd arvot ryds piilotetuista soluista

Hybddynna Geogebralla Taulukkolaskentaa ja Yhden muuttujan analyysia.



a) Satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttuja on otosavaruudessa maaritelty reaaliarvoinen funktio x: E — R.

Havaintoarvon x; normitus: vahennetdan havaintoarvosta keskiarvo ja jaetaan erotus keskihajonnalla. Siis,

b) 1) Kéytetd&n Calc:n omia komentoja. Vuoteiden keskiarvoksi saadaan 6270 ja mediaaniksi 3871.

Hotellien keskimaardinen vuosikapasiteetti maakunnittain, ldhde tilastokeskus (www)

2017
MAAKUNTA Huoneet, lkm Huoneen keskihinta Vuoteet, lkm
Uusimaa 15603 111,87 30201
Varsinais-Suomi 23870 93,73 5674
Satakunta 1117 89,89 2208
Kanta-Hime 1307 82,08 2669
Pirkanmaa 3916 100,37 7964
Pdijat-Hime 1725 93,12 3547
Kymenlaakso 787 92,22 1534
Eteld-Karjala 1549 93,08 4195
Eteld-Savo 1631 83,62 3458
Pohjois-Savo 2334 93,57 5471
Pohjois-Karjala 1179 91,28 2787
Keski-Suomi 2703 92,19 7288
Eteld-Pohjanmaa 1502 81,78 3199
Pohjanmaa 1227 94,48 2358
Keski-Pohjanmaa 507 89,41 959
Pohjois-Pohjanmaa 3508 93,44 8042
Kainuu 1736 66,51 5556
Lappi 6234 112,33 13685
keskiarvo= 6269,7222
Mediaani= 3871
ii) Saadaan
luokka luokkarajat luokkakeskus lukumaarat yht.

1 62,70-78,155 70,4275 1746

2 78,155-93,61 85,8825 6833

3 93,61-109,065 101,3375 21475

4 109,065-124,52 116,7925 22275

vaihteluvali= 61,82

Luokkavali = 15,455



Hotellihuoneiden lukuma&ara hinnan mukaan
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Lukumaara

10000

5000

70,4275 85,8825 101,3375 116,7925
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ii) TAl GEOEGBRALLA

W Taulukkolaskenta
1) Kopioidaan ensin tiedot Geogebran taulukko-osaan. Je| v« ||:i| E B ||‘:' v | & 'B
< s TS J 1 frekvenssi hinta
—> Lisitdén otsikoiksi “frekvenssi” ja "hinta e 1746 627
o . o . EX 1664 82.5
2) Valitaan ”Hinta”-sarakkeen tiedot ja painetaan ”"Yhden || 1754 84 38
. e s | 1567 85.92
muuttujan analyysi” —painiketta o | 1380 86.12
|7 | 488 93.35
s | 2290 93.63
o | 1182 93.77
10| 1143 94.06
a1 | 880 94.79
12 | 3582 95.42
13 2868 97.08
V1| Ussan muutijan anaysi |14 | 1282 97.37
15 | 1524 98.86
B\ Tosemakisysiasiun 16 | 2773 98.89
— 47 2aE4 14NA 14
13 2858 <
14| 1282
|15 | 1524
16 2773
|17 3951
18 15621

19 6654




3) Aineiston lahde — ikkunasta valitaan Asetukset (ratas-symboli) — kohdasta Data ja frekvenssi. Tulee toi-

nen sarake.
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93 E[i]] Yhden muuttujan analyysi
) 93
! 93 o
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B2.B19 Teksti

3 9542 aakadata
! 95 97.08 Data la rekiensal
| 97 97 37 ata ja frekvenssi

98.86 okat ja frekvenssi

' 97
: 98.89 Kayta otsaketta otsikkona
} 98 10419
. 112.49
’ 98 124,52 v

10:
1 111 Peruuta Analysoi
} 124.52 l

4) Valitaan frekvenssi — sarakkeen tiedot ja painetaan Lis&a valinta (k&si-symboli) — kohdasta. Lopuksi pai-

netaan Analysoi-painiketta.

W Taulukkolaskenta

"f1r| - K | E E E | = | : Gﬁineiston ldhde =
A | il
1 fr si hi EEE[[I] _ .
Yhden muuttujan analyysi
2 1746 6l
3 1664 8! OF
4 1754 84 &
5 1567 85 ‘7
£ 1360 86 97.08 2868
7 488 93 97.37 1282
98.86 1524
2230 93 98.89 2773
1182 93 104.19 3951
1 1143 a4 112.49 15621
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15 1524 98.86
16 2773 98.89

17 3951 104.19




5) Aukeavasta Data analyysi — ikkunasta valitaan Histogrammi (ellei se jo ole valittuna) seké tehtavanannon
mukaisesti liukukytkimeltd 4 luokkaa. Histogrammi on automaattisesti tasavalinen. Halutessasi laita esiin

Tilastot — tiedot painamalla symbolia ; x.

€7 Data-analyysi X
H oy | & ool = :
v 3
- o,
Tilastot ~ Histogram B EI @
n 52329 -
Keskiarvo | 102.7269 P
) 14.0945 Pylvaskaavio
5 14.0947 Laatikkokuvio
x 5375595.87 :
e 562613856.2063
Min 627
Q1 94.06
Mediaani | 104.19
a3 112.49 15000
Max 124 52
10000
50004
60 70 g0 90 100 110 120 130

6) Histogrammi on muuten valmis, mutta tehtdvénannossa pyydetyt vélit eli luokkarajat
»
ja lukumaérét eli frekvenssit saat ndkyviin painamalla symbolia >

Aukeavasta valikosta valitaan Histogrammi — vélilehti ja painetaan N&ytd — kohdasta Frekvenssitaulukko

77 Data-analyysi X
B Eee = L
] === ? 1k

I~ ol B
u
| Tilastot - Histogrammi I El @ [
in 52329
I|| Keskiarvo | 1027269 Histogrammi Buvaaja [
I 14.0046 -

s 14.0047 . | i

x 5375595.87 20000 R L [ Aseta luokat kasin

3y 5626138562063 ; .

Min 627 l l Luokkasaantd:

Qi 94.06 | i @ =x=

Mediaani | 104.19 15000 IR A

Q3 11249 ! ! O=x=
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Mormaalikayra

60 80 100 120
Wali Frekvenssi
62.7-78.16 1746 [
78.16-93.61 6333
93.61-109.07 21475
109 N7 - 124 52 29975 d




7) Lopuksi vie tiedot piirtoalueelle, sulje muut ikkunat kuin piirtoalue ja ota nayttokuva.

Luokkakeskukset tulee itse laskea.

Muista lisata desimaaleja, eli asetuset = pyoristystarkkuus esim. 4 desimaaleja.

) Piirtoalue x W Taulukkolaskenta
‘ e s EIERE =R
22000 A | B8
1] frekvenssi hinta
i Vali | Frekvenssi |2 1746 62.7
18000 62.7 — 78.155 1746 3 1664 82.5
78.155 — 93.61 6833 g | 1754 84.38
16000 93.61 — 109.065 21475 -
100.065 — 124.52 | 22275 | 1567 85.92
14000 | 8| 1360 86.12
7 488 93.35
12000 —
2| 2290 93.63
10000 KR 1182 93.77
10 1143 94.06
BOOO -
|1 880 94.79
6000 |12 | 3582 95.42
| . |13 2868 97.08
| 14 | 1282 97.37
2000 | | 15 | 1524 98.86
0 | .| 16 2773 98.89
40 50 60 70 80 a0 100 10 120 130 47 2081 104 10

3. a) Oletetaan, ettd X~N(32,5) . Maarita sellainen luku a > 0, etta

P(IX —32| < a) = 0,40.(5p)

b) Mika on todennakdisyys saada alla olevan kuvion onnenpydéralla pisteluku 2 tai 6?(2p)

6 1
51° | 69°

c) Tapahtumille A ja Bon P(A) = % P(B) = %ja P(AUB) = 1—70. Laske

i) P(A|B), ii)P(B|A) (5p)



a) Koska X~N(32,5), niin normitus antaa

Nain ollen

P(|X -32| <a) =040 = P(—a<X-32<a)=0,40

= P(—a+32<X<a+32) =040
—a+32-32 a+32-32
= (—szs—)zvo
5 5
= P(_—a<Z<E)—04O
5 ~ " ~s5/ 7

Koska a > 0 niin

a
= T = 0,5244 ... = a=2622..=26

TAI koneella

a=2.622

solve

a
2e normCd[{-W,g,O,l)1=O.4,a

_I'- Mormaalijakauma ~

poo a1

HIEE

P(X = 05244 y= p7

b) Olkoon tapahtuma A:”Saadaan pisteluku 2 tai 6”. Téll6in tapahtuman A todenn@kdisyys on

66°+51°  117°
360°  360°

P(A) = = 0,325.



c) Nyt siis

PA) =2, PB)== ia P(AUB)=—
~ 5 -3 ~ 10

joten yhteenlaskusaannosta
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)
saadaan

P(AnB)=P(A)+P(B)—P(AUB)=é+%—%=0.

Eli joukot A ja B ovat erilliset. Toisin sanoen niilla ei ole yhteisia alkioita.

Nyt voidaan ehdollisen todenné&kdisyyden laskukaavaa P(A|B) = £

gz;f) kayttdd ja saadaan i)-kohtaan

P(A|B) = 0.

12 =

Mika tietysti on totta, eli A ei riipu B:sta millaan tavoin.

Vastaavasti koska P(Z) =1—-P(A) = 4/5, jatapahtumat A ja B ovat erilliset, eli A N B = @ niin
AnB=B = P(AnB)=P(B).

Nyt ehdollisen todenndkdisyyden laskukaavaa kdyttaen saadaan ii)-kohtaan

P(BNA) P(B) 1/2

PO =% @) 45

5/8.

a) Kuinka monta korttia pakasta (52 korttia) pitdd nostaa, jotta todennakdisyys saada ainakin yksi

assa on suurempi kuin 0,9? Nostettuja kortteja ei palauteta takaisin pakkaan. Hyddynna laskinoh-

jelmistoja, mutta idea ja jokin matemaattinen kaava, yhtalo, epayhtéloé tms. tulee olla vastauksessa

mukana.

b) Valitaan satunnaisesti kaksi henkil6a. Milla todennakdisyydella syntymaaikojen [0, 24 valilla on

ainakin 10 tuntia? Perustele huolella.

¢) Milla todennakdisyydellda kolmilapsisen perheen lapsista kaksi on poikia, kun tiedetaan, etta per-

heen lapsista ainakin yksi on poika? Syntyvista lapsista 51,2 % on poikia.



a) Koska sana ainakin niin hyddynnetdan komplementtisdantoa.

Aluksi P("Saadaan assa.") = 4/52 josta P("Ei saada dssda.") = 48/52, joten, kun nostettuja kortteja ei

palauteta pakkaan (jonoajatus), niin

P("Ainakin yksi dssa x: 114 nostolla.") = 1 — P("Ei yht4an dssaa x: 114 nostolla. ")

48 — (i—1)
=1- 1_[52—(1—1) > 0.9

149 —
= | | 53] <01
nPr(48,x)
48 47  49-—x 48-47- - (49 —x)
= 52’51 s3—x 5251 (83— -0t
nPr(53,x)
Laskimella kokeilua

nP1(48,{ 10,20,30}) {0.413,0.133,0.027}
nPr(52,{ 10,20,30})
nP1(48,{21,22,23,24,25 }) {0.116,0.101,0.088,0.076,0.065}]
nPr(52,{21,22,23,24,25 })

joten voidaan todeta, etté tarvitaan vahintdan x = 23 nostoa.
b) Olkoon x = ”Henkilén A syntymaaika [0,24[.” ja y = Henkilén B syntymaaika [0,24[.”. Télloin tar-
kasteltavan tapahtuman alkeistapaus on jarjestetty pari, merkitddn (x,y), missa 0 < x < 24 ja samoin
0 < y < 24, arvot tunteja. Perusjoukoksi E saadaan (huomaa puoliavoimet vélit.)
E={(x,y) ER?*|0<x<24,0<y<24}.

Tapahtumalle A ="syntyméaaikojen [0,24[ valilla on ainakin 10 tuntia.” suotuisat alkeistapaukset toteuttavat
ehdon, kun siis henkilon A syntyméaika on x (vaaka-akseli) ja henkilon B syntymadaika y (pystyakseli)

ly —x| =10 (taiyhtd hyvin [x — y| = 10)

Toisin sanoen (aukaistaan itseisarvot)



{y—xS—lO N {ny—lO
y—x= 10 y=zx+10"

Kaksoisepayhtélostd saadaan siis kaksi suoraay = x + 10 jay = x — 10, joiden rajaamat kaksi kolmiota

nelidsta vastaavat kysyttyad tapahtumaa A. Geometrista todenndkdisyytta kdyttden saadaan

1
Akolmiot 2 (7 ‘14 14) 196
P(A) = = = ~ 0,340 277 ....
(4) Apelis 242 576

22 (0, 24) (14, 24) (24, 24)

22

20

18

16

24,14
) (24, 14)

12

10

(0, 10)

N A O

(0, 0) (24, 0)
20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

c) Merkitddn A ="Poika.”, jolloin P(A) = 0,512. Lisaksi
P("Kolmilapsisen perheen lapsista ainakin yksi lapsista on poika. ")
= 1 — P("Kolmilapsisen perheen lapsista kukaan ei ole poika.")
=1-0,488% = 0,883 785 ...
Néin ollen ehdollista todennakdisyytta kayttaen saadaan
P("Lapsista 2 on poikia. | Ainakin yksi lapsista on poika.")

_ P("Lapsista 2 on poikia ja ainakin yksi poika.”)  P("PPT tai PTP tai TPP")
B P("Ainakin yksi lapsista on poika. ") - 0,883 785 ...

_3-0,512%-0,488  0,383778..
~ 0,883785..  0,883785...

= 0,434 244 ... = 0,43



5. a) Mitka kolme ehtoa on oltava voimassa jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktiolle?

(2p)

b) Maarita sellainen vakio a, etta funktio

0, kunx <0
_ _Jax(x2-5), Kun0<x<2
fif(x) = —ax, kun2 <x <4

0, kun4 < x
on erdan jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Hyddynna aineistot-osion tehtava5.ggb-tie-
dostoa ja etsi ensin likiarvo kertoimelle a kahden desimaalin tarkkuudella (liitd nayttokuva vastauk-
seesi) ja sitten laskinohjelmistoja hyédyntden tarkka arvo viiden desimaalin tarkkuudella. Vastauk-
sesta tulee loytya laskukaava, jolla tarkka arvo on saatu. (Vihje: Mietipa a)-kohdan ehtoja samalla.)
(4p)
c) Maarité satunnaismuuttujan X kertymafunktio. Eli muodosta kertymafunktion lauseke. (4p)
d) Méarita kahden desimaalin tarkkuudella
P2<X<3)
ja keskihajonta
D(X) .

Hyodynna laskinohjelmistoja, idea/laskukaava tulee olla nakyvissa.(2p)
a) Ehdot ovat:

1. Tiheysfunktion f tulee olla ei-negatiivista kaikilla x € R.

2. Tiheysfunktion f kuvaajan ja x-akselin véliin jadvan alueen pinta-alan on oltava tasan 1, joten saa-

daan

ehto
=21

J_o:o f(x)dx

3. Tiheysfunktiolla f on oltava &&rellinen maara epéjatkuvuuskohtia.
b) Likiarvo tehtava5.ggb-tiedostoa kayttden kaytanndssé tarkoittaa ehdon 2 mééarittdmistad. Samalla toki saa-

daan ehdot 1 ja 3 voimaan. Kertoimen a likiarvoksi kahden desimaalin tarkkuudella saadaan —0,08.



a=-0.083
@ v
05
Tehtava 5
0.4
0 x<0
2 .
f(x) = —0.083x(x —5) 0<x<2 03
—(—0.083) x 12<x<4
0 : muutoin 02
01
b=0.996
-12 -10 r -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-0.1
-0.2

Ei-negatiivisuusehdosta saadaan, ettd a < 0. Epdjva-kohtia on korkeintaan kolme (itse asiassa vain yksi kun

a # 0 jaei yhtddn kun a = 0), joten 3.ehto myds OK. Vield pitdisi maérittad integraali, saadaan

co 0 2 co o)
f f(x)dxzf 0dx+fax(x2—5)dx+f —axdx+f 0dx =1
— 00 co 0

4 4

=0 =0
2 4
= J ax(xz—S)dx+f —axdx =1
0 2
=—12a
Voi tehda kasin mutta laskinohjelmistot siis riittdd, a = — % ~ —0,08333 viiden desimaalin tarkkuudella.
2 4 -12-a
(a- X (x2—5))dx+ (—a x) dx
0 2
2 - -1
N 4 pp—
solve (a- X ( 5))dx+ (*a- x)deI,a 12
» 0 » 2
.2 ) 4 a=0.08333333333>»
solve (a- 5 ( 2—5))dx+ (—a- x)deI,a
0 J2




Néin ollen tiheysfunktio f on muotoa

[ 0, kunx <0 ( 0, kunx <0
1 5x
——x(x —5) kun0<x <2 _Ex3+ﬁ kun0<x <2
=1 12 - ,
_ < — <
| 12x, kun2<x <4 12x, kuin2<x <4
k 0, kun 4 < x k 0, kun4 < x
¢) Muodostetaan kertymafunktio F.
( X
f 0dt =0, kunx <0
x 1, 5t —x* + 10x2
F(0)+f (——t +—)dt= , kin0<x <2
F: F(x) = 4 0 12 12 48
| F(2)+fx1tdt 1+xz_4 kun2 < x < 4
, 120972 g o IRESAS
\ F(2)+f 0dt=1+4+0=1, kun 4 < x
4
Eli, (kuvaajaa ei vaadittu!)
( 0, kunx <0
—x* + 10x2
18 , kuin0<x <2
F: F =
) L4 nz<x<4
> n un x <
\ 1, kun 4 < x
1.2
Tehtava 5 kertymafunktio
0.8
0.6
04
0.2
-35 -3 -256 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 104
_ 2 2 _
F(x) = O(X<O)+%810X (0<x<2)+ (%+X244) (2<x<4)+1(4<x)

d) Todennakdisyyttd P(2 < X < 3) varten hyddynnetdan esim. Geogebraa. Huomaa, etta valin paatekohdan

kuuluminen tai kuulumattominen eivét jatkuvan satunnaismuuttujan tapauksessa vaikuta todennékoisyyteen.



04

Tehtava 5
03
0 x <0
) = —0.083x (x*—5) :0<x<2
—(—0.083) x 2<x<4 | 2
0 : muutoin
01
P(2<X<3) = 0.2075
] -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
ja laskien

P2<X<3)=F@3)-FQ2)= 1+32_4 —21+10-27) 5 =0,2083 ~ 0,21
. a 2 24 48 24 7 e
_17 -1
24 2
TAI Tl-ohjelmistolla
0, x<0 Valmis
-1 3 X
—xT+—, 0<x=2
12 12
= "
e 2<x=4
12
0, 4<x
3 2
fx) dx 24
)2
3 0.2083333
jfx] dx
J2
Ero johtuu siitg, ettd Geogebrassa on kertoimen a arvona likiarvo a ~ —0,083.
Lopuksi keskihajonta (ensin odotusarvo)
_]E(X)—foo (x) dx = —fz ( ! 3+5x)d +f4 dx = 22
U= —_Ooxfx x—...—ox % t15)dx 2x12x_15
°° 2 32\° 1 5x 4 32\* «x 2v/69
7 =Dx) :Jf_m("‘“)z'f("”": :JJ (+-15) '(‘E"3+E>d"+L (x-15) =15



6. Arpajaisissa on jaljelld 16 arpaa, joista viidessa on voitto. Maarita satunnaismuuttujan X ="voitto-
arpojen lukuméaara™ jakauma seka laske odotusarvo ja keskihajonta yhden desimaalin tarkkuudella,
kun ostetaan 4 arpaa. Liitd jakaumasta kuva vastaukseesi. Kayta esim. Geogebrassa komentoa Pyl-
vaskaavio( <datalista>, <frekvenssilista>, <palkin leveys>), eli esim. Pylvaskaavio({4, 5, 6, 7}, {0.3, 0.4,
0.2, 0.1}, 0.01) ja voit sitten ominaisuuksista -> objektin tyyli -> viivan paksuus laittaa viivan paksuutta
tarvittaessa lisaa.

Tulkitse selkosuomeksi merkinnat X > 2 ja P(X < 2).
Koska kyseessd on diskreetti satunnaismuuttuja (ostettujen voittavien arpojen lukuméaéra on jokin kokonais-
luku valiltd 0 — 4), niin mééritetddn pistetodennakoisyydet:

(2) (%) _ G5

P(X = xl) = (146) - 1820 )

missé x; € {0,1,2,3,4}. Eli

(DY) 1330 33 G)() 10-11 11

P(X =0) = = = ~ 0,181 P(X =3) = = = ~ 0,060
( ) (19 1820 ~ 182 ( ) (1% 1820 ~ 182
4 4
A)(Y) 5-165 165 A s5-1
P(X=1) =141 = ~ 0,453 P(X = 4) =344 = ~ 0,003
( ) (19 1820 ~ 364 ( ) (19 1820 364
4 4
&(Y) 10-55 55
P(X =2)=-24-27 = ~ 0,302
( ) (19 1820 ~ 182
4
0.5
0.453 Tehtava 6
04
0.302
0.3
0.181
0.2
01 0.060
0 0.003
-1.5 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5




Odotusarvoksi saadaan

=EX) =0 33+1 165+2 55+3 11+4 - —5—125
K= 7182 364 182 182 364 4 77

ja keskihajonnaksi

2 2 2

o0 19 (-3 + (3 63 + (-3

V205
4

2

=3,5794552..= 3,6

Merkintd X > 2 tarkoittaa selkosuomeksi “Voittoarpojen lukumééra on véhintddn 2.” ja merkintd P(X < 2)
tarkoittaa “Todenndkoisyys, ettd voittoarpoja on alle yksi.” tai “Todennékdisyys, ettd voittoarpoja on alle

yksi.”

a) Koulussa on 300 lamppua, joiden kestoikd noudattaa normaalijakaumaa keskiarvon ollessa 1200
h ja keskihajonnan 200 h. Lamput palavat 55 h viikossa. Kaikki lamput vaihdetaan kerralla. Kuinka
usein tama on tehtava, jotta vain 50 lamppua ehtii sammua. [lyhyt K1993/10] Liita vastaukseesi kuva
normaalijakaumasta, joka vastaa tehtavanannon tilannetta. Vastauksesta tulee I6ytya idea ja laskut,
joilla kysytty todennakoisyys saadaan, mutta esim. geogebran todennakdisyyslaskuria tai Tl:ta saa
kayttaa tukena. (9p)

b) Juhlissa on 115 vierasta. Kuinka monta kattelya on suoritettava, jotta jokainen vieras on katellyt
jokaista toista vierasta tasmalleen kerran? (3p)

a) Merkitééan satunnaismuuttujalla X lampun kestoik&a, eli X ="Lampun paloaika/kestoikd.” Tiedetdén, ettd

X —1200

Vain 50 lamppua sammuu, eli % = % joten jos merkitddn a = ”lamppujen paloaika(kestoikd) kunnes 50

lamppua on sammunut.”, niin

1
PX<)=¢ = P<Z<



Siisa < 1200!

Taulukkotietoja kayttaen

p (Z < 1200 — a) 1 TAl P (Z < a— 1200) 5
—3 —_— = —_— | = —
200 6 200 6
a—1200
00 =0,967421.. = a=1006,515...~ 1007 h.

Viikkoina 1007 tuntia on noin 18,3.

TAI TE:N&

1 a=1006.5156926
solve nol'mCd[{-m,a:, 1200,200)=E,a

TAI Geogebran todennakdisyyslaskuriin laittaa puoliavoimen vélin ja todennakdisyyden arvoksi 1/6, jol-
loin yldrajaksi tulee tuo 1006,5 ...katso kuva alla. Huom, nyt arvo heittdd hieman koska todennakoisyys 1/6

pyoristyy arvoksi 0,1667!

f Mormaalijakauma e

p 1200 a 200

HIHE

P(X = 10065424 |)= |0.1667

p=1200 o=200

Siis lamput tulee vaihtaa noin 18 viikon vélein.
b) Kéytetddn ensin osajoukkoideaa. Yksi kattely vastaa kahden vieraan osajoukkoa, eli kattelyitd = kahden
vieraan osajoukkoa kaikista vieraista on

(115

, )=6555



kappaletta. Toisaalta voidaan hyddyntaa jonoajattelua:

Summa 1 4114
114+ 113+ 112 +--+2+1 = T-ll4=6555
115. vieras kat- 114, vieras 3. vieras kat- 2. vieras kat-
telee muut ja  kattelee muut telee muut ja  telee muut ja
poistuu. ja poistuu. poistuu. poistuu.
nCr(115,2) 6555
114 6555



