Matematiikan kotitehtava 1, MAA 10 — 3D geometria Sievin lukio

Tehtavien ratkaisut tulee olla tehtyna Googlen Docs-ohjelmalla. Liitd vastauksiisi kuvia Geogebrasta
ja esim. Tl-nspire ohjelmalla tuotettuja matemaattisia ratkaisuja.

- Kirjaudu edu.sievi.fi - tunnuksellasi Google Driveen ja MAA4 -kansioon luo alikansio ”Tietokone-

harjoitukset” kohdasta F % Luo tahan kansioon Google Docs dokumentti, jonne kirjoitat/liitat

vastauksesi. Muista nimeta dokumentti omalla nimellasi!

1. Harjoitellaan yleisen kappaleen integrointia kahden tehtavan mukaisesti:
a) Kappaleen pohja on ellipsi, jonka pikkuakselin pituus 2b = 2 ja isoakselin pituus 2a = 4. Kun kap-
paletta leikataan isoakselia vastaan kohtisuorilla tasoilla, ovat leikkauskuviot suorakaiteita, joiden kor-
keus on kaksinkertainen leveyteen nahden. Madrita kappaleen tilavuus perustellen. Huom! MAOLsta

l0ytyy tietoa ellipsista.

Aukaise liitetiedosto T1ltehtla.ggb PEDAsta ja tutki tilannetta 2D ja 3D puolella. Ellipsi saadaan ko-

mennolla: x2 / 22 + y2 / 1 =1
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Integrointivaliksi tulee siis [—2,2] ja kohdassa x € [—2,2], x-akselia vastaan kohtisuoran leikkaussuora-

kaiteen pohjan leveys on (katso kuva yll&) 2 - fl - %. Naéin ollen kohdassa x € [—2,2] poikkipinta-

alaksi saadaan



x2 x2 x?
A(x) = kanta-korkeus =2 |[1—— || 4- [1—— =8<1—T>=8—2x2

tilavuudeksi tulee
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V=J dV=.[ A(x)dx=f (8—2x)dx = ..=—=21,3.
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Viimeisessé kuvassa on poikkileikkaus tehty kohdassa x = 1,3.
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Pinnat, jotka rajaavat kappaleita on saatu komennoilla (huomaa, etta x arvon péaatekohta on liukukytki-

men arvo p.)

YLApinta:

Pinta(t, s sqrt(l - t2? / 4), 4sqgrt(l - t2 / 4), t, -2, p, s, -1, 1)
ETUpinta:

Pinta(t, -sqrt(l - t2? / 4), tan(s) sqrt(l - t2 / 4), t, -2, p, s, O,
atand(4))

TAKApinta:

Pinta(t, sqrt(l - t2? / 4), tan(s) sqrt(l - t2 / 4), t, -2, p, s, O,

atand (4))



b) T171/JUURI 10 (LOPS21)
Tunnilla tehtiin varsinaiset laskut, nyt tarkastel- @~

laan kaikkia tapoja. Aukaise liitetiedostot

T1tehtlbl.ggb - T1teht1b3.ggb PEDAsta ja tutki

tilannetta 2D ja 3D puolella. ‘

10 cm \\___4_4—/

Tilavuus voidaan maarittdd kolmella erilaisella viipalointiperiaatteella.

1. Integrointi x-akselin suhteen, jolloin poikkileikkauskuvio on suorakulmainen kolmio.

4

3

I
1
i
1
I
T
I

1 1
A(x) =§'\/52—xz-\/52—x2-tan(30°) =2—-(25—x2)

kanta korkeus \/§
ja
|4 jsdv jsA()d fs ! (25 —x?)d 250 48,1
= = xX)ax = = - X X= .=—= ,
g _g _5s2/3 3v3

2. Integrointi y-akselin suhteen, jolloin poikkileikkauskuvio on suorakulmio.




A(y) =2-4/52 —y2-y-tan(30°) = — 52 —y2
kanta korkeus \/_
ja
fsdv fsA()d fsz 57524 250 | 481
= = y y = —y" -y y= .=—== )
0 0 o V3 3v/3

3. Integrointi z-akselin suhteen, jolloin poikkileikkauskuvio on ympyrasegmentti.

A(z) = Asegmenttii = Asektori — Akolmio
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missé siis sektorin keskuskulma cosl< < —

> ) on kosinilauseella saatu.
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2. Harjoitellaan kahden muuttujan funktion lokaalien &&riarvojen selvittdmistd. Yhden muuttujan tapauk-
sessa tuli hyodyntéa derivaatan nollakohtia. Nyt menetelmé on hieman haastavampi.

Tehtavana on maarittad funktion



3x* —4x3 —12x% + 18
12- (1 + 4y2)

fifxy) =

kriittiset pisteet ja lokaalit &ariarvot. Onko funktiolla globaalia dariarvoa? Menetelma on seuraava:
TEORIA ALKAA: Milloin funktiolla f: f(x,y): R X R = R voi olla dariarvopiste?

Osoittautuu (differentiaalilaskennan teorian kautta), etta valttaméaton ehto aariarvopisteelle a € R? on
gradientin h&vidminen, eli Vf(a) = 0.

-> Mika on gradientti? Se on vektori, joka muodostuu osittaisderivaatoista

af(x,y) of(x,
Vf(a)=< féﬂ;y)’ ff;;ﬁ)

Siis ehto aariarvopisteelle a = (ay, a,) = (x,y) on

of (ay, ay) o of (ay ay) _o
d0x ] dy

Huomautus

Pisteitd, joissa Vf(a) = 0 sanotaan Kkriittisiksi pisteiksi. Niit4 ovat funktion min- ja max-pisteiden lisaksi
funktion kuvaajapinnan ns. satulapisteet.

Seurauslause

Jalleen osoittautuu (differentiaalilaskennan teorian kautta), ettd kriittinen piste a € R? = R x R on funk-
tiolle f: f(x,y): RXR-> R

i)  Lokaali aito minimipiste, jos

0

2 2 2 2 2
Az(a)zaf(a)_af(a)_<5f(a)) S0 ja af(a)>

0x? dy? dxdy 0x?

i)  Lokaali aito maksimipiste, jos

<0

2 2 2 2 2
Az(a):af(a)_af(a)_<5f(a)) S0 ja 0°f(a)

0x? dy? dxdy 0x?
iii)  Satulapiste, jos A,(a) < 0.
Merkinnalla A, (a) tarkoitetaan seuraavaa determinanttia pisteessa a:

1@ 0@ 2
ax7 dyox | 0@ 0@ (0f(@

9%f(a) 0%*f(a)|  ox2 0y? _< 6x6y>
d0x0y dy?

Ay(a) =

TEORIA PAATTYY!



Funktiolle f saadaan

vr = af (x,y) of(x,y)\ _ (x-(x* —x—2) —2y(3x* — 4x® — 12x* + 18)
f_( ox 'y )‘( 4y2+1 3(4y? + 1)? )

Ja yhtélo Vf = 0 on voimassa, kun

(x,y) =(-1,0) tai (x,y)=(0,0) tai (x,y)=1(2,0)

d (3 x*—4-x7-12-x%+18 v (2 x—2)
dx| 5 (1ray?) 4-y%+1
d 3°x4—4°x3—12°x2+18 *2°y°(3°x4—4-x3—12°x2+18)
Z N

d |3 x4 x7-12-x%+18 »

ax| 15 (142
solve ,{x,y}

d |3 x*—4-x7-12-x+18 "

| 15144y

x="1 and y=0 or x=0 and y=0 or x=2 and y=0
Tarkastellaan naiden Kriittisten pisteiden laatua:

Determinantiksi saadaan

0°f(x,y) 9%f(x,y) ,
0x2 dyox |_0*f(xy) 8*f(xy) <62f(x, }’)>

Bo(x,y) = %f(x,y) 0%f(x,y)|  0x2 dy? dxdy

d0xdy dy?

_ (3x* —2x -2\ (2(12y® = 1)(3x* — 4x® — 12x* + 18) —8x(x% —x —2)y 2
S\ 4y2 41 3(4y2 +1)3 (4y2 + 1)2

3 2(3x°(4y? — 3) — 6x5(4y? — 3) — 2x*(60y? — 17) — 32x° + 6x2(92y? — 13) — 36x(12y* — 1) — 36(12y2 — 1))
B 3(4y% + 1)*

Determinantin arvot kriittisissa pisteissa:
Pisteessa (—1,0)

A,(—1,0) = -26 <0
Pisteessa (0,0)
A,(0,0) =24 >0
Pisteessa (2,0)
A,(2,0) =56 >0



Lisaksi pisteissa (0,0) ja (2,0) lausekkeen
0%f(x,y)  3x*—2x—2

0x? 4y2 +1
2 2
arvoksi saadaan; 2 f“;'(’) =-2<0ja I7E9 _ 6 >0,
dx ox?

Nain ollen piste (—1,0) on satulapiste, (0,0) on lokaali aito maksimipiste ja (2,0) on lokaali aito mini-

mipiste. Piste (2,0) on myds globaali minimi, globaalia maksimia ei ole.

Laskuja:
&2 [ 3644 31242418 3 x2-2-1-2
EI 1214452 49241
N d_zlj-,1'4—4-,1'3—12-,1'2-%18' 212y 1) (3% 403 1242018
dy? 12-(1+4-?) 3 (e5201)°
i‘i‘3-_1'4—4-.\'3—12-_1'2+18 52y
dx|dy 12- l:1+4-y3) |:4_y2 +1]3
3x%-2.5-2 2-[12-};3—1]- (3-,1-4—4-,1-3—12-,1-3+18] {-8-1—- [1-3—,1-—2]-y ?
4yt 3 lay2ia) ‘ lay20)” |
2 [3-,1-6- (4-}:273]76-1'5- [4-}}2*3]*2-1'4- [60-}12717)732-,1'3+6-,1'2- (:92-y2713]736-r- [12-}:271]736- ‘:12-}'371]_]

3 [4-y3+1]4

2 (3 2604 3223)-6-25- (4 2-3)-2- 14 60y 2-17)-32- 1 346 1 2- (92 1 2=13)-36-2- (12: y2-1)-36- {'12-;:3—1']]'
[r=-

3. [:4-}:3+1]4
26 [12-y3—1] =0

(:4'y2+1)4
2 (:3-_1-6- la-y2 236 x5 (1 y2=3)-2 4% (60 y2-17)32- ¥ 3+6- 12 (02 y2-13)-36-2- (12 y21)-36. {:13-,«,}2—1]?],
|x=

> lay2e)?
24 (12:y21) o

(:4-y2+1]4
2 (_3-,1-6- {:4-y3—3]—6-,r5- lay23) 2% {:60-}:2717]732-,\'3+6- 2. |:92-y3—13]—36-,r- l::lz-yz—l]—z.e- {:12-}:271])' .
|.\-:-l

3 [a- y2+l_]4

-56- [12-};3—1] -

(_4'})2+1]4

26 [12-y2-1)

':_4-y2+1_]4

-26

21 (12 y2-1)
{:4-}"2—0—1:'4

24

56-[12-y2-1)
l:4-y2+1:'4
56
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Piste (-1,0,1.08) on satulapiste.
Piste (0,0,1.5) on lokaali maksimipiste.
Piste (2,0,-1,17) on lokaali minimipiste.
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Piste (-1,0,1.08) on satulapi;te.
Piste (0,0,1.5) on lokaali maksimipiste.
Piste (2,0,-1,17) on lokaali minimipiste.

(2,0,-1.17) "




3. PYTHON...EHKA.. joku vektorikulmajuttu...

Tallenna omanimi_sukunimi -muodossa PEDAN annettuun paivamaaraan mennessa.



