Matematiikan kurssikoetehtavia —- RATKAISUJA Sievin lukio

VASTAA YHTEENSA VIITEEN TEHTAVAAN! MAOL JA
LASKIN/LAS-KINOHIELMAT OVAT SALLITTUJA!

1. Ovatko vaittamat oikein vai vaarin? Riittaa merkita esim. a) — O, b) —V jne. (2p)

a) Suoran ’%5 = %4, z = 5 suuntavektori on's = —5i + 4j + 0k?

b) Tason yhtald on 2x — 3y + 4z = —1. Vektori @ = —6i + 9j — 12k on kohtisuorassa tasoa
vastaan.

c) Suorien OP; = (i — 2j — 14k) + t(3i — 6j — 5k) jaOP, = (2i + 3j — 4k) + t(—5i + 2j — 2k)
véalinen kulma on noin 70°.

d) Tason normaalivektori on @ = —i + j — 3k ja tason eras piste (2, 1,1). Tason yhtalé on talldin
—-x+y—-3z=—4

e) Tasojen2x —y—2z+6 =0 jax + 2y — 2z — 8 = 0 valinen kulma on noin 36, 6°.

f) Suora 7 = (2i — 3j + 7k) + t(2i + j — 3k) leikkaa yz-tason pisteessa (0, —4, 10).

VASTAUKSET: a) Vvaarin b) Oikein ¢) Oikein d) Oikein €) Védarin f) Oikein

2. Ovatko pisteet A = (2,-3,0), B = (3,—4,2), C = (5,—6, 3) samalla suoralla? Etsi ensin ratkaisu
Geogebralla ja perustele sitten laskennallisesti. Geogebra 0 p, perustelu 2 p. (2p)
Ovat, jos on olemassa reaaliluku t siten, ettd
AB =t-AC.

Vaihtoehtoisesti voidaan tutkia onko AB = tBC, AC = tBC, BC = tBA jne., kunhan kaikki pisteet
tulevat véhintd&n kerran mukaan. Koska

AB=(3-2)T+(-4—-(-3)j+2-0k=1—]+2k ja

AC = (5-2)T+ (=6 —(=3))] + (3 — 0)k = 37— 3] + 3k,
niin saadaan yhtélo

i—-7+2k=t(31-37+3k) o 1=3t, —-1=-3t, 2=3t

jolle ei 16ydy ratkaisua t (kahdesta ensimmaéisesté yhtalosta saadaan t = § mutta se ei toteuta viimeista

yhtél6d). Toisin sanoen kyseiset pisteet eivét ole samalla suoralla.



3. Tason suuntavektorit ovat s; =2i+j ja 5; =j + 6k. Taso kulkee pisteen (1,2,—1) Kkautta.
Maarita tason normaalimuotoinen yhtald, maaritd myos jokin tason normaalivektori sekd maarita
pisteen P = (11, —15, 5) etdisyys tasosta. Muista perustelut! Konetta saa eli pitaa kayttaa. (4p)
Koska tason vektoriyhtalo on

r=(i+2—k)+t(2i+j+0k)+s(0i+j+6k), ts€eER,

niin parametrimuodossa Se on

y=2+4+t+s = y=2+-(x—-1D+=-(z+1),
2 6
z=-1+46s

josta 3x — 6y + z 4+ 10 = 0. Normaalivektoriksi saadaan siis esim. n = 3i — 6] + k.

TAI vektorituloa kéyttden tason suuntavektoreista suoraan normaalivektori

PR S
n=s;Xs;=12 1 o|l="=6i—12j+ 2k
0 1 6
crossP(2 1 0l[0 1 6 6 -12 2]

Josta tason yhtdld 6x — 12y + 2z +d = 0, johon sijoittamalla tason pisteen koordinaatit saadaa d
ratkaistua:

6:1-12-242-(-1)+d=0 = d=20
Eli tason yht&lo 6x — 12y + 2z + 20 = 0, joka on sama asi akuin 3x —6y +z+ 10 =0 (on vain
kahdella jaettu)

Pisteen etdaisyys tasosta:

" s __ laxg+byg+czo+d|
Kaytetdan kaavaa e = Wiz saadaan

|3-11—-6-(—15)+1-5+ 10| |138|
e = =

= 346 ~ 20,346
V32 + (—6)% + 12 V46

TAIl Olkoon tason piste Q = (1+2t,2+t+s,—1+ 6s) pisteen P = (11,—15,5) projektiopiste.

Talloin patee

{@-§=0
PQe5;=0



Koska PQ = - = (2t — 10)i + (t + s 4+ 17)j + (=6 + 65)k, niin

{@-sﬁ:(2t—10)-2+(t+s+17)-1+(—6+6s)-0=5t+s—3=0
PQes, =(2t—10)- 0+ (t+s+17)-1+(—6+6s) 6 =t+375s—19=0

Talle ratkaisuont = 1/2jas =1/2.

solve 5- H+s5s—3=0 { ’ } 1 1

{ - -
£37-5-19=0""" s=7 and =2

Nainollenpiste Q = (1+2-1/2,2+1/2+1/2,-14+6-1/2) = (2,3,2), vektori

PQ=(2-1/2-10)i + (1/2+ 1/2+17)j + (=6 + 6 - 1/2)k = 9i + 18 — 3k

ja pituus |PQ| = /92 + 182 + (—3)2 = V414 = 3+/46.

Maarita sellainen vakio a, ettd pisteiden (—4,0,a) ja (a,4,0) kautta kulkeva suora muodostaa
tason 4x+ 3y —z+ 6 =0 kanssa 30 asteen kulman. Hyddynna aineistot-osion liitetiedostoa
Tehtavad testi4_ryhmal.ggb ja etsi likiarvo(t) ja sitten perustele hyvin. (4+1p)

Muodostetaan pisteiden (—4,0, a) ja (a, 4,0) kautta kulkevan suoran suuntavektori:

§=(a—-(-D)+@—-0)j+ (0—-a)k=(a+4Dr+4]— ak.
Tason 4x + 3y — z + 6 = 0 erds normaalivektori on
n=41+3] - k.
Koska suoran ja tason vélinen kulma on 30°, niin talléin suoran suuntavektorin 5 ja normaalivektorin n

vélisen kulman «(5,7) tai kulman suplementtikulman 180° — «(5,7) on oltava 90° — 30° = 60°.

Molemmissa tapauksissa patee cos 60 = |ﬁ| Koska cos 60 = 0,5, niin

Sed ((a+4)z‘+4j—al§)-(4r+ 37— k)

Isllall | /Ga+ D2+ 4% + (—a)? - /42 + 32 + (—1)°

L 60 =
5 = €0s60 =

(a+4)-4+4-3+(—a)-(—1)_ 5a + 28
VaZ+8a+ 16+ 16 +a2-v26| |V2aZ+8a+32-V26|

Yhtalo

1 5a + 28
=

V2a? + 8a +32-V26



on hyvin médritelty, silla lauseke 2a? + 8a + 32 > 0 kaikilla a € R. Saadaan kaksi tapausta riippuen

siita onko itseisarvon osoittajan lauseke 5a + 28 positiivista vai negatiivista.
28
TAPAUS 1: kun a < -5 = -5,6

Talloin ylla oleva yhtalo tulee muotoon

1 —5a — 28

2 V2a2+8a+32'V26

Korottamalla molemmat puolet toiseen (ovat nyt positiivisia), saadaan

1 25a% + 280a + 282
4 (2a®2+8a+32)-26

& 52a? +208a+ 832 = 100a? + 1120a + 3136

& 48a?+912a+2304=0

—912 +V9122 —4-48-2304 —912+ 389376

= a= 248 96
|{ _ —-912 4+ V389376 _ —912 + 624 _ —288 _
o 4 “ = 96 -7 9% 96
| _T912-V389376 —912-624 1536 .
%2 = 96 =T 9 96
Néistd arvoista vain a, = —16 tayttdd ehdon a < —25—8 = —5,6.
TAPAUS 2: kuna > -3 = -5,6
Talloin ylla oleva yhtalo tulee muotoon
1 5a + 28

2 2a2+8a+32-v26

Korottamalla molemmat puolet toiseen (ovat nyt positiivisia), saadaan

1 25a? + 280a + 282

1_ & 5242+ 208a+ 832 = 100a? + 1120a + 3136
4 (2a2+8a+32) 26 s+ cloa+ @+ 1lsba+

& 48a?+912a+2304=0

—912++9122 —4-48-2304 —912 ++/389376
S a= =

248 96
( —912+389376 —912+624 —288 _

o 4“1 = 96 = 9% 96
| —912-+389376 -912-624 —1536 iy
\%2 = 9% =796 96



Néistd arvoista vain a, = —3 tayttd4 ehdon a > —25—8 = —-5,6.

Ratkaisuiksi tuli kuitenkin molemmat a:n arvot

TARKISTUS:

Kun a = —3, niin pisteet ovat (—4,0,—3) ja (—3,4,0) ja ndiden pisteiden kautta kulkevan suoran

suuntavektorti:
§=(-3-(D)+@-07+(0-(-3)k=1+4]+ 3k
Talloin suuntavektorin ja normaalin valinen kulma
Sen (T+4j+3k)« (41437 —k) 4+12-3 13 1
cosf = [—=| = - 2 _
IslIall - |Viz 42 32 /42 + 32 + (=1)2 26 26 2

= cosf=05 = B=60° = a=90°—p=30° OK
Kun a = —16, niin pisteet ovat (—4,0,—16) ja (—16,4,0) ja ndiden pisteiden kautta kulkevan suoran
suuntavektori:

§=(-16—(-D)+ @4 —-0)j+(0—(-16))k = —12T+ 4] + 16k.
Talloin suuntavektorin ja normaalin valinen kulma

Sen (—12i+4j+ 16k) s (41+37—k) | —-48+12—-16 —52 1

sliall \/(—12)2+42+162'\/42+32+(—1)2 N V416 -/26 104 2

cos S =|

= cosf=-05 = f=60° = a=90°—F=30°, OK

Tilanne, kun a = —3.

4x+3y-z=-6

-10 zali




Tilanne, kun a = —16.

ro

5

Tason ja suoran valinen kulma on siis 30 astetta.

{A=(-4,0 -16)

5. a) Maarita |a + 2b|, kun |a| = 2, |b| = 3 ja|2a + 3b| = 7.
b) Suora a kulkee pisteen P = (55,22, 37) kautta vektorin s = —21 + j — 2k suuntaisesti. Suora b
kulkee pisteiden 4 = (-5,2,7) ja B = (1,4,10) kautta. Maarita suorien leikkauspiste ja suorien
véalinen kulma asteen kymmenesosan tarkkuudella. Mika on suoran a ja xy-tason véalinen kulma?

a) Koska pistetuloa hyddyntéaen

|2a + 3B|° = (2@ + 3b) » (2@ + 3b) = 2@ « 2a + 2@ » 35 + 3b « 2@+ 35 + 3b

ed+6-aeb+6-be
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=lal? = |b2
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Nain ollen

|a+2b|" = (a+2b)s(a+2b)=aea+ae2b+2bea+2be2b

=a-a+2-a-5+2-5-a+4-l§:§
= |al? = |b|?

=224 4-Geb+4-32=4+4-(—4)+36=24,

=—4

josta |a + 2b| = V24 = 2/6.



b) Suora a: OP = (55T+ 22+ 37k) + t (-2t 47— 2k) = (55 — 2t)T+ (22 + )] +

=
(37 =2t)k, teR
Suora b: OP = (—51+ 2]+ 7k) + s (614 2]+ 3k) = (-5 + 65)T+ (2 + 2s)] +
=48
(7+3s)k, seR

Néiden suorien leikkauspisteessa koordinaatit on oltava samat. Muodostuu yhtaloryhma:

_ {—105=—100 _, s=10

224+t=2+12s t =2s—20 7 sij. 7 = —70 jat =

55 -2t = -5+ 6s 55—4s —40= -5+ 6s
-
37—-2t =7+ 3s 37 —4s—40 =7+ 3s
Eli leikkauspiste on (55, 22,37). Leikkauskulmaksi saadaan

S5eAB| —-2:6+1:2+(-2)-3
|§||E| \/(_2)2 + 12 + (=2)2 V62 + 22 + 32

|—16] 16

cos(5,AB) = =\/§.\/4_9=ﬁ

= «(5,AB) = 40,367 ...° ~ 40,4°
Suoran a ja xy-tason viliseksi kulmaksi saadaan, kun havaitaan, etti k on erés xy-tason normaalivektori.

Sefi| —2:04+1-0+(=2)-1
Isllall [/(=2)2 + 12 + (-=2)2 - V02 + 02 + 12

_ -2 2
“T 3

cos(5,n) =

= <k(5,7n1) =48,189..° = <k(suoraa,xy— taso) = 90°—48,189...°=41,810...° =~ 41,8°

. Suihkukone on pisteessa (6,4,7) ja se lentda vektorin —3i+ 2j— k suuntaan. Ukkospilven
etureuna on pisteiden (—3,-2,9), (2,4,8) ja (5,2,10) maaraaman tason suuntainen. Kuinka
pitkan matkan kone lentdd ennen kuin se osuu ukkospilveen? Koordinaatiston yksikko vastaa
kilometria.

Ratkaise tehtava

a) Ohjelmistoja kayttaen (kopioi paperille tarvittavat tiedot ja piirrokset, jos vastaat paperille) (2p)

ja

b) Laskennallisesti, eli valivaiheet nékyviin. (4p)

a) 1) Sijoitetaan tunnetut pisteet koordinaatstoon ja muodostetaan lentokoneen lentdma suora seké

ukkosrin-taman taso. 2) Madaritetddn suoran ja tason leikkaupiste seké lasketaan etéisyys. katso kuva alla.
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b) Suunnitelma: Muodostetaan suoran koordinaattimuotoinen yhtélé seka tason normaalimuotoinen

yhtéld. Sijoitetaan suoran koordinaatit tason yhtaloon, ratkaistaan t ja maéritetaan leikkauspiste. Lopuksi
maadritetddn pisteiden valinen pituus.
Suoran yhtalo:

Olkoon piste P = (x,y, z) suoran mielivaltainen piste. Talloin on olemassa t € R siten, etta

. _ _ x=6—3t
OP =61+4]+ 7k +t(-31+2]—k) = {y=4+2t.
z=7-—t

Tason yhtalo:

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita
i= (2-(-3))i+(4—(-2))J+(B8—9k =51+ 6] —k,
7=05-(-3)i+(2-(-2)j+(10-9Dk=81+4+k.

Olkoon piste Q = (x, y, z) tason mielivaltainen piste. Talldin on olemassa r, s € R siten, etta

0Q = 2T+ 47+ 8k +r(5T+ 6] — k) + s(87+ 47 + k)



1
g(x—2—85)

1
r=g(y—4—4s)

x =2+ 5r+8s r

(
I
= yy=4+6r+4s = 4
z=8-r+s |
kr=8+s—z T sij.

Kahdesta alimmaisesta yhtélosta saadaan
1 1
r=r & g(y—4—4s)=8+s—z = .. =>s=1—0(y—52+6z).

Vastaavasti kahdesta ylimmaéisestd yhtélosta saadaan

1 1 1

r=r & —-(y—4—-4s)=-(x—2-8s) = .. =2s=—(6x+8-5y).

6 5 28

Yhdistetdan tiedot, saadaan tasolle normaalimuotoinen yhtélo
1 1
s=s & 1—O(y—52+6z) =2—8(6x+8—5y) = .. > 60x—78y—168z+ 1536 =0.

N&in on saatu tason normaalimuotoinen yhtald, sijoitetaan siihen suoran koordinaatit ja ratkaistaan t, siis
60(6 —3t) —78(4 + 2t) —168(7 —t) + 1536 =0

360 — 180t — 312 — 156t — 1176 + 168t + 1536 = 0

—168t+408=0
. 408 _17
- 168 7
Suoran ja tason leikkauspiste on
(v 3.7 _ 9
x= 777
) 17 62 ( 9 62 32)
= = —_— = f—r —_— — —
y=4+2 = = 7
17 32
\Z=T-7 =7
Halutut pisteet ovat siis (6,4,7) ja (—36—722) Naiden valinen etdisyys on

(6+3) +(4-2) 4 (7-2) = 221700 L o mmm
7 7 7) |7~ 7 =7 '

Vastaus: noin 9,1km.



7. Suoran neliopohjaisen pyramidin korkeus on 3 ja pohjanelion pituus on 2, katso materiaalit-
osiosta geogebratiedosto tehtdva 7. Laske analyyttisesti (valivaiheet néakyviin) asteen
kymmenesosan tarkkuu-della pyramidin kahden vierekk&isen sivutahkon véalisen kulman suuruus.
OHJE: Merkitse ensin geogebralla kysytty kulma nakyviin (riittdvan isokokoisena) ja Kirjoita

ajatuk-sesi kuinka lahdet tehtavaa ratkaisemaan. (1p) Ratkaise sitten tehtava. (5p)

Geogebralla piirretty tilanne:

A F=(0,-1.16,0.55) _,

T -4

-

Ratkaisuajatus on seuraava. Muodostetaan tahkojen tiedoista (pisteet) tahkoja vastaavien tasojen yhtalot,

jotka muutettuna normaalimuotoon antavat tasojen normaalivektorit. Lasketaan tahkoja vastaavien



tasojen vélinen kulma normaalivektoreiden avulla. Koska tdma kulma ei kuitenkaan ole (katso
geogebratiedosto) tahkojen valinen kulma, vaan sen suplementtikulma, niin lopuksi véhennetd&dn 180°.
Siis

tahkojen valinen kulma = 180° — tahkoja vastaavien tasojen valinen kulma.

Tahko 1, eli tason 1 yhtalo:

—

OP =3k +t(vV21—3k) +s(vV2j—3k), tseR

= = = z=3——=x——=y = —=x+—=y+z—-3=0
ARG A

Tason 1 normaalivektoriksi saadaan nain ollen

Tahko 2, eli tason 2 yhtélo:

OP =3k + t(V2j - 3k) + s(—V2r-3k), ts€R

x=0 —2s 3 3 3 3
= = = z=3-——=y+—=x > ——=x+—=y+z—-3=0
}Z]—'a(’)i_;/tit—% ﬁy V2 V2 \/Ey

Tason 2 normaalivektoriksi saadaan néin ollen

n > T+ > J+k
n,=—-——=1+—= .
2 > 2]
Tasojen valiseksi kulmaksi saadaan
3 ( 3) 3 3
_ —=|-—=|+="=+1-1
cos(fiy, 11y) = Mmeh | _ 2 V2/ V2 V2 = 11 _1
v 717, | 2 2 2 2 V10-v10 10
E IR R CY
V2 2 2 V2
=0,1

= «(fi;, Ai,) = 84,260 ...° ~ 84,3°
Lopuksi kysytty kulma
180° — 84,260 ...° = 95,739 ...° = 95,7°.
TAI (kun pyramidin pohjanelion karjet ovat (+1,+1,0).)

Tahko 1, eli tason 1 yhtalo:



—_—

OP =3k +t(i+7—-3k)+s(i—j-3k), ¢tseR

x=0+t+s t=1/2(x +y) \ sij.
= Jjy=0+4+t-s = s=1/2(x—1y) \sij. = z=3-3x
z=3-3t—3s z=3-3/2(x+y)—3/2(x—y)

Jostaedelleen3x+z—3=0 = n, =31+k.

Tahko 2, eli tason 2 yhtalo:

—_—

OP =3k +t(t+7-3k)+s(-t+j—-3k), ¢tseR

x=0+t—s t =1/2(x +y) \sij,
= {y=0+t+s = s=1/2(y —x) \sij. = z=3-3y
z=3-3t—3s z=3-3/2(x+y)—3/2(y —x)

Jostaedelleen 3y +z—3 =0 = 0, = 3]+ k. Lopuksi

3:0+0-3+1-1 1 1

n,en, _| _ _ 1
V32 +02+12-v02+32+121 V10-vV10 10

cos(ny,n,) = =0,1.

17117, |



