DIFFERENTIAALI- JA

Kaanteisfunktion derivaatta mresrauacsennan

JATKOKURSSI, MAA13

Jos derivoituvat funktiot f ja g ovat toistensa kdaanteisfunktioita, niin

g(f(x)) = x, Vx € My .
Derivoidaan (ilman mitaan erityista syyta) puolittain, saadaan

jaetaan f':lla 1
) -ff=1 = g(W))=7~"
Lause Olkoon funktio f derivoituva ja olkoon silld kaanteis-

funktio g = f71. Jos y = f(x) ja f'(x) # 0, niin g on derivoituva

kohdassa y ja patee Ei

1
') = - () = .
g\ F(0) D' 00
Tulkinta: Funktion ja kaanteisfunktion vastinkohdissa (y ja x,

joille y = f(x) ja x = g(y)) lasketut derivaatat ovat toistensa kaan-
teislukuja.

Huomautus 1 Koska toisaalta x = g(y), niin

) == F(g®) # 0
O RNT09) B

d , . _ .
2 = y'(x), josta x = f~1(y) ja

dx

Huomautus 2 Koska y = f(x), niin

x'(y) = Z—;. Eli

dx 1 1
x'(y)=—-=

dy dy y'(0°
dx
Esimerkki1 Oletetaan, ettad derivoituvalla f:1ld on kdanteisfunktio
gjaettd f(—1) =2, f'(—1) = 3. Mé&arita g'(2).
Nyt kddnteisfunktion derivoimissaannon nojalla

g9'(2) =

1
f'(x)
sellaiselle x, jolle f (x) = 2. Tiedetdan, ettd f(—1) = 2. Siis
1 1
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Esimerkki2 T — 50 Annettuna on funktio f: f(x) = x” + 7x — 5.

Osoita, ettd f:1la on kaanteisfunktio ja maarita (f~1)'(3).
Ratkaisu Koska f'(x) = 7x6 4+ 7 =7(x® + 1) > 0 Vx € R, niin
f on aidosti kasvava (monotoninen), siis on olemassa Lauseen nojalla

kaanteisfunktio g = f 1. Saadaan
1
0GB =%—=,
/ 7
sellaiselle x, jolle f(x) = 3. Pitaa siis ratkaista yhtalo
x” +7x—5=3.
= xX"+7x=8 = x=1

Onko muita ratkaisuja? Ei ole, silld f oli (ja on edelleen) aidosti mono-
toninen. Nain ollen

1 1
FH® =

() 7-15+7 14 °

Huom. Ei kannata yrittda laskea suoraan kaanteisfunktion derivaatan
arvoa (f~1)/(3), vaan edell3 kaydyll3 tavalla.

Esimerkki2 T - 55 a) Muodosta kaadnteisfunktion derivoimissaan-

. d
noén avulla ﬁ, kuny =+/x, x > 0.

Ratkaisu Kuny = y(x) = +x, x > 0, niinx = x(y) = x2.
Talloin
koska
dy 1 1 y=vx 1
dx dy 2y 2Vx
dx

dx_

— =2
dy x

Tdssa nahdaan differentiaalien kayttékelpoisuus.



