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Käänteisfunktion derivaatta

Jos derivoituvat funktiot 𝑓 ja 𝑔 ovat toistensa käänteisfunktioita, niin

𝑔 𝑓 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ ℳ𝑓 .

Derivoidaan (ilman mitään erityistä syytä) puolittain, saadaan

𝑔′ 𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 = 1 ฑ⟹
jaetaan 𝑓′:lla

𝑔′ 𝑓 𝑥 =
1

𝑓′ 𝑥
.

Lause Olkoon funktio 𝑓 derivoituva ja olkoon sillä käänteis-
funktio 𝑔 = 𝑓−1. Jos 𝑦 = 𝑓 𝑥 ja 𝑓′ 𝑥 ≠ 0, niin 𝑔 on derivoituva
kohdassa 𝑦 ja pätee

𝑔′ 𝑦 =
1

𝑓′ 𝑥
.

Tulkinta: Funktion ja käänteisfunktion vastinkohdissa (𝑦 ja 𝑥,
joille 𝑦 = 𝑓 𝑥 ja 𝑥 = 𝑔 𝑦 ) lasketut derivaatat ovat toistensa kään-
teislukuja.

Eli

𝑓−1 ′ 𝑦 =
1

𝑓′ 𝑥
.
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Huomautus 1 Koska toisaalta 𝑥 = 𝑔 𝑦 , niin

𝑔′ 𝑦 =
1

𝑓′ 𝑥
=

1

𝑓′ 𝑔 𝑦
, 𝑓′ 𝑔 𝑦 ≠ 0 .

Huomautus 2 Koska 𝑦 = 𝑓 𝑥 , niin
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦′ 𝑥 , josta 𝑥 = 𝑓−1 𝑦 ja

𝑥′ 𝑦 =
𝑑𝑥

𝑑𝑦
. Eli

𝑥′ 𝑦 =
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

1

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
1

𝑦′ 𝑥
.

Esimerkki 1 Oletetaan, että derivoituvalla 𝑓:llä on käänteisfunktio
𝑔 ja että 𝑓 −1 = 2, 𝑓′ −1 = 3. Määritä 𝑔′ 2 .
Nyt käänteisfunktion derivoimissäännön nojalla

𝑔′ 2 =
1

𝑓′ 𝑥

sellaiselle 𝑥, jolle 𝑓 𝑥 = 2. Tiedetään, että 𝑓 −1 = 2. Siis

𝑔′ 2 =
1

𝑓′ −1
=
1

3
.
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Esimerkki 2 T – 50 Annettuna on funktio 𝑓: 𝑓 𝑥 = 𝑥7 + 7𝑥 − 5.

Osoita, että 𝑓:llä on käänteisfunktio ja määritä 𝑓−1 ′ 3 .

Ratkaisu Koska 𝑓′ 𝑥 = 7𝑥6 + 7 = 7 𝑥6 + 1 > 0 ∀𝑥 ∈ ℝ, niin
𝑓 on aidosti kasvava (monotoninen), siis on olemassa Lauseen nojalla
käänteisfunktio 𝑔 = 𝑓−1. Saadaan

𝑓−1 ′ 3 =
1

𝑓′ 𝑥
,

sellaiselle 𝑥, jolle 𝑓 𝑥 = 3. Pitää siis ratkaista yhtälö
𝑥7 + 7𝑥 − 5 = 3.

⟹ 𝑥7 + 7𝑥 = 8 ⟹ 𝑥 = 1

Onko muita ratkaisuja? Ei ole, sillä 𝑓 oli (ja on edelleen) aidosti mono-
toninen. Näin ollen

𝑓−1 ′ 3 =
1

𝑓′ 1
=

1

7 ∙ 16 + 7
=

1

14
.

Huom. Ei kannata yrittää laskea suoraan käänteisfunktion derivaatan
arvoa 𝑓−1 ′ 3 , vaan edellä käydyllä tavalla.

Esimerkki 2 T – 55 a) Muodosta käänteisfunktion derivoimissään-

nön avulla
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, kun 𝑦 = 𝑥, 𝑥 > 0.

Ratkaisu Kun 𝑦 = 𝑦 𝑥 = 𝑥, 𝑥 > 0, niin 𝑥 = 𝑥 𝑦 = 𝑥2.
Tällöin

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 2𝑥 ⟹

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
1

2𝑦
ฎ=

koska
𝑦= 𝑥 1

2 𝑥
.

Tässä nähdään differentiaalien käyttökelpoisuus.


