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Jatkuva todennäköisyysjakauma
DIFF.&INT.LASK. JAT-
KOKURSSI, MAA13

Perusasiat kuntoon.

Määritelmä:
Funktio 𝑓: ℝ → ℝ on jatkuvan satunnaismuuttujan 𝑥 tiheysfunktio, jos
1. 𝑓 𝑥 ≥ 0 kaikilla 𝑥 ∈ ℝ,
2. 𝑓 on jatkuva kaikkialla paitsi äärellisen monessa kohdassa,
3. käyrän 𝑦 = 𝑓 𝑥 ja 𝑥-akselin väliin jäävän alueen pinta-ala on 1.

Eli kolme ehtoa pitää toteutua!

Määritelmä:
Jatkuvan satunnaismuuttujan 𝑥 kertymäfunktio 𝐹 saadaan integroi-
malla tiheysfunktio, siis

𝐹 𝑥 = න
−∞

𝑥

𝑓 𝑡 𝑑𝑡.

Eli 𝐹 mittaa paljonko todennäköisyyttä
on ehtinyt kertyä kohtaan 𝑥 = 𝑥0 asti. 𝑥0

𝐹 𝑥0 = ala

𝑦 = 𝑓 𝑥

𝑥

Koko ala = 1

Huomautus Kertymäfunktio 𝐹 on aina jatkuva ja kasvava! Lisäksi

lim
𝑥→−∞

𝐹 𝑥 = 0, lim
𝑥→∞

𝐹 𝑥 = 1.

Todennäköisyydet määritetään kertymäfunktion avulla, sillä määritel-
män mukaan

𝑃 𝑥 < 𝑎 = 𝐹 𝑎 = න
−∞

𝑎

𝑓 𝑡 𝑑𝑡.

Ja esimerkiksi

ቐ
𝑃 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 = 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎

𝑃 𝑎 ≤ 𝑥 = 1 − 𝑃 𝑥 < 𝑎 = 1 − 𝐹 𝑎
.

𝑏𝐹 𝑎

𝑦 = 𝑓 𝑥

𝑥𝑎

𝐹 𝑏
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Määritelmä, jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo, keskihajonta
ja varianssi:
Jos jatkuvan satunnaismuuttujan 𝑥 tiheysfunktio on 𝑓, niin

odotusarvo on

𝜇 = 𝔼𝑥 = න
−∞

∞

𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ,

varianssi on

𝜎2 = 𝔻2𝑥 = න
−∞

∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ,

ja keskihajonta varianssin neliöjuurena

𝜎 = 𝔻𝑥 = 𝔻2𝑥 = න
−∞

∞

𝑥 − 𝜇 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 .

Erityisesti varianssille saadaan odotusarvoa hyödyntäen (todistus har-
joitustehtävä)

𝔻2 𝑥 = 𝔼 𝑥 − 𝜇
2
=. . . = 𝔼 𝑥2 − 𝔼 𝑥

2
.

Esimerkki 1 a) Millä 𝑎:n arvolla funktio

𝑓: 𝑓 𝑥 = ቊ
𝑎𝑒−𝑥 , kun 𝑥 ≥ 0

0, kun 𝑥 < 0

on erään satunnaismuuttujan tiheysfunktio?

b) Laske 𝑓:n avulla todennäköisyys sille, että −1 ≤ 𝑥 ≤ 2.

a) Käydään kolme ehto läpi.
1) ehto: 𝑎𝑒−𝑥 ≥ 0 kaikilla 𝑥 ∈ ℝ, OK kunhan 𝒂 ≥ 𝟎.
2) ehto: ei aseta vakiolle 𝑎 mitään lisävaatimuksia, koska funktio 𝑓
on jatkuva kaikilla 𝑥 ≠ 0.

3) ehto: Nyt ׬
−∞

∞
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 1, eli

න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = න
−∞

0

0𝑑𝑥 + න
0

∞

𝑎𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = 0 + lim
𝑏→∞

න
0

𝑏

𝑎𝑒−𝑥 𝑑𝑥

= lim
𝑏→∞

𝑏
/
0

− 𝑎𝑒−𝑥 = 0 + 𝑎 = 1 ⟹ 𝑎 = 1

1 2 𝑥

1
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b) Todennäköisyydelle saadaan:

𝑃 −1 ≤ 𝑥 ≤ 2 = 𝐹 2 − 𝐹 −1 = න
−1

2

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

= න
−1

0

0𝑑𝑥 + න
0

2

1 ∙ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =
2
/
0

− 𝑒−𝑥 = 1 −
1

𝑒2
≈ 0,865

Esimerkki 2 Käydään taululla.

Esimerkki 3 Moniste (vanha koetehtävä).


