DIFF.&INT.LASK. JAT-

Integraalilaskentaa KOKURSS!, MAAL3

Paloittain maaritellyn funktion integroiminen > 10.-kurssi. Palaute-
taan mieleen, ettd integraalifunktion F on oltava jatkuva (koska on
maaritelman mukaan derivoituva). Ndin ollen on integroimisvakioiden
C ja D (tai C; ja C5) valille saatava yhteys.

Lopuksi, alkuehto huomioiden F(x,) = y,, valitaan oikea F:n lauseke,
jonka kautta maaritetaan integroimisvakio.

Siirrytaan tarkastelemaan epdoleellisia integraaleja.

10.-kurssilla maaratty integraali f;f(x) dx sisalsi kaksi ehtoa:
1) vali [a, b] on rajoitettu ja
2) funktio f on jatkuva valilld [a, b], eli f ei voi saada arvoja +oo.

Nyt luovutaan naistd ehdoista, jolloin tarkastellaan epdoleellisia inte-
graaleja:

- integroimisvali on dareton tai

- integroitava funktio eli integrandi on rajoittamaton.

Molemmat tapaukset hoituvat raja-arvoa hyédyntamalla.

Esimerkki (integroimisvali daretén) Maarita

“1 *1 “ 1

Saadaan
©q1  b>1 b1 b =90
j —dx = lim | —dx=lim / Inx = lim[Inb—In1]
1 X b—oo 1 X —>o<>1 b—oo

= limIlnb =
b—>oo

. (oo 1 .
Sanotaan, ettd integraali floo;dx hajaantuu. Edelleen

001 k>1 kl k 1 1 1
[meZm ] et ) 5= m[ ()

=1 1 ! =1
_kl—{lgo _k =
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Sanotaan, ettd integraali floox—lzdx suppenee. Edelleen
o a>1 a 1 a ;
——dx = i ——dx = 1li — . x3/4
J-l x1/4 dx (ll—l;ro}o 1 x1/4 dx (ll_r)l;lo / 3 x
1
4 4 4 4
= lim |23 2 3] =y _.‘3/3__>:
Jm|zrem30l ] Jm, (3 ¢ T3) =
Sanotaan, etta integraali flooxl—l/dtdx hajaantuu. Mita havaitaan - kat-
. . . 11 1
sotaan x:n eksponentteja! Nehan olivat 1,2 ja 1/4 koska (;, T x1/4).

Yleisesti patee
°°i dx hajaantuu, kun0<n<1
;X" suppenee, kunl<n

Entapa

J._O:O fx)dx ?

Kun integroimisvalindg on ]—oo,00[, niin etsitddn sellainen kohta x,
jossa funktio f on hyvin madritelty ja hydodynnetddn maaratyn inte-
graalin ominaisuutta

b c b
ff(x)dxsz(x)dx+ff(x)dx, missia<c<b.

Siis

f_o;f(x) dx fj:f(x) dx + fxoof(x) dx

X0 b
= lim f f(x)dx + limf f(x)dx
a—>—oo b—-oo
a X0

Jos funktiona on f: f(x) = ﬁ, niin kohdaksi x, voidaan valita mika
tahansa kohta (f hyvin maaritelty Vx € R). Saadaan (xo = 0)

foo X e tim [ =Y et tim [ =g
X = m X 1m X =...
X% 41 a—-w J, x2+1 b Jo xZ2+1

T 1 . 1 _ e
= al_l)r_noo[O —3In(a® + D]+ gl_rﬂo[iln(bz +1) — 0] = —0 + o0 = ei madr
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Mutta huomaa, etta maaratty integraali

10
X
f10x2 —dx = [3In(10% + 1) —2In((-10)> + 1)] = 0

x
x2+1

Eli kaikilla reaalisilla arvoilla c patee f_cc dx = 0. Tahan palataan.

Lasketaan tahan valiin teht. 201, 202 ja 208.

Esimerkki (funktio rajoittamaton) Maarita

11d 11d 11d
j;;x, foﬁx, me

Saadaan
117 a<1 1 1 <0
f —dx = lim | —dx= lim / Inx= lim [In1—Ina]
0 X a-0+ ), x a0+ as0+

= lim —lna =
a—-0+

v 11 .
Sanotaan, etta mtegraallf0 ;dx hajaantuu. Edelleen

11 .
Sanotaan, ettd integraali fo x—zdx hajaantuu. Edelleen

1 a<i 11 14
f ——dx = lim | —=dx = lim /§-x3/4

0 x1/4 a—-0+ a x1/4 a—>0+a
4 4 4 4-Va3\ 4
= lim [—-13/4——-a3/4]= lim (—— >:—
a-0+ |3 3 a-0+ \3 3 3
Sanotaan, ettd integraali folxl—l/‘}dx suppenee. Mitad havaitaan - kat-
. T . 11 1
sotaan x:n eksponentteja! Nehan olivat 1,2 ja 1/4 koska (;, T m).
Yleisesti
1 hajaantuu, kunl <n Eli toisinpain, kuin
o X" x suppenee, kun0 <n <1 - Vvalilla[1, o[,
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Paloittelu tarvittaessa niin moneen osaan kuin tarvetta.

Esimerkki Maarita f_l\/rgdx, kuvaaja alla. Havaitaan, ettd on-

gelmakohdatovatx = 0jax = 1.

A

~20 0.5 e
-5
Integrointi antaa, kun on valit [—1,0], ]O, ;] ja E, 1[
1
1 In|x| O In|x| e+ jxf’:E In|x| e+ fl In|x| p
X X X
v1—x 1V1l—x 0 1—x xo:% 1—x
1
y In|x| . (%72 In|x| A+ li ¢ In|x| 4
= 11im m X m X
a—-0— \/ — x b—>0+ b V1—x c-1— xoz%‘u —x
laskin
= =2In(2-V2+3)-4-V2~-2131
Periaatteessa kaksi viimeista integraalia voisi yhdistaa, eli
1
i *0=7 In|x| dx + 1 ¢ In|x| " ¢ In|x|
im x + lim x = lim X .
b0+ J, 1—x co1- x0=% 1—x g:é; b \/m
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Muutama mielenkiintoinen
epaoleellinen integraali

®sinx Muista limSiﬂ = 1, toisaalta sini on rajoitettu,
I = dx. x-0 X
0

. .. sinx
joten lim —= = 0.
X—00 x

®sinx : OSINT. 1 — cosx
I= | de=11m1ab = J s x
1—cosb 1—cosa —cosx
ab _L b f
-0, kunb—)oo -0, kuna—>0 onko selva?
- U'Hospital

-0.5

— X
R [iF/d

bsinx b1d(—cosx +C

. X dx

“sinx T e X e X .
I = dx = —. Koska sinin integraali on miinus kosini plus C (valitaan
0

X 2 C:ksi ykkdnen).

Muutama mielenkiintoinen
epaoleellinen integraali

J 2u cos(u?) du.
0

\ \;“ G""”WH
PV VTV

Mita tassa tapahtuu?
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