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LUKUJONON RAJA-ARVQ #eowsss s

Maaritelma, lukujonon suppeneminen kohti raja-arvoa:
Lukujono, eli funktio, (a,,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos sen termit
a, saadaan mielivaltaisen Idhelle lukua a, aina kun indeksi n valitaan
riittavan suureksi. Talléin merkitaan

lim a, = a, a€R tai a,-aq kunn — 0.

n—->oo

Jos lukujono ei suppene, se hajaantuu (kohti +oo tai —co).

Huomautus Lukujonoilla on mielekasta tutkia raja-arvoa vain kun
n — oo, eika esimerkiksi kun n = n; (eli jotain tiettya indeksia).

Esimerkki Lukujono
a) (1,2,3,4,...) hajaantuu ja lim a, = "©”,
n—-0o
111 L _
b) (1,5,5,2, ) suppenee ja 1111_1)1;10 a, =0,
c) (1,-11,-1,..) hajaantuu ja lim a, = ei maiaritelty.
n—-0o

Huomautus Voidaan osoittaa, ettd mikali lukujonon raja-arvo on ole-
massa (siis jokin reaaliluku), niin se on yksikdsitteinen. Eli lukujonolla
voi olla vain yksi raja-arvo.

Miten lukujonon raja-arvo kdytannossa maaritetaan (lasketaan)?
Voidaan hyddyntaa differentiaalilaskennan tydkaluja, eli tarkastellaan
lukujonoa vastaavaa funktiota ja sen ominaisuuksia kuten aitoa mono-
tonisuutta jne. Tai muokataan yleista termia, jotta rajankdynti onnis-
tuu, ("huijataan”).

1

Esimerkki a)Kuna, =2+ 1_ >, niin lim a, = 2, silla 1, 0 ja
n n n—oo n
1

nZ — 0, kunn — oo. Jaetaan rajankayntia var-

ot <, s o 0 e e
tassa n?:lla.
5n2 —3n+2
2712——1 = E, kunn - o,
2




Esimerkki (jatkuu) Rajankdyntia varten juurista on pddstava
m—vnZ+z .. eroon. Hyddynnetdan nelididen erotus-
c)Kunc, = Ty Min.. ta, elia® — b2 = (a + b)(a — b).
2n—Vnz+2 (2n—vn2+2)(2n+Vn2 +2)
2n+vVn? 42 (2n+1/n2+2)2
4n? — (n? + 2)

Nyt ei tarvitse ottaa B ( jz 2
n:n itseisarvoa, kos- 4n? + 4n 1+ ﬁ) + (nz + 2)

ka indeksinn on aina

positiivista! 3n2 -2
2 2 2
Snc+4n‘ [1+—5+2
n
3n? 2
i n2 n? 3 1
Nelidjuurensisddan = - =-, kunn — oo
jaavain 1, ja muu- 4n? |1 0 5+4 3
ten samoin kuin 5n?2 n 2
ed. kohdassa. + =+

n? n? n?

Huomautus Rajankdynnissa dla sekoita kahta eri merkitsemistapaa,
siis joko

vakio
too ’

missa limes-merkinta pitaa olla jokaisen yhtasuuruus-merkin jalkeen!

lim a,, = lim "jotain" = lim "jotain sievennettyd" = {
n—o n—oo

n—-oo

tai

o . . vakio
a, = jotain = jotain sievennettya — Yoo kunn - .

Ei ndin
lim a,, = jotain = lim "jotain sievennettyd" = {va 0, kunn — oo.
n-oo n-oo +oo
Esim. 2

y y 5n*—3n+2 5 I

im =lim——7+—= ..=% nn— o
n—oo n n—oo 2n2 —1 2’ unn

Eikd mitdan muuta sekoitusta.
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Lause, raja-arvoja lukujonoille:
Vakiojonon raja-arvo on kyseinen vakio, siis

Muistan > 0!

limc=c.
n—>0o

Indeksijonon raja-arvo on dareton, siis

limn =o0.
n—oo

Potenssijonon raja-arvo on dareton, siis
Kasvu on hidasta kun
lim nk = oo, k>0. 0<k<1,

n—oo . .
o . i mutta kasvua kuitenkin.
Harmonisen jonon raja-arvo on nolla, siis

1
lim—-—=0.
n-oon
Ja ) lImi6 nakyy heikos-
. _ ti, jos k > 0 on hy-
Todistus Sivuutetaan. ,lll_r,rgon_ =0, k> 0. VinJ l3hell3d nollaa Y

Lause, raja-arvoja laskusaantoéja lukujonoille (kuten funktioille):
Jos lim a, = aja lim b, = b, niin

n—-oo n—-oo

limc-a, =c-lim a, = ca, Vakiotekijain siirto.

n—-oo n—-oo

. . . Summan raja-arvo on
lim (a, + b,) = lim a, + lim b, = a + b, : )
n—oo n—oo n-oo raja-arvojen summa.

lim a,b, = lim a, - lim b, = ab. Tulon raja-arvo on
n—-oo n—co n—co raja-arvojen tulo.

Jos lisdksi b # 0 ja b, # 0 kaikilla n € Z, niin

an lim a, 4

lim 2 =nze ~ _ Osamadran raja-arvo
nowb,  limb, b on raja-arvojen osam.
n—-oo
Todistus Sivuutetaan.

Voidaan osoittaa (&, ng)-tekniikalla, ettd mikéli lukujonon (darellinen)
raja-arvo on olemassa, se on yksikdsitteinen. Siis lukujonolla voi olla
vain yksi (darellinen) raja-arvo! Tama siis kertauksena.
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