DIFF.&INT.LASK. JAT-

L’HOSpitalzn s3anto KOKURSSI, MAAL3

”"Nolla per nolla” ja "aaretdon per aareton” tyyppisia raja-arvoja voi-
daan tiettyjen oletusten vallitessa maarittaa L'Hospitalin sédédnnélla.
Tatd menetelmaa El kuitenkaan saa kayttaa YO-kokeissa, ellei todista
sita.

Lause, differentiaalilaskennan yleistetty vdliarvolause, Y.L.V.A.L.:
Olkoot funktiot f ja g jatkuvia suljetulla valilld [a, b] ja derivoituvia
avoimella valilla ]a, b[. Talldin valilld ]a, b[ on ainakin yksi sellainen
kohta &, etta

f'© () — g(@) = g'©O(f () - f(@)).

Todistus Rollen lauseen oletus f(a) = f(b) = 0 lievennetyssa
versiossa f(a) = f(b) huomioiden tarkastellaan funktiota h

h() = (f(0) = f(@) - (g() — g(@) + (g(b) = g()) - (f () - f(@))

Mista tuollainen funktio otetaan/ 16ydetdan? TIIMARIstako? Hyva ky-
symys. Se on yrityksen ja erehdyksen / valistuneen arvauksen tulosta.

Nyt h on jatkuva suljetulla vélilla [a, b] ja derivoituva avoimella valilla
]a, b[. Lisdksi

h(a) = (f(a) = f(@) - (9(b) — g(@) + (9(®) — g(@)) - (f(b) — f(@)),
=0
h(b) = (f(b) — f(@) - (9(b) — g(@)) + (g(b) — g(b)) - (f(B) — f(@)),
=0

eli h(a) = h(b) (Rollen lauseen lievennys).
N&in ollen 3 & € ]a, b] siten, ettd h'(§) = 0, eli
W = £ (9(b)—g@)-g'@©-(f(b) - f(@) =0
= ') -(gb) - g(@) = g'©®) - (f(b) — f(a))
Jos lisaksi g'(x) # 0 Vx € ]a, b[, niin

'@ _fb)~f@
9'@® gb)—-gla)
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Lause, L'Hospital:

Olkoot funktiot f ja g madriteltyja ja derivoituvia kohdan x, erddssa
ympadristossa tata kohtaa mahdollisesti lukuun ottamatta. Oletetaan
vield, ettd g'(x) # 0 tdssa ymparistossa.

Jos
lim f(x) =0, lim g(x) =0,
X—Xg X—=Xg
seka raja-arvo
lim [ = C on olemassa,
X—Xg g (x)

niin (VAITE)

lim fx) _ lim &) _
X=X g(x) x-x9 g’ (x)

Eli funktioiden osamaaran raja-arvo on derivaattojensa osamaaran ra-
ja-arvo.

Todistus Olkoon F funktio, joka on muuten sama kuin f, mutta
F(xo) = 0, samoin olkoon funktio G kuten funktio g, mutta G(x,) =
0.

Tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja, ensin oikeanpuoleinen ja va-
semmanpuoleinen menee vastaavalla tavalla, eli sita ei tehda.

Olkoon siis xy < x ja tarkastellaan oikeanpuoleista raja-arvoa

lim+ . Sisaltykoon vali ]xg, x[ funktioiden f ja g maarittelyjouk-
X—Xg

koon (eli kyseiseen ymparistéon). Talloin F ja G toteuttavat Y.LV.A.L.:n
oletukset valilla [x, x].

Nain ollen
kuten f 1arvo

f@) _ FG) —FlG) YA &) kol (&)
90~ @) -Gy &) I’

kuten g 1 arvo

missa siis xy < &, < x.
Koska g'(x) # 0 ja ehdosta x — x, seuraa &, — X, niin
fG_ )
lim 5 <=
Ao+ (0wt g (%)

Vastaavalla tavalla vasemmanpuoleinen raja-arvo.



Esimerkki

a)

b)

Maarita 11n1 OIkoonf f(x) =x¥ -1 = f'(x) = 15x'* ja vastaavasti
g: gix) =x1* -1 = g'(x) = 14x13. Talldin f ja g ovat jatkuvia ja derivoituvia
(derivaatatkin jopa jatkuvia), f(1) = g(1) = 0ja g'(x) # 0 kaikilla x € ]0,2[.

x5-1 ) LHOSpltal £ .. 15x* 15

L’Hospital = llm vy }cl—rgg(x) = )lcl—rg T = }}E}m =4

R, i . 0
Maarita llm 2 tama on —-tilanne.
x-0 0

fx)=1+x—¢e", flx)=1-¢€*

g(x) =2x%  g'(x) =4x # 0,kunx # 0
£ L" Hospltal £

L'Hospital = lim —= = lim—= = = lim =% edeIIyttaen etta vii-
x—0 g(x) x—>09'(x)  x-0 2x

meinen raja-arvo on olemassa. Tilanne ei parantunut, edelleen o —tilanne. So

velletaan L'Hospitalia funktioihin f” ja g’, jotka ovat jatkuvia ja derivoituvia.
Nyt siis

f'x) =—e*  g'(x)=4#0,vx€R
P @ g et 1

(x) (X) . ; —_2
g(x) x—0 g’ (x) 31(11)1(1) g }cl—r}}) 4 4

II} o
II} o

L'Hospital = 11m
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