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L’Hospital:n sääntö
DIFF.&INT.LASK. JAT-
KOKURSSI, MAA13

”Nolla per nolla” ja ”ääretön per ääretön” tyyppisiä raja-arvoja voi-
daan tiettyjen oletusten vallitessa määrittää L´Hospitalin säännöllä.
Tätä menetelmää EI kuitenkaan saa käyttää YO-kokeissa, ellei todista
sitä.

Lause, differentiaalilaskennan yleistetty väliarvolause, Y.L.V.A.L.:
Olkoot funktiot 𝑓 ja 𝑔 jatkuvia suljetulla välillä 𝑎, 𝑏 ja derivoituvia
avoimella välillä 𝑎, 𝑏 . Tällöin välillä 𝑎, 𝑏 on ainakin yksi sellainen
kohta 𝜉, että

𝑓′ 𝜉 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎 = 𝑔′ 𝜉 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎 .

Todistus Rollen lauseen oletus 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 = 0 lievennetyssä
versiossa 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 huomioiden tarkastellaan funktiota ℎ

ℎ 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑎 ∙ 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎 + 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑥 ∙ 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

Mistä tuollainen funktio otetaan/ löydetään? TIIMARIstako? Hyvä ky-
symys. Se on yrityksen ja erehdyksen / valistuneen arvauksen tulosta.

Nyt ℎ on jatkuva suljetulla välillä 𝑎, 𝑏 ja derivoituva avoimella välillä
𝑎, 𝑏 . Lisäksi

ℎ 𝑎 = 𝑓 𝑎 − 𝑓 𝑎

=0

∙ 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎 + 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎 ∙ 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎 ,

ℎ 𝑏 = 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎 ∙ 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎 + 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑏

=0

∙ 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎 ,

eli ℎ 𝑎 = ℎ 𝑏 (Rollen lauseen lievennys).

Näin ollen ∃ 𝜉 ∈ 𝑎, 𝑏 siten, että ℎ′ 𝜉 = 0, eli

ℎ′ 𝜉 = 𝑓′ 𝜉 ∙ 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎 − 𝑔′ 𝜉 ∙ 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎 = 0

⟹ 𝑓′ 𝜉 ∙ 𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎 = 𝑔′ 𝜉 ∙ 𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

Jos lisäksi 𝑔′ 𝑥 ≠ 0 ∀𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 , niin

𝑓′ 𝜉

𝑔′ 𝜉
=
𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

𝑔 𝑏 − 𝑔 𝑎
.
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Lause, L´Hospital:
Olkoot funktiot 𝑓 ja 𝑔 määriteltyjä ja derivoituvia kohdan 𝑥0 eräässä
ympäristössä tätä kohtaa mahdollisesti lukuun ottamatta. Oletetaan
vielä, että 𝑔′ 𝑥 ≠ 0 tässä ympäristössä.
Jos

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 0, lim
𝑥→𝑥0

𝑔 𝑥 = 0,

sekä raja-arvo

lim
𝑥→𝑥0

𝑓′ 𝑥

𝑔′ 𝑥
= 𝐶 on olemassa,

niin (VÄITE)

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
= lim

𝑥→𝑥0

𝑓′ 𝑥

𝑔′ 𝑥
= 𝐶.

Eli funktioiden osamäärän raja-arvo on derivaattojensa osamäärän ra-
ja-arvo.
Todistus Olkoon 𝐹 funktio, joka on muuten sama kuin 𝑓, mutta
𝐹 𝑥0 = 0, samoin olkoon funktio 𝐺 kuten funktio 𝑔, mutta 𝐺 𝑥0 =
0.

Tarkastellaan toispuoleisia raja-arvoja, ensin oikeanpuoleinen ja va-
semmanpuoleinen menee vastaavalla tavalla, eli sitä ei tehdä.

Olkoon siis 𝑥0 < 𝑥 ja tarkastellaan oikeanpuoleista raja-arvoa
lim

𝑥→𝑥0+
. Sisältyköön väli 𝑥0, 𝑥 funktioiden 𝑓 ja 𝑔 määrittelyjouk-

koon (eli kyseiseen ympäristöön). Tällöin 𝐹 ja 𝐺 toteuttavat Y.L.V.A.L.:n
oletukset välillä 𝑥0, 𝑥 .
Näin ollen

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
=

ฑ𝐹 𝑥

kuten 𝑓

− 𝐹 𝑥0

1 arvo

ถ𝐺 𝑥
kuten 𝑔

− 𝐺 𝑥0
1 arvo

ฎ=
Y.L.V.A.L. 𝐹′ 𝜉𝑥

𝐺′ 𝜉𝑥
ฎ=

𝜉𝑥∈ 𝑥0,𝑥 𝑓′ 𝜉𝑥
𝑔′ 𝜉𝑥

,

missä siis 𝑥0 < 𝜉𝑥 < 𝑥.

Koska 𝑔′ 𝑥 ≠ 0 ja ehdosta 𝑥 → 𝑥0 seuraa 𝜉𝑥 → 𝑥0, niin

lim
𝑥→𝑥0+

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
= lim

𝑥→𝑥0+

𝑓′ 𝑥

𝑔′ 𝑥
= 𝐶.

Vastaavalla tavalla vasemmanpuoleinen raja-arvo.
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Esimerkki

a) Määritä lim
𝑥→1

𝑥15−1

𝑥14−1
. Olkoon 𝑓: 𝑓 𝑥 = 𝑥15 − 1 ⟹ 𝑓′ 𝑥 = 15𝑥14 ja vastaavasti

𝑔: 𝑔 𝑥 = 𝑥14 − 1 ⟹ 𝑔′ 𝑥 = 14𝑥13. Tällöin 𝑓 ja 𝑔 ovat jatkuvia ja derivoituvia

(derivaatatkin jopa jatkuvia), 𝑓 1 = 𝑔 1 = 0 ja 𝑔′ 𝑥 ≠ 0 kaikilla 𝑥 ∈ 0,2 .

L´Hospital⟹ lim
𝑥→1

𝑥15−1

𝑥14−1
= lim

𝑥→1

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
ฎ=

L´Hospital

lim
𝑥→1

𝑓´ 𝑥

𝑔´ 𝑥
= lim

𝑥→1

15𝑥14

14𝑥13
=

15

14
.

b) Määritä lim
𝑥→0

1+𝑥−𝑒𝑥

2𝑥2
, tämä on 

0

0
-tilanne.

𝑓 𝑥 = 1 + 𝑥 − 𝑒𝑥, 𝑓′ 𝑥 = 1 − 𝑒𝑥

𝑔 𝑥 = 2𝑥2, 𝑔′ 𝑥 = 4𝑥 ≠ 0, kun 𝑥 ≠ 0

L´Hospital⟹ lim
𝑥→0

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
ฎ=

L´Hospital

lim
𝑥→0

𝑓´ 𝑥

𝑔´ 𝑥
= lim

𝑥→0

1−𝑒𝑥

2𝑥2
edellyttäen, että vii-

meinen raja-arvo on olemassa. Tilanne ei parantunut, edelleen 
0

0
-tilanne. So

velletaan L´Hospitalia funktioihin 𝑓’ ja 𝑔’, jotka ovat jatkuvia ja derivoituvia. 
Nyt siis

𝑓′′ 𝑥 = −𝑒𝑥, 𝑔′′ 𝑥 = 4 ≠ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ

L´Hospital⟹ lim
𝑥→0

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
ฎ=

L´Hosp.

lim
𝑥→0

𝑓´ 𝑥

𝑔´ 𝑥
ฎ=

L´Hosp.

lim
𝑥→0

𝑓´´ 𝑥

𝑔´´ 𝑥
= lim

𝑥→0

−𝑒𝑥

4
= −

1

4
.


