DIFF.&INT.LASK. JAT-

Jatkuvien ja derivoituvien funk- roxurss, maass
tioiden yleisia ominaisuuksia, vol2

Palautetaan mieleen 7.-kurssilta tarkeat lauseet!
Lause, Bolzano:

Jos funktio f on jatkuva suljetulla vililla [a, b] ja saa valin paatepisteis-
sa erimerkkiset arvot, niin funktiolla f on ainakin yksi nollakohta valil-

ld ]a, b[, katso kuva. \/\

Esimerkki Osoita, etta polynomilla . —>
b
P(x) =x*>—4 @ b
on vahintdan 2 reaalista nollakohtaa.

Ratkaisu Nyt

P(0)=0%2—-4=—-4
ja seka suurilla ettd pienilld muuttujan x arvoilla P(x) = x> — 4 > 0.
Nain ollen riittaa I6ytaa jotkin arvot.

Kunx = 10 jax = —10, niin
P(10) =100—-4=96>0
P(—10)=100—-4=96>0

ja talléin Bolzanon lauseen nojalla (kaikki polynomit ovat jatkuvia kai-
killa suljetuilla valeilld) avoimilla valeilla ]—10, 0[ ja ]0, 10[ on ainakin
yksi nollakohta => siis polynomilla P on vahintaan kaksi nollakohtaa.

Huomautus Bolzano yhdessd aidon monotonisuuden kanssa (jolla-
kin suljetulla valilld [a, b] korkeintaan yksi n‘E)IIakohta) takaa tasmal-
leen yhden nollakohdan! fl) =M

Otetaan sitten toinen tarkea lause.

1
1
%

Lause, jatkuvan funktion dariarvolause: ||’

Suljetulla valilla [a, b] jatkuva funktio saa | :
aina (ts. saavuttaa) suurimman, merki- E .i
taan fhax tai M, ja pienimman, merki- a x; X5 b
taan fiin taim, arvonsa.

Lisaksi funktio saa (valilla [a, b]) kaikki arvot suurimman ja pienimmaén
arvon valilta.
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Huomautus Bolzano ja ddriarvolause vaativat suljetun valin.
Esimerkki Funktio :]0,1] » R: x +— i ei saa suurinta arvoaan.
Esimerkki Funktio f:[—1,1] » R:x l—>§ saa paatepisteissd eri-
merkkiset arvot mutta f:113 ei ole nollakohtaa vililla [—1,1].

Siirrytaan sitten yhteen tarkeimmista derivaatan sovelluskohteesta.
Valiarvolause

Lause, Rolle:

Olkoon funktio f jatkuva suljetulla valilla [a, b] ja derivoituva vastaa-
valla avoimella vililld ]a, b[. Jos f(a) = f(b) = 0, niin avoimella valil-
I4 ]a, b[ on ainakin (saa olla useampi) yksi sellainen &, ettd f'(¢) = 0.

Todistus ”Kuva” -> tai katso kirja. y=fx)
Huomautus Oletus f(a) = f(b) = & b
0 voidaan lieventad muotoon >
ANV
fla) =f(b).

Rollen lausetta tarvitaan differentiaalilaskennan valiarvolauseen todis-
tuksessa. Valiarvolausetta kayttden funktiota voidaan tutkia derivaa-
tan avulla.

Lause, vdliarvolause:

Olkoon funktio f jatkuva suljetulla valilla [a, b] ja derivoituva vastaa-
valla avoimella vélilld ]a, b[. Talloin avoimella vélilld ]a, b[ on ainakin
yksi sellainen &, etta

fb) = f(a)

1) =—5—

ff)b-—a)=fb)-f(a) .
A

Todistus Hieman toisentyyp-

pinen kuin kirjassa: f(b)

Sekantin eli suoran yhtalo on:

O =@
b—a

kulmakerroin

y—f(a)=
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josta
y = f(a) + M( —a).
Kayran y = f(x) ja sekantin y-koordinaattien erotus on funktio g:
90 = fx) - (f( )OS, a>>
b
960 = f@) — fl@) - LOTD g
Funktio g toteuttaa Rollen lauseen ehdot, katso seuraavan dian kuvat:
(
9@ =f(a) - f(a) —M( —a)
:O_M 0=0 3¢ €la,bls.e.
* b-a T g©=o0
gb) = f(b) - f(a )—M(b— a)
L =fb) —f(a) - f(b)+f(a)—0

Toisaalta derivaatta

b
0= =r@-LELD
joten
fb) - f(a) ooy J () — f(a)
-7 =0 = [fO="—7""

f(b)

fla)

Huomautus Viliarvolause = & on olemassa, mutta sen tarkka maa-
rittdminen vain erikoistapauksissa!



. . . 1 .
Esimerkki Funktio f: f(x) = Ex3 — x toteuttaa valiarvolauseen

ehdot, silla polynomifunktiona se on jatkuva ja derivoituva kaikkialla.
Tarkastellaan vélia [0,4] ja maaritetdan &.
1

@5 _(764-4)-© 43 1

VAL = [ =—F—fF—= — =2 =2

Toisaalta

ey = 3. Lo
joten

== = =+
3 E

w
[N
(@)
|
[N
s
Q
N
w
(a»)
O

1 1
—2—1=— el 2=

Josta negatiivinen arvo hylatian, valina oli siis [0,4].

Esimerkki Osoita V.A.L.:n avulla, etta
1 1
—<V66—-8<—-.
9 8
Esimerkki Osoita V.A.L.:n avulla, etta
1 1
—<V66—8<—.
9 8
Todistus Tarkastellaan funktiota f: f(x) = v/x, jolloin derivointi

C ) =
antaa f: f'(x) = N
Edelleen V.A.L.:a kdyttden saadaan

V66 — 8 = V66 — V64 = f'(§)(66 — 64), £ €]64,66].
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DIFF.&INT.LASK. JAT-

Valiarvolauseen kayttoa roxurss, maas

Lause, sivu 41:

Olkoon funktio f jatkuva kohdassa x, ja derivoituva xj:n aidossa

ymparistéssa. Jos derivaatan raja-arvo lim f'(x) on olemassa, niin f
X—Xg

on derivoituva myds kohdassa x ja

F'(xo) = lim f/(x) .

Todistus Nyt V.A.L.:n ehdot ovat voimassa jossakin kohdan x, ympa-
ristdssa. Kun lim f'(x) on olemassa, merkitaan sita C:113, C € R, niin

f(xo+h) = f(xo) V,'-é;]“' f’(f)((xo +h) — xo) = F1)
(xo + h) — xg a (xo + h) — xg - ’
missa & € |xg, xo + h[. Kun nyt h = 0, niin & = x, ja
Siis

, m,-iir' . f(xo+h)— f(xo) V;é;]“'
f'(x0) = xllgclo (xg+h) —x9

Jim f1@®) =¢. f'xg) =C

Vakiofunktion derivaatta on nollafunktio. Onko kddnteinen vaite totta,
eli jos f:n derivaatta on nolla, niin onko f vakiofunktio?

Tarkastellaan funktiota y
1

X -1, kunx < 0 >

H -1 X

f:f(x)zmz{ 1, kunx >0

Huomaa, ettd funktiota ei ole maaritelty 0:ssal

Nyt f:lla ei ole raja-arvoa origossa, mutta f on jatkuva madrittelyjou-
kossaan, eli V x € R\{0}. Selvasti (onko? ... on, f on vakio) f on deri-
voituva ja f” on nollafunktio, mutta f ei ole vakiofunktio!

Kdanteinen tulos (dian yldosassa esitettyyn tilanteeseen) on kylla voi-
massa, jos f:n madrittelyjoukko on vdili.

Lause, integraalilaskennan peruslause:

Olkoon funktio f jatkuva suljetulla vililla [a, b] ja derivoituva avoimel-
la valilla ]a, b[. Jos f'(x) = 0 Vx € ]a, b[, niin f on vakiofunktio valilla
[a, b].



Lause, integraalilaskennan peruslause:

Olkoon funktio f jatkuva suljetulla vililld [a, b] ja derivoituva avoimel-
la valilla ]a, b[. Jos f'(x) = 0 Vx € ]a, b[, niin f on vakiofunktio valilla
[a, b].

Todistus Olkoon a < x < b. Viliarvolauseen oletukset ovat voi-
massa, joten valilld [a, b] patee

fx)—f(a)=f'(E)(x—a), missia<é<x.
Koska

f'(€) =0,

fx)—f@=0-(x—a)=0,
eli f(x) = f(a). Siis funktio f on vakiofunktio valilld [a, b].

niin

Miten taa liittyy integraalilaskentaan? Hyva kysymys...yhtaan integraa-
lia ei ole nakyvissa.

Palautetaan mieleen...

Olkoon funktio f maaritelty tietylla valilla I. Jos F on f:n erds inte-
graalifunktio ja C € R, niin f:n kaikki integraalifunktiot ovat muotoa
F+C.

Todistus Olkoot F ja G funktion f integraalifunktioita tietylla va-
lilld I ja C € R vakio. Pitda osoittaa, etta G = F + C.

Koska F ja G ovat f:n integraalifunktioita, niin maaritelman nojalla
F' = f = G'. Eli F ja G ovat jatkuvia koska ovat derivoituvia.

Muodostetaan erotusfunktio h :== G — F, joka on jatkuva kahden jat-
kuvan funktion erotusfunktiona. Nyt

D(h(x)) = D(G(x) = F(x)) = G'(x) = F'(x) = f(x) — f(x) =0,
joten h on vakifunktio,eliG = F + C.
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