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DIFF.&INT.LASK. JAT-

Derivoituvuus ja jatkuvuus oKvRss: maats

Kertausta:
Derivoituva funktio on aina jatkuva, mutta jatkuva funktio ei ole valt-
tamatta derivoituva

Todistus Derivoituvuus = jatkuvuus kohdassa x = x, tehty
aiemmin, katso moniste tai kirja.
Jatkuvuus # derivoituvuus kohdassa x = x,, perus-
esimerkkind itseisarvofunktio f: f(x) = |x| origossa.

Toisin sanoen jatkuvuus on vilttdmdton muttei riittévé ehto derivoitu-

vuudelle.
(Kuten kummisetdni totesi erdalla hiihtoreissulla: “Opeopinnot ovat valttdmatén muttei riit-
tava ehto hyvdksi opettajaksi tulemiselle.”)

Maaritelma, toispuoleiset derivaatat:
Funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa x on

r BT f(x+h)—f(x)
f—(x)_hli%l— (x+h)—x '

Ja funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa x, on

o faHR) - f()
f+(x)—hll)r(r)1+ (x+h)—x

Esimerkkeja T—87 a) T—84 T—98, tehddan taululla



DIFF.&INT.LASK. JAT-

Jatkuvien ja derivoituvien roxusss, maas
funktioiden yleisia ominaisuuksia

Lokaalit = paikalliset ja globaalit = yleiset ominaisuudet.

Madaritelma (hieman ”ontto”):

Sanotaan, ettd funktio f on kasvava kohdassa x, jos x:1ld on sellainen
ymparistd, jossa f on kasvava. Vastaavasti vaheneva. Yleisesti monoto-
ninen (siis joko kasvava tai vaheneva).

Huomaa, ettd kyseessd on f:n lokaali eli paikallinen ominaisuus.

Esimerkkeja Kuulukoot x4 ja x, x:n ymparistdéon. Talldin, kun
x1<x;, = f(x) < f(x2),

niin f on kasvava. Jos taas

x1<x; = [f(x1) = f(x2),
niin f on vdheneva.

Edelleen, kun
x1<x; = [f(x) <fx),
niin f on aidosti kasvava, jarjestys sdilyy (ei yhtdasuuruutta mukana).
Vastaavasti, kun
x1<x; = [f(x1) > f(x2),
niin f on aidosti vaheneva, jarjestys kaantyy.

Palautetaan mieleen, ettd x on f:n minimikohta, jos f(x) on f:n pie-
nin arvo erddssa x:n ymparistossa ja maksimikohta, jos f(x) on f:n
suurin arvo tallaisessa ymparistdssa. Yleisesti nama ovat f:n ddriarvo-
kohtia. Adriarvokohtia sanotaan lokaaleiksi tai globaaleiksi.

globaali ja lokaali maksimi

lokaali maksimi ) o
ei lokaalia maksimia ei lokaali minimi
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lokaaleja minimeja
[]
a b

v

12.11.2018



Lause, funktion lokaali monotonisuus:

Olkoon funktio f derivoituva kohdassa x. Jos f’(x) > 0, niin f on tas-
sa kohdassa aidosti kasvava. Jos f’(x) < 0, niin f on tdssa kohdassa
aidosti vaheneva.

A A

y Y

>

/ X X X X

Todistus Koska

li f(x1) = f(xz)
im ——————

X17Xp xl —_ x2

= f'(xz) >0,

fe)—f(xz)
X1—X2
mittdjan pitaa olla samanmerkkiset, jotta osamaara olisi > 0.

niin x,:lla on ymparisto, jossa > (. Talléin osoittajan ja ni-

Mutta tamahan tarkoittaa sitd, etta joko y t
X
0 >x = fa)>fig), 1O

tai f(xz)
X, >x1 = flx) > fxy),

tdma on aidon kasvavuuden ehto. Toi-

nen osa vastaavasti. / X X, X

Huomautus Kaadnteinen tulos ei pida paikkaa, eli aidosta lokaalista
kasvusta ei valttamatta seuraa derivaatan positiivisuus (vahenemisesta
negatiivisuus).

Esimerkkejia a) Funktiolle f:R - R, f(x) = x3 on f'(0) = 0, mutta
f on aidosti kasvava kaikilla x.

b) Funktiolle f: R = R, f(x) = x2 on f'(0) = 0. Nyt x = 0 on f:n lo-
kaali ja globaali minimi.

2 cinl
x“sin—, kunx # 0 on f'(0) = 0,
0, kunx=0
aariarvo

mutta f ei ole monotoninen origossa eika origo ole mydskaan f:nkohta

¢) Funktiolle f:R-> R, f(x) =

12.11.2018



12.11.2018

Edellisesta lauseesta seuraa valttamaton ehto dariarvokohdalle.

Lause, derivaatan nollakohtalause:

Olkoon funktio f derivoituva kohdassa x, joka ei ole f:n maarittelyva-
lin (joukon) paate(reuna)kohta. Jos x on dariarvokohta, niin f'(x) = 0.

”Todistus” Kuva.

Huomautus Ehto f'(x) = 0 on siis

valttamaton, mutta ei riittava, katso
edellisen esimerkin c)-kohta.

A

y
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§i[bx=

=

Palataan vield edellisen lauseen tilanteeseen ja annetaan esimerkki
funktiosta, jolle f'(xy) > 0, mutta f ei ole missdan xy:n ymparistossa
(aidosti) kasvava. Suomeksi sanottuna, lauseen tulos on voimassa yh-

dessa kohdassa, ei laajemmin.

Huomautus Ehdosta f'(x,) > 0 ei voi paatelld yleisesti, ettd f olisi
kasvava (aidosti kasvava) missadn xq:n ymparistdssa.

Tarkastellaan funktiota f

2 gin— +2 k 0
_ Jx“sin—+= un x #
fx) = x 2 :
021 0, kunx =0
y
Nyt f ei ole kasvava mis- b
saan origon ymparistos- o y = f(x)
i . 1 '
sa, vaikka f'(0) == > 0.
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Osoitetaan, ettd derivaatta on 1/2.

f(0+h)—f(0)_l. f(h)—0
. = lim—————

h—-0 h

f'(0) = lim

2 .. 1 h
h sing + % 1 1
=lim————= m<h-sin—+§>

h-0 h :llll—>0 h
—limh- sine +lime=0+2 ==
= pmpht sing Himo =0+3=3

N——
-1=<<1
aina

Mita tai miten lause pitaisi sitten muotoilla, jotta saataisiin tosi tulos?

Lause Olkoon f derivoituva kohdassa xj.
1) Jos f'(xy) > 0, niin on olemassa § > 0 siten, ettd

f(x) < f(xo) < f(0), kaikilla xg —d <x <xy <t <xy+6.
2) Jos f'(xy) < 0, niin on olemassa § > 0 siten, ettd
f(x) > f(xo) > f(0), kaikilla xg —§ <x <xy <t <xy+96.

Piirretaan kuva.

Lause Olkoon f derivoituva kohdassa xj.
1) Jos f'(xp) > 0, niin on olemassa § > 0 siten, etta

f(x) < fxg) < f(1), kaikilla xg —d <x <xy <t <xy+6.

»
»

Xg—06 X s xo 1 t Xo+ 6

Siis on olemassa § > 0 siten, ettd kaikilla x ja t, joille patee

Xg—0<x<xyg<t<xg+94
seuraa f(x) < f(xo) < f(t), mutta tdm3 ei tarkoita sitd ettd kaikilla muuttujan
s arvoilla jotka ovat x:n ja xg:n vélissd patisi f'(s) > 0. Aivan hyvin voi olla
f'(s) < 0. Kuitenkin f(s) < f(x,). Ala sekoita funktion arvoja ja derivaatan ar-
vojal

Vastaavasti voi olla sellainen 7, jolle xy <1 <t < xg + &, mutta f'(r) < 0. Kui-

tenkin f(xg) < f(r).



