DIFF.&INT.LASK. JAT-

Kertausta, jou kkoja ja kUVaUkSia KOKURSSI, MAA13

MAARITELMIA ja KASITTEITA:
Merkittya laskutoimitusta, jossa on yksi tai useampi tuntematon tai
pelkkda (reaali)lukua sanotaan lausekkeeksi. Esimerkiksi

|
X —2, 5x +m, 21 18,4, jne.

Kun kaksi lauseketta asetetaan yhtasuuruusmerkillda = yhtasuuriksi,
saadaan yhtdlé. Esimerkiksi

5x — 2 = 4x, V3x =e* -1, jne.
Vastaavasti epdyhtdlét, talloin merkin = tilalla on jokin seuraavista
merkeista: <, >, <, > tai #.

Yhtalot ja epdyhtalot sisaltavat siis muuttujan, usein x, joskus t. Sitd muuttu-
jan x (tai t) arvoa, joka toteuttaa yhtdlon sanotaan yhtdlén ratkaisuksi eli juu-
reksi. Epayhtaloilla on vastaavasti lahes aina ratkaisuvdli tai -véilejé, toisinaan
myos yksittaisia ratkaisuja ratkaisuvali(e)n lisaksi tai sitten erikseen. Yleisesti
a,b,c, ... ovat vakioita (tunnettuja) ja x, y, z, ... muuttujia (tuntemattomia).

Funktio on sédnté/vastaavuus, joka liittdd jokaiseen mddrittelyjou-
kon alkioon tdsmdilleen yhden maalijoukon alkion.

(Maddrittelyjoukon alkio voidaan samaistaa Idhtéjoukon sallittuun alki-
oon.) Siis jokaiselle Idhtéjoukon A sallitulle alkiolle x liitetéiéin tasan
yksi maalijoukon B alkio y. Merkitéién

fi:A=-B, x—y:=f(x),
ja luetaan: “Funktio f joukosta A joukkoon B siten, etta alkio x kuvau-
tuu alkioksi f'(x), joka maaritellaan y:ksi.”

A
B

Alkiota y € B kutsutaan alkion x € A kuvaksi funktiossa f eli kuvapisteeksi ja funk-
tiota kuvaukseksi (englanniksi: function f maps x to y). Muuttuja x on ns. vapaa
muuttuja ja y = f(x) on sidottu, eli y riippuu x:sta.

12.11.2018



12.11.2018

Lahtdjoukko ja maarittelyjoukko seka maalijoukko ja kuvajoukko:

Esimerkki: Tarkastellaan funktiota f: R - R,x — y = o Tasta
nahdaan suoraan lahto- ja maalijoukot. y = f(x)
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Lahtojoukko: R 3
My = Madrittelyjoukko: R\{0}

kuvataan vaaka-akselille

Maalijoukko: R
Ay = Arvojoukko: R\{0}

kuvataan pystyakselille

Joukoille péatee: My c A, usein My = A ja f(A) = Af S B aina. Kuvajoukolle
f(C), kun C € A voidaan kirjoittaa f(C) = {y € B |y = f(x) jollakin x € C}.

Lahto- ja maarittelyjoukko asetetaan usein samaksi tai on sama. Jos
tarkastellaan funktioperhetta (eli useita funktioita), niin talldin voi-
daan sanoa, etta kaikille funktioille 1ahtéjoukko on esim. A = R, mut-
ta esim.

Z]R_,_, Mf =R =4, Mf3={XEA|X>—1OOO},

maalipuoli

lahtopuoli Tama osa joukosta
A ei kuvaudu funk-
tiossa f mihinkaan.
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Erilaisia funktioita eli kuvauksia:

A. Injektiivinen kuvaus eli injektio on sellainen kuvaus eli funktio, joka
kuvaa eri pisteet eri pisteiksi, ns. “one-to-one” kuvaus. Parempi olisi sanoa:
..kuvaa eri muuttujan arvot eri funktion arvoiksi, kuin eri pisteet eri
pisteiksi. Siis ehdosta x; # x, € A seuraa f(x;) # f(x,) € B.

Esimerkkeja

fR>R x+ x3, on injektio. Eri luvut kuvautuvat eri luvuiksi.

g:R-> R, x> x2, eiole injektio, silli —1 ja 1 kuvautuvat molemmat
1:ksi ja toisaalta luku a ja sen vastaluku —a molemmat kuvautuvat luvuksi
a?, kunhan a # 0, mutta rajoittumafunktio JIR,u{o} eli

g:R, U{0} > R, x+— x?, oninjektio. Muutettiin siis lihtéjoukkoa!

Rajoittumafunktion maaritelma tulee myéhemmin.

Injektiivisyyden osoitus ldhes aina tehddan hyédyntden kontrapositio-lakia
2 kurssi1ll.Elid =B & B = -4
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B. Surjektiivinen kuvaus eli surjektio on kuvaus, ”joka tayttda koko
maalijoukon”. Siis jokaiselle y € B on olemassa jokin x € A (huom. voi olla
useita eri x:ia) siten, ettd y = f(x). Eli f on surjektio jos f(4) = B.

Esimerkkeja

f:R-> R, x+— x3,onsurjektio.

g:R-> R, x+— x?, ei ole surjektio, silldi Ax € A siten, ettd g(x) <0,
mutta

g:R-> R, U{0}, x+— x?, on surjektio. Muutettiin siis maalijoukkoa!

C. Bijektiivinen kuvaus eli bijektio on kuvaus, joka on seka injektio etta sur-
jektio. Bijektiiviset kuvaukset ovat tarkeitd, koska niilla on aina olemassa
kaanteiskuvaus. Muista/Kertaa kurssin 8 asiat.

Esimerkkeja
f:R->R, x+— x3=y,onbijektio, kddnteiskuvauksena

fTLR-R, y— 3y =x.
g:R, U{0} >R, U{0}, x+— x?=1y, on bijektio, kidnteiskuvauksena
g hRLU{0} >R, U0}, y— . y=x

Bijektiivisen kuvauksen (eli funktion) kdanteiskuvaus on myos bijektio! Nain
ollenjos f:A - Bjaf~1:B - A, niin
(Flof)(x)=x  VxE€Aja

FefH»=y, VyEeB.

HUOM! Injektiivinen kuvaus (funktio) on arvojoukolleen bijektio. Eli jos f on
injektio, niin
f:A- f(4)

on bijektio.

Madritelma, funktion rajoittuma eli rajoittumafunktio:

Olkoon f:A - B ja g:C — D sekd C c A. Mikili f(x) = g(x) Vx € C, niin

sanotaan, ettd funktio g on funktion f rajoittuma eli rajoittumafunktio,

merkitédn g = f|c. Esimerkiksi, jos
fx)=x% f:R->R

g(x)=x%  g:[0,00] > R’ niin - g = fjfo,00]-
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KOTITEHTAVAT: Mieti funktioiden |3ht6-, maéarittely-, maali- ja
arvojoukot. Onko funktio injektio, surjektio tai jopa bijektio? Miten
saisit (esim. joukkoja muuttamalla) funktion bijektioksi?

Laskin auttaa. Ei tarvitse tehda tarkkoja todistuksia, kuvaajien avulla
tehtadvat perustelut kelpaavat.

a) ffR-R,
b) fiR-R,
c) fiR-R,
d f:R-R,
e) fR-R,
fy) fAIR->R,
g) fiR-R,
h) ffR-R,
i) fAR-oR,
i) fR->R,
k) ffR-R,
) fAR-R,
m) fiR->R,
n fiR-R,

x — x*

x — x5

x +— x™, missa n parillinen,n € N.
x +— x™, missd n pariton,n € N.

x —4/x

x— 3x

x — 3/x, missa n parillinen,n € N.
x — 4/x, missa n pariton,n € N.

n
x +— xm = Va = ("Yx)", missam # 0jam,n € Zseki x > 0.
x— a¥, mssald<a<l.
x — a*, missaa = 1.
x — a*, missaa > 1.
x+—log,x, missd 0 <a<1.
x +— log, x, missd a > 1.
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