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Ääriarvotehtävät kahden 
muuttujan funktioille

Oletetaan tunnetuksi osittaisderivaatat kahden muuttujan reaaliarvoi-
selle funktiolle

𝑓: 𝑓 𝑥, 𝑦 :ℝ × ℝ → ℝ, 𝑥, 𝑦 ⟼ 𝑧 ≔ 𝑓 𝑥, 𝑦 ,

Nehän siis ovat (monet merkintätavat)

𝐷𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 , 𝐷𝑦𝑓 𝑥, 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓 𝑥, 𝑦

𝜕𝑥
,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=
𝜕𝑓 𝑥, 𝑦

𝜕𝑦

𝑓𝑥
′ 𝑥, 𝑦 , 𝑓𝑦

′ 𝑥, 𝑦

Esimerkki Olkoon funktio 𝑓: 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥2𝑦 − 2 cos 𝑥𝑦 − 𝑦2

Tällöin esim. 𝐷𝑥𝑓 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦 + 2 sin 𝑥𝑦 − 𝑦2 ∙ 𝑦 jne.

DIFFERENTIAALI- JA 
INTEGRALILAKSENNAN 
JATKOKURSSI, MAA13

Milloin funktiolla 𝑓: 𝑓 𝑥, 𝑦 :ℝ × ℝ → ℝ voi olla ääriarvopiste?

Osoittautuu (differentiaalilaskennan teorian kautta), että välttämätön
ehto ääriarvopisteelle 𝑎 ∈ ℝ2 on gradientin häviäminen, eli ∇𝑓 𝑎 = 0.
 Mikä on gradientti? Se on vektori, joka muodostuu osittaisderi-
vaatoista

∇𝑓 𝑎 =
𝜕𝑓 𝑥, 𝑦

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓 𝑥, 𝑦

𝜕𝑦

Siis ehto ääriarvopisteelle 𝑎 = 𝑎𝑥, 𝑎𝑦 = 𝑥, 𝑦 on

𝜕𝑓 𝑎𝑥, 𝑎𝑦

𝜕𝑥
= 0 ja

𝜕𝑓 𝑎𝑥, 𝑎𝑦

𝜕𝑦
= 0 .

Huomautus
Pisteitä, joissa ∇𝑓 𝑎 = 0 sanotaan kriittisiksi pisteiksi. Niitä ovat funk-
tion min- ja max-pisteiden lisäksi funktion kuvaajapinnan ns. satulapis-
teet.
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Seurauslause
Jälleen osoittautuu (differentiaalilaskennan teorian kautta), että kriitti-
nen piste 𝑎 ∈ ℝ2 = ℝ× ℝ on funktiolle 𝑓: 𝑓 𝑥, 𝑦 : ℝ × ℝ → ℝ

i) Lokaali aito minimipiste, jos

∆2 𝑎 =
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥2
∙
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥𝜕𝑦

2

> 0 ja
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥2
> 0

ii) Lokaali aito maksimipiste, jos

∆2 𝑎 =
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥2
∙
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥𝜕𝑦

2

> 0 ja
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥2
< 0

iii) Satulapiste, jos ∆2 𝑎 < 0.

Merkinnällä ∆2 𝑎 tarkoitetaan seuraavaa determinanttia pisteessä 𝑎:

∆2 𝑎 =

𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥2
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑦2

=
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥2
∙
𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝑓 𝑎

𝜕𝑥𝜕𝑦

2

Esimerkki Määritetään lokaalit ääriarvot funktiolle

𝑓: 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦

Ensin kriittiset pisteet: Yhtälö

∇𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2 − 3𝑦, 3𝑦2 − 3𝑥 = 0

toteutuu (lasku) täsmälleen silloin, kun 𝑥, 𝑦 = 0,0 ja 𝑥, 𝑦 = 1,1 .

Sitten laatu (min / max /satula): Determinantiksi tulee

∆2 𝑥, 𝑦 =
6𝑥 −3
−3 6𝑦

= 36𝑥𝑦 − 9

 Pisteessä 0,0 on ∆2 0,0 = −9 < 0, joten 0,0 on satulapiste ja

pisteessä 1,1 on ∆2 1,1 = 36 − 9 = 27 > 0 ja
𝜕2𝑓 1,1

𝜕𝑥2
= 6 > 0, siis

1,1 on lokaali minimipiste.

Piirretään lopuksi kuvaaja Geogebralla!
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