Matematiikan TESTI 3, Maal3 - Diff.-ja int.-laskennan jatkokurssi - RATKAISUT Sievin lukio
111 jakso/2018 Nimi:

VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN!
MAOL/LIITE/taulukot.com JA LASKIN ON SALLITTU ELLEI TOISIN MAINITTU!
TARKISTA TEHTAVAT TESTIN JALKEEN JA ANNA PISTEESI RUUTUUN!

Ratkaise tehtavat 1 ja 2 ilman teknisia apuvalineita!

1. a) Onko véite A-D oikein vai vaarin? (2p)
A Epéoleellinen integraali tarkoittaa integraalia, jonka arvo on nolla. oikein/vaarin
B Epadoleellinen integraali tarkoittaa maaratyn integraalin raja-arvoa. oikein/vaarin
C Tiheysfunktiolle f patee [~ f(x) dx = 1. oikein/vaarin
D Epéjatkuva funktio ei voi olla minkaan satunnaismuuttujan tiheysfunktio. oikein/vaarin

VASTAUKSET: A-vaarin, B-oikein, C-oikein, D—vaarin

b) Laske vélivaiheineen. (6p)
i) i) iii)
® 3 3 q 1 px
-f1 x* 0o Vx —e0 O
VASTAUS:
i)
[e'e) 3 a a 1
f —dx=lim [ 3-x7*dx=lim / 3-(——>-x‘3= lim(—a3+173) =1
1 X a-co J, a—oo 1 3 a—oo
i)
3 1 34 3 1
f —dx = lim | x2dx=lim /2-x2= lim (2:-V3—-2-+va)=2V3 ~ 3,464
0 \/E a—-0+ a a—0+ a a—0+
iii)
e im [ tim /S tim (S =€~ 05436
[Sor=im, [ Fax=gim, /5= am,(5-5)=5~0
c) Madrita (valivaiheet nakyviin) (4p)

J In(3x — 2) dx.

Vihje: Kaksi eri integroimismenetelmé&é, ensin muuttujanvaihto ja sitten osittaisintegrointi.



VASTAUS:

Aluksi havaitaan, ettd x > g jotta saataisiin jotain reaalista. Tehddan muuttujanvaihto, eli kdytetdén si-

joitusfunktiota u = u(x) = 3x — 2. Talloin differentiaaleille patee yhtalé du = 3dx, josta dx = %du.

(\VVoidaan myds péatella néin: koska sijoitusfunktio u = u(x), niin v'(x) = % = 3, eli “;—u = dx.)

fln<3x—2> éf)“c =fln(u)%du=%fln(u)du.
==du

=U -

3
Integraaliin [ In(u) du kéytetaan joko laskinta, taulukkokirjan antamaa kaavaa tai osittaisintegroidaan.

Saadaan

1fl()d —1f11()dosém' In(w) 1] L= 2w -2t
3 nu u—3 nlu u = 3u nu 3 uuu—gu nlu 3u .

Lopuksi sijoitetaan takaisin u = 3x — 2, eli

fln(Bx—Z)dx=%(3x—2)-1n(3x—2)—%(396—2)+C

1 2
=§(3x—2)-ln(3x—2)—x+§+C

N
=C’

1
=§(3x —2)'In(B3x—-2)—x+C'.
Vastaukseksi saadaan

1 2
fln(Bx—Z)dx=§(3x—2)-ln(3x—2)—x+C’, x>§.
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2. a) Milla vakion a arvolla funktio

_(ax?, kun —1<x<1
fe) = { 0, muulloin

on eradn satunnaismuuttujan x tiheysfunktio?
b) Laske todennékdisyys P(x < g).

¢) Milla vakion c arvolla P(x > ¢) = =2

VASTAUS:

a) Jotta funktio f(x) olisi jonkin satunnaismuuttujan x tiheysfunktio, niin taytyy pated kolme vaaditta-

vaa ehtoa. K&ydaan ehdot i) - iii) lapi:



i) f(x) =0 kaikilla x € R. Selvasti vakiofunktio 0 > 0, lisdksi polynomifunktio ax? = 0, kun
a = 0. Siis vakiolle a pita4 pated a > 0.

i) f on jatkuva kaikkialla paitsi mahdollisesti &arellisen monessa kohdassa. Koska vakiofunktio
g(x) = 0 ja polynomifunktio h(x) = ax? ovat kaikkialla jatkuvia, niin funktion f mahdollisia epa-
jatkuvuuskohtia on funktion f maéritelméan nojalla korkeintaan kaksi, siis &arellinen méaré. Namé

kohdat ovat x = +1, kun a # 0.
i) f_°°oof(x) dx = 1. Mé&éritetdan vakio a siten, etté iii)-kohdan integraaliehto tayttyy. Funktion f

maadritelman ja integraalin ominaisuuden nojalla epéoleellinen integraali héviaa

00 -1 1 00 1
f f(x)dxzf 0dx+f axzdx+f dezf ax? dx
— 00 — 00 -1 1 -1

ja saadaan

1 1
) a , a ., a 3 2a
d = —_ :—1 —_—— —1 :—:1'
f_lax X _1/ 3% =3 3( ) 3

josta vakio a voidaan ratkaista. Saadaan a = % > 0. Funktio

3
Exz, kun —1<x<1

0, muulloin

0=

tayttad satunnaismuuttujan tiheysfunktiolta vaadittavat ehdot, Kuva 1.
A

2.0¢

1.5}

1.0t

0.5¢

-0.5¢

Kuva 1: Funktio f(x) on satunnaismuuttujan x tiheysfunktio. Kun —1 < x < 1, niin kdyran y = ;xz ja x —akselin véliin jaava

pinta-ala on 1.



b) Todennakdisyys P (5 < %) vastaa sité pinta-alaa, mika on kertynyt —oo:std kohtaan x = § asti. Eli ti-
heysfunktio f huomioiden kéyrén y = %xz ja x —akselin véliin jdava pinta-ala kun —1 < x < 2 katso

Kuva 2. Integroimalla ja huomioimalla funktion f méérittelyn saadaan

271 35

178 o
ZE'[EJFE = =7 ~ 06481 ~ 0,65.

y

A

2.0}

1.5;

1.0;

0.5}
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—0.5¢

Kuva 2: Todennakdisyys P (g < ;) vastaa kertynytta pinta-alaa = 0, 65.

c) Todennékdisyys P(x > ¢) = %tiedetéén, on etsittava x —akselilta kohta ¢, jolle ehto patee. Nyt on
huomioitava, ettd tarkasteltava todennakdisyys vastaa kohdasta ¢ kohtaan oo kertyvéé pinta-alaa. Siis,

tarkasteltavaksi integraaliksi tulee [ f (x) dx. Ratkaistaan yhtilo P(x > c) = %:

1 1
51 = (@1 =3

N| W

°° 13 i 3 11
P(§>c)=j f(x)dx=f—x2dx+f Odx ==-<zx°=
c C2 1 2 C3

=0

ja kohdaksi c tulee taten (katso myos Kuva 3)



1
3~ 0,69336 ... = 0,69.
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Kuva 3: Pinta-ala vastaa todennakdisyytta: P (g > 3\/%) ==
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Tehtavasta 3 alkaen tekniset apuvalineet ovat sallittuja!

3. a) Huoneen lattia on nelid, jonka sivujen pituus on 4,0 metrid. Lattialta etsitddn pudonnutta helmeé. Ol-
koon satunnaismuuttuja X helmen etaisyys lahimmaésta seinasta. (12p)
i) Mé&aritd kertymafunktio F todennékdisyyden P(X < x) = F(x) avullaja P(X < 0,5).

Ohje: Mieti minkékokoinen on alue kun ollaan x metrié seinasta ja sen osuus koko alueesta (eli geomet-
rinen todennakdisyys). Muuttuja x kuvaa siis etdisyytta lahimmasta seinastd, eli P(X < x) = F(x) = 0,
kun x < 0. Eli yhtadn todenndkoisyytta ei ole kertynyt, kun helmen etéisyys seinasta on jotain negatii-
vista, OK. Vastaavasti, kun muuttuja x > 2, niin P(X>2)=1-PX <2)=1-F(2) =0, eli
F(2) = 1. Siis kaikki todennéakdisyys on jo kertynyt kohtaan x = 2 saakka!

ii) Mé&arit& tiheysfunktio f. Jos F tunnetaan ja F(x) = f_xoof(t) dt, niin f saadaan F:sti ...imalla.

i) Piirrd F:n ja f:n kuvaajat.

iv) Maéritd satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X). (E = Expected value)

VASTAUS:

i) Aluksi P(X < 0,5): Piirretdan tilanteesta kuva

S 3m

Helmen etdisyys seinéstd on korkeitaan 0,5 met- 0,5 m—

=
Y
(8]
=i

4 m
ri&, jos helmi on seinid myotailevalla 0,5 m levyi-

sella kaistaleella. Kaistaleen pinta-ala on huoneen

pinta-alan ja keskelld jadvan 3,0 metrin levyisen

nelion pinta-alan erotus 4m

4? —32 =7 (m?)
(tai laskee kaistaleen pinta-alan suoraan: 0,5- (4 +4 + 3 +3) = 7. ) Nain ollen todennékdisyydelle

16 '

Kertyméfunktion F arvo kohdassa x on siis todennédkdisyys sille, etta etdisyys seindsta X on pienempi tai

yhté pieni kuin x, eli F(x) = P(X < x). Tilanne huomioiden havaitaan, etta aina on oltava 0 < X < 2



ja kun x < 0, niin tapahtuma X < x on mahdoton. Eli P(X < x) = F(x) = 0, kun x < 0. Vastaavasti,
kun x > 2, niin tapahtuma X > x on mahdoton. Eli P(X < 2) = F(2) =1,jaF(x) = 1, kunx > 2.

Kuvaa hyodyntéden maaritetdan sellaisen kaistaleen pin-

ta-ala, jonka leveys (eli helmen etdisyys seindstd) on x.

Saadaan 4 - 2)(

16 — (4 —2x)? = ... = 16x — 4x* X

4 —2x 4 m

A
Y

ja todennékoisyys P(X < x)

16x — 4x? x?
- " 1

16 4

F(x) =P(X <x) =

Yhdistéen edelld saadut tulokset satunnaismuuttujan X

kertymafunktio on 4 m

0, kunx < 0

xZ

F(x) = 1—7, kun0<x <0

1, kun?2 < x
i) Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f saadaan kertymafunktiosta derivoimalla. Huomaa, etté tiheys-
funktiolle f(x) = F'(x) kaikissa niissa kohdissa, joissa F' on derivoituva.

, kunx < 0
, kun0<x<0

0
X
fe)=9 1-3
1, kun?2 < x
Tiheysfunktion f arvoja kohdissa x = 0 ja x = 2 ei saada suoraan derivoimalla. (Tulisi tutkia F:n tois-
puoleisia erotusosamadrien raja-arvoja. Nain havaittaisiin, ettd F on derivoituva kohdassa x = 2 ja
F'(2) = 0, mutta kohdassa x = 0 kertymafunktio F ei ole derivoituva.) Yhtéa kaikki koska kyseessa on
jatkuvan satunnaismuuttujan jakauma yksittaiset tiheysfunktion arvot (kunhan ovat ei-negatiivisia) eivét
vaikuta satunnaismuuttujan todennéakdisyyksiin. Néin ollen f£(0) ja f(2) voidaan madrittaa lausekkeella

1—Z . Siis
2

0, kunx <0
X

flx) = 1—5, kun0<x <0
1, kun 2 < x



iii) Kuvaajat

0 x <0
f(x) = 1-=>x :0<x<2 F(x X ——x° :0<x<2
0 : muutoin : muutoin
1.z
1
0.8
0.6
0.4
0.2
-05 0< 05 15 25 ?
0.2
iv) Odotusarvolle E(X) saadaan
E(X) = fx-f(x)dxz = 1—; §z0,67.

—00
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4. a) Méarita funktion f(x) = xe™*’ kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala. M&arita tdman aleen
pyorahtdessa x-akselin ympdri syntyvan kappaleen tilavuus. (6p)

VASTAUS:

Funktio f saa positiivisia arvoja, kun x > 0 ja negatiivisia, kun x > 0. Tekija e~** > 0 kaikilla x € R.

Lis&ksi funktio f on pariton, joten riittad laskea integraali fowf(x) dx ja kertoa lopuksi kahdella - kat-

so kuva.
r a q a q 1 1 1
f f(x)dx = lim f ——(-Dxe ™ dx=lim / —=e™* = lim (——e‘az +—e‘°2> ==
aw Jy 2 aseo 2 aoo \ 2 2 2
0
N&in ollen pinta-alan arvo on 1.
0.4
f(x) = x e
a=05>b
0.2
s -4 3 -1 0 1 2 3 4 5 ?
-0
0.4
Pyorahdyskappaletta varten hyddynnetdan symmetrisyyttd, saadaan
( 242 @ 2
V= 2-]n-(xe‘x ) dx = lim 27r-j x%e™? dx = .. =0,984350... ~ 0,98.
a—oo
0 0
b) Funktio (6p)

e*, kunx < —1In2
1

fif(x) = 5 kun —In2<x<1In2

0.722741127776 - e %, kun In2 < x

[N



on erdan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Maarita kertymafunktio F ja laske P(X > 0). Madrita las-
kimella odotusarvo E(X) ja keskihajonta D(X) varianssin D?(X) kautta.

VASTAUS:

Kertyméfunktiolle saadaan:

( X
fetdt, kunx < —1In2

—00
X

1
F:F(x) =+ F(—In2) + fﬁdt' kun —In2<x<In2

—In2
X

F(In2) + f 0,722741127776 - et dt, kun In2 < x

\

In2
( x X
lim [ etdt= lim / e'= lim (e*—e%) =e*, kunx < —In2
a—-oco J, a——oo a——oo
= F(—-In2)+ /x 1t—1+(1 +1-12) k In2<x<In2
= (=In2) L 10 =5 1Ox 10 n2j, un —In x<lIn
x 1 In2 1
Fln2)+ / —-0722..;et=-4+—+ (—0,722 @ X 40,722 ... —), kun In2 < x
\ In 2 2 5 2
( e*, kunx < —In2
Loy —lm2<x<n2
_ 10x TR un n x <ln
1 In2 0,722..
—-0,722...-e ¥ +—-+ z + > kun In2 < x
Kuvaajat:
e* - x < —0.693147180559945
f(x) = 0.1 : —0.693147180559945 < x < 0.69314718055¢€
0.722741127776 e * : muutoin
0.5
0.4
0.3
0.2
5 & 4 B b 1 0 1 2 3 4 5 6 i

piptaala = 0.999999999553566



e)(

:x < —0.693147180559945

F(x) 1—10 X+ % + '"1(5) : —0.693147180559945 < x < 0.69314718055
. 1 In(2) 0722741127776 .
—0.722741127776 e ™ + 5 + 5 > : muutoin
1
0.8
0.6
0.4
0.2
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6>
Néin ollen todennadkoisyydelle P saadaan
1 1 In2 1 In2
PX>0=1-PX<0)=1-F(0) = 1_(E'O+E+W> =5 =75 = 0:430685..
Odotusarvolle E(X) saadaan
E(X) = f x-f(x)dx = ..= —0,846..+ 0+ 0,611 ... = —0,234 720 038 895 ....
-
1n(2) -0.84657359028
(x ex] dx
—00
In(2) 0.
(x- 0. l)dx
J-n(2)
co 0.611853551384
(x- 0.722741127776- e *|dx
Jin(2)




Keskihajonnalle D(X) saadaan

D(X) = j f(x —EX) f(x)dx = ..= /1,563 ..+ 0,029 ..+ 1,704 ... = 1,815 987 476 ....
‘—ln{2] :
ux—’0.23472003889561)2'edex

—C0
v

1.5635048638

1n(2)
((x——0.23472003889561)2 0. l)dx
—ln(2)

0.02983922384 1

-
o

((X—-0.23472003889561]2- 0.722741127776- e‘x)'
J1n(2)
1.70446642606

1.5635048638005+0.029839223841226+1.704466426
3.29781051371 I

1.8159874762

J3.2978105137054



