Matematiikan TESTI 1, Maal3 — Diff.-ja int.-laskennan jatkokurssi - RATKAISUT Sievin lukio
111 jakso/2018 Nimi:

VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN!
MAOL/LIITE/taulukot.com JA LASKIN ON SALLITTU ELLEI TOISIN MAINITTU!
TARKISTA TEHTAVAT TESTIN JALKEEN JA ANNA PISTEESI RUUTUUN!

Ratkaise tehtavat 1 ja 2 ilman teknisia apuvalineita!

1. a) Yhdisté laskuun A-D sopiva vastaus I-1V. (Sama vastaus voi tulla useasti.) (2p)

2
A limX=1
x—1 X+1

1

2
lim X —-2x+1
B x—1 Xx—-1 110

c lim—2

Il kasvaa rajatta
x—1 (X _]_)2 J

L2 - : . i
D lim—=— IV ei raja-arvoa eika epéoleellista raja-arvoa
x—>1X—1

VASTAUKSET: A-II, B—II, C-III, C-IV

b) Onko vaite A-D tosi vai epatosi? (2p)
A Jos funktio f on kaikkialla derivoituva, niin lim f (x)= f(a), missa a € R. tosi/epatosi
X—a
B Jos f'(2) = 4, niin Iim2 f(x)=4. tosi/epétosi
X—>
C Jos |iﬂ;%=0 , niin f(3) = 0. tosi/epatosi
D Jos lim f(x)=5 ja |imM=3, niin f(2) = 5. tosi/epétosi
x—2 X—2 X—2

VASTAUKSET: A-tosi, B—epatosi, C—tosi, C—tosi

c) Olkoon f funktio, jolla on seuraavat ominaisuudet: f(x + y) = f(x)f(y) kaikilla reaaliluvuilla
x jay, f(0) =1 ja f on derivoituva muuttujan arvolla 0. Osoita erotusosamaaraa kayttaen, etta f
on derivoituva kaikkialla ja ettd f’(x) = f'(0)f(x). (8p)
VASTAUS:

Todistus: Olkoon x € R. Talldin

=joku

vakio
_ fx+h)—f&) fO)f(R) - f(x) f)(f(h)—1)
m = lim

}11—>0 h h—-0 h - }lll% h




=£(0)

fO+R)— T f0+h) —f(0)
h = f() Jim h

= f(0) lim

=7
= f)f'(0) = f(0)f (%),

joten f on derivoituva pisteessa x ja f’(x) = f'(0)f(x).
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2. a) Voiko kahden epgjatkuvan funktion summafunktio olla jatkuva? Entéd voiko epajatkuvan ja
jatkuvan funktion summafunktio olla jatkuva? Perustele, anna esimerkki jos voi. Ala jaa jumiin
téhan tehtavaan! (4p)
VASTAUS:

a) Voi olla, esimerkiksi olkoot

1, kunx <0 ) _ (0, kunx <0
f'f(x)_{o, kunx >0 ’ g.g(x)—{l’ kunx > 0’

jolloin f ja g ovat selvasti epdjatkuvia kohdassa x = 0, mutta summafunktio
h=f+g: h(x)=fx)+gkx) =1, Vx ER,

ja kylla vakiofunktio on jatkuva.

g(x){o X< 0 3 f(x)—{(l) 1x <0

1 : muutoin © muutoin
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Toisaalta voi myos tarkastella funktioita

_ (1, kunx€Q _ (0, kunx€Q
f'f(x)_{O, kun x € R\Q ’ g.g(x)—{l’ kunx € R\Q’

jotka ovat kaikkialla epajatkuvia, mutta summafunktio h(x) = 1 on jatkuva.

Jatkuvan funktion ja epéjatkuvan funktion summafunktio ei voi olla jatkuva. Tehdd&n vastaoletus, etta
summafunktio h olisi jatkuva kohdassa x = x,, jossa toinen (esimerkiksi) funktio f ei ole jatkuva. Tél-
I6in funktio k = h — g on kahden jatkuvan funktion erotusfunktiona jatkuva kohdassa x = x,. Mutta
k=h—g=(g+f)—g=f,jotenristiriita.

b) Suljetulla valilla [0, 1] jatkuvan ja avoimella valilla ]0, 1[ derivoituvan funktion f derivaatalle
patee f'(x) = 2 jokaiselle x €]0,1[ . Todista, etta

f(x) = f(0) + 2x Kaikilla x € [0,1].

Ohje: Osoita aluksi, etta vaite patee kun x = 0. Todista taman jalkeen valiarvolauseen avulla, etta
vaite patee kun 0 < x < 1. (6p)

VASTAUS:
Todistus: 1° Véite patee kun x = 0, silla

£(0) = £(0) +2:0
=0

2° Olkoon 0 < x < 1. Téllgin valiarvolauseen nojalla 16ytyy ¢ €]0,1] siten, etta
fO) = f(0) =f"(E)(x—0) = f(x
Oletuksen nojalla f'(§) = 2 jax > 0, joten f'(&)x = 2x, ja ndin ollen

fx)—f(0)=2x eli f(x)=f(0)+ 2x.

) o 3x?—4x+1
¢) Laske raja-arvo lim—-—o—-— (2p)

VASTAUS:

Aluksi muokataan nimittajaa

y 3x2—4x+1_1_ 3x2—4x+1_l_ 3x2—4x+1
T x—x a x (2—1) xx-(x—1)-(x+1)

joten 10ytyyko osoittajasta tekija x — 1, joka voitaisiin sitten supistaa pois.



. (x—1)-(Bx ) o (x—-1)-Bx-1) _ 3x—1 2
= lim

= = _  =—=1
X =D (x+1) lx (x—1) - (x+1D 1 x (x+1) 2

3. x2—4. x+1

lim
x—1 xiw
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Tehtavasta 3 alkaen tekniset apuvélineet ovat sallittuja!

3. a) Milla vakion a arvoilla funktio

x+a, kunx<a
x3—2x, Kkunx>a

f(x) ={

on jatkuva kaikkialla? Piirra kaikista tilanteista kuva Geogebralla ja liitda kuva vastaukseesi. (8p)

VASTAUS:
Koska a on vakio, niin funktiot f;: f;(x) = x + a ja f5: f,(x) = x3 — 2x ovat polynomifunktioina jat-

kuvia maéarittelyalueissaan. Funktion f ainoa epdjatkuvuuskohta saattaa taten olla kohdassa a. Jotta
funktio f olisi kaikkialla jatkuva, on muodostettava yhtalo kohdassa x = a, jossa asetetaan funktiot f; ja
f> yhta suuriksi. Tall4 tavoin voidaan ratkaista kysytty vakion a arvo (voi olla useita). Saadaan

fila)=f,(a) eli a+a=a3-2a jaedelleen

2a=a%>—-2a>a*—4a=0=>a=0taia’? =4 > a=0taia = +2.
Siis vakion a arvoilla a = 0, £2 on funktio f(x) jatkuva kaikkialla.
Tapaus a = 0:
Nyt f(a) = f(0) = 0+ 0 = 0. Toisaalta, funktion f maéaritelmén nojalla lim,_,_ f(x) = f(a) eli
lim,_o- f(x) = £(0) = 0, silla yhtdsuuruus mukana, kun lahestytaan negatiiviselta puolelta ja positiivi-
selta puolelta lahestyttaessa lim,,_, ., f(x) eli lim,_, f(x) = lim,_ 0, (x> —2x) =0—0=0 = f(0).
Eli molemmat raja-arvot ovat samoja (on olemassa raja-arvo) ja liséksi raja-arvo on sama kuin funktion

arvo kohdassa x = a = 0. Siis funktio f on jatkuva kaikkialla, Kuva 1.
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Kuva 1: Vakion a arvolla a = 0 on funktio f(x) jatkuva myos kohdassa x = 0.

Tapaus a = +2:

Nyt f(a) = f(2) =2 + 2 = 4. Toisaalta, funktion f madritelman nojalla lim,_,_ f(x) = f(a) eli

lim,_,,_ f(x) = f(2) = 4, silla yhtasuuruus mukana, kun ldhestytaan negatiiviselta puolelta ja positiivi-
selta puolelta lahestyttaessé lim,_, 44 f(x) eli lim,_,, f(x) =lim,_,,(x3 —2x) =8 -4 =4 = f(2).
Eli molemmat raja-arvot ovat samoja (on olemassa raja-arvo) ja lisdksi raja-arvo on sama kuin funktion

arvo kohdassa x = a = +2. Siis funktio f on jatkuva kaikkialla, Kuva 2.

y

A

20

10;

> X

Kuva 2: Vakion a arvolla a = 42 on funktio f(x) jatkuva myds kohdassa x = 2.



Tapaus a = —2:

Nyt f(a) = f(—2) = =2 —2 = —4. Funktion f madritelmén nojalla lim,_,_ f(x) = f(a) eli
lim,_,_,_ f(x) = f(—2) = —4, silla yhtdsuuruus mukana, kun lahestytaan negatiiviselta puolelta ja po-
sitiiviselta puolelta lahestyttaessa lim,_, . f(x) eli lim,_,, f(x) =lim,,_,,(x3 —2x) = -8+ 4 =
—4 = f(—2). Eli molemmat raja-arvot ovat samoja (on olemassa raja-arvo) ja liséksi raja-arvo on sama

kuin funktion arvo kohdassa x = a = —2. Siis funktio f on jatkuva kaikkialla, Kuva 3.

o

- - > x
~10 -5 5

-10¢t
Kuva 3: Vakion a arvolla a = —2 on funktio f(x) jatkuva myds kohdassa x = —2.

Tarkastele vield kaikkia tilanteita yhtd aikaa alla olevaa kuvaa, Kuva 4, apuna kayttéen.
J,'

A

~10 5 5 > x

—10¢t
Kuva 4: Sinisell4 on piirretty kdyrd y = x3 — 2x, punaisella (ylin suora) suora y = x + 2, oranssilla (keskimmainen suora) suora
y = x javihredlla (alin suora) suoray = x — 2.




b) M&arita ensin laskimella ja sitten laskusaantoja kayttamalla raja-arvo (4p)

lim (x —VxZ + x).

X— 00

Piirra tilanteesta kuva Geogebralla sisdltden tarvittavat asymptootit mikali niitd on.

VASTAUS:
Laskin
. / -1
lim \x— x2 +x —
X —> 2

Raja-arvon laskusaantdja kayttaen saadaan

lim (X— /x2+x)= lim (x+\/x2+X)-(x—\/x2+x)_ . xZ_(xZ_I_x)

= l1im
e (x + Va2 ¥ x) L m

X—>00

X
—x x>0 —_— -1 1
= lim = lim ——————— = lim X
X—00 —00 x—>00x X 1 1 1+1 2
x + |x| 1+— x+x’1+— PR
0.4
os f(x) = x—Vx2+x, (x>0)
7 6 -5 -4 -3 =2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
-0.2
-0.4
-06
-08
-1
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4. a) Mita voidaan sanoa funktion

x| — 1
fif(x) = -1 X*1
jatkuvuudesta ja derivoituvuudesta kohdassa x = 0? Perustele! (5p)
VASTAUS:
Koska f (0) = |O| =1ja lim X-1_o0-1 1, niin funktio f on jatkuva kohdassa x = 0. Toispuolei-
-1 R S x-170-1 J
set erotusosamaaran raja-arvot:
x—1_1 X|-1 x-1
f(X) f(o)_“m -1 = lim X=1 X-
x—>0 x—0 x—0 X—0
IX|[-1-x+1
: _ . IX|—x
Clim—X=L i X
x—0 X x—0 X(X —1)
X=X o X=X g 2K g =2 =2
lim | = lim = lim =lim ==—-~-=2
x—0- X(X—=1) x-0-X(X—-1) x-0-X(Xx—-1) x->0-x-1 -1
lim 07X i X=X gy 0

x>0+ X(X—=1) x50+ X(X—=1)  x-0+ X(X— 1)

Funktio f ei ndin ollen ole derivoituva kohdassa x =0.

b) Funktiosta f tiedetaan, etta se on maaritelty jokaisella reaaliluvulla ja ettd 2 < f(x) < 5 kaikil-
la x. Mité voidaan sanoa funktion g jatkuvuudesta ja derivoituvuudesta kohdassa x = 0, kun

) gx) =x-f(x)

i) glx) =x%- f(x)
VASTAUS:

i) Funktio g on jatkuva kohdassa x = 0, jos 9(0) = !('_V)T(‘) 9(X) . Koska g(0)=0 - f(0) = 0 ja
I|m gx)=Ilim(x - f(x) )=0
x—0

, niin funktio g on jatkuva kohdassa x = 0.
-0 2<f(x)<5

Funktio g on derivoituva kohdassa x = 0, jos raja-arvo xl—q(])—X—O on olemassa. Koska
: X 0 xf(x)-0-f(0 xf (X

i 900=00) _ i X0 =0-1(©) _ 0 (0 _ ¢

x—0 X— O x—>0 X x—>0 X x—0

niin funktion f raja-arvon olemassaolosta kohdassa x = 0 ei tiedetd mitéan, joten funktion g derivoi-

tuvuudesta kohdassa x = 0 ei voida sanoa mitaan.



. T 2 ‘ _
ii) koska g(0) = 0% - £(0) = 0 ja 11*3,9(@—11%(10 ffEX)) ) =0 niin funktio g on jatkuva
2<f (x)<5

kohdassa x = 0. Edelleen koska erotusosamaaran raja-arvolle

lim

900 -9(0) _ i X2+ F(x)~0% £(0)
X

x—0 x—-0 Xx—0
2 a kohta
. X X .
=lim ():Ilmx-f(x) =0
x—0 X x—0

niin funktio g on derivoituva kohdassa x = 0.
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