Matematiikan kurssikoe, Maa9 — Integraalilaskenta - RATKAISUT

Torstai 11.4.2019

VASTAA MOLEMPIIN A-OSAN TEHTAVIIN JA VALITSE 3 TEHTAVAA B-OSASTA.
Suositeltu aikakaytté A-osaan noin 1h 15min.
Aineistot-osiossa myds pintojen piirto-ohjeita Geogebraan. Taulukkotiedot myds aineistossa.

Sievin lukio

A-osa / Del A

1. MONIVALINTA - Vain yksi vaihtoehto on oikein! (12p)

1.1 Laske/maérita integraali
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1.3 Mé&éritd alla olevan kuvan tiedoilla (B, ja E, ovat kyseisten pisteiden x-koordinaatteja)
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1.4 Madrita alla olevan kuvan tiedoilla (A, ja E, ovat kyseisten pisteiden x-koordinaatteja)
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1.5 Mihin perusideaan nojautuu kayrén kaaren, mielivaltaisten pinta-alojen ja tilavuuksien tarkka méaritta-

minen?

© Aarettomaan summaan, arvoltaan darettéman pienista summattavista termeistd, joita sanotaan integ-
rointialkioiksi.

O Siihen, ettd mielivaltainen integrointivakio voidaan "unohtaa™.
© Osittaisintegrointimenetelmaan.
-

Siihen, etté vaikeasti integroitavia funktioita voidaan arvioida polynomifunktioilla.

1.6 Miké véittdma ei ole totta integraalifunktiolle

F:F(x) =jf(x)dx.

© Integraalifunktio F on aina jatkuva funktion f maarittelyvéalillaan.

© Integraalifunktiolle F pétee: F' = f funktion f madrittelyvalillaan.

& Integraalifunktiolle F patee: F(x) = G(x) + C, missd G(x) = [ f(x) dx.
5

Integraalifunktiolle F pétee: ;—x(ff(x) dx) = F(x) + C.

1.7 Mika seuraavista on funktion

f(x) = sin(2x)

integraalifunktio?

i
F:F(x) = —cos(x?)
i
G:G(x) = —cos(2x)
i
H:H(x) = sin(x) - cos(x)
-

I:1(x) = sin?(x) + 2



1.8 Analyysin peruslause on

c
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b
f F(x)dx = f(b) — f(a), kun F' = f

a

1.9 Kuvassa perusteltu tilavuuksien yhtélaisyys perustuu

Gaussin normaalijakaumaan. C Osittaisintegrointikaavaan.

Cavaljerin periaatteeseen. O Lipsitchin jatkuvuuteen.



1.10 Annettu porraskuvio vastaa Riemannin...
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g(x) = —cos(x)—2, (0<x<2)

yldsummaa.

O alasummaa.

1.11 Maarita kuvan avulla méaratyn integraalin

valisummaa.

C keskiarvosummaa.
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1.12 Olkoon - < ¢ < b = a ja funktio f # 0, eli nollafunktiosta eroava, pariton funktio. Siis kaikilla x pa-
tee f(x) = —f(—x). Mika seuraavista vaihtoehdoista on oikein? (Hieman vaikeahko...yritd tdydentaad/ su-
pistaa annettuja vaihtoehtoja sopivasti.)

~

J;bf(x)dxz—f_caf(x)dx
jif(x)dx=2-]0bf(x)dx
fb_af(x)dxzj;bf(x)dx

f:f(x) dx = f_caf(x) dx — j;bf(x) dx

. a) Miksi valilla ]0, 2[ kdyrien (katso kuva alla)
y=f(x)=x*—x!+2 y = g(x) = sin(x)
véliin jaavan alueen pyorahtédessa x-akselin ympari muodostuvan kappaleen tilavuutta ei voi laskea

kaavalla
2 2
V=mu J (f(x) —g(x)) dx,
0
vaikka kayrien véliin jdavan alueen pinta-ala saadaan kaavalla

2
A= [ (r@ - g@)ax.
0

5
f(x) = x"—xl+2, (0<x<2)

g(x) = sin(x), (0<x<2)
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b) Maarita/Laske

f 3x d
T 1%
Vihje: Kayta ensin integrointisaantoa
fk-f(x)dx = k-ff(x)dx

ja sitten huijaa (sdantéjen mukaan).
¢) TEE JOMPIKUMPI, EI MOLEMPIA!

1) Osittaisintegroi ja sievenna
jln(x) dx, x>0.
i) Maarita/Laske
f(ex +1)%dx.
a) Mikali laskee pyorahdyskappaleen annetun kaavan avulla, niin ns. vélitermi

(Fo0 - g@)" = (F00)* =2+ f(0) - g () + (9)’
tekee virhettd. Huomaa, ettd funktio
h:h(x) = f(x) — g(x)
antaa funktioiden f ja g kuvaajien vélisen etdisyyden koska molemmat saavat valilla ]0,2[ positiivisia arvo-

ja. Katso myds kuvat.

4
4 fx) = x*=x!+2, (0<x<?2 , .
¥ ( ) 3 h(z) = f(z)— g(z)
3
2
2\_____/
1
1 g(x) = sin(x), (0 <x<2)
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f(x) = x*=xI+2, (0<x<2)
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g(x) = sin(x), (0<x<?2) 5
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b) Saadaan
f 3x dx = f X dy — fx_1+1d _3 f(x—l_l_ 1 )d
x—1 = x—1 x= x—1 x= x—1 x-1 x

=3-[(1+%)dx=3-(x+1n(x—1))+c

c) i) Saadaan
OS.INT 1
fln(x)dxzf&-ln(x)dx =2 x-ln(x)—facJ-—dx
g =f g g}

=x-ln(x)—f1dx=x-ln(x)—x+C

i) Saadaan
1
f(ex+1)2dx= f((ex)2+2ex+12)dx= EfZezxdx+ Zfexdx+f1dx

1
= Eezx+ 2 +x +C.



B-osa / Del B

3. a) Milla vakion a arvolla suorien x = a, ja x = a + 2 seka kayran y = (x* + x + 1)~ rajoittaman

alueen pinta-ala on suurin? Voit hyodyntaa tulosta

p+2
A(p) = f(x)dx =F(p + 2) — F(p)
P
= DAp) =A@ =fp+2)—-f(p)

ja aineistot-osiosta l0ytyvaa tehtava3a.ggb-tiedostoa. Vastauksesta pitaa Ioytya idea, maaratty in-
tegraali ja perustelut lopputulokselle. Kone sieventda lopputuloksen. Liitd kuva tilanteesta ratkai-
Suusi.

b) Kayrat

3 y, = 2x — x?

y,=2x%—x
muodostavat koordinaatiston ensimmaiseen neljdnnekseen kaksi silmukkaa. Osoita, ettd naiden sil-
mukoiden pinta-alat ovat yhtasuuret. Nyt saa=pitad kayttaa ohjelmistoja.
a) Mééritetddn pinta-alafunktio, derivoidaan se ja etsitddn maksimi. Piirretddn aluksi kuva kayrasta ja mal-

linnetaan alue, joka voisi vastata kysyttya aluetta.

N

:x:a a=-15 : x=a+2
: I@ 1] { 1]
25
Teht 3a : :
| 2 :
() = (@+x+1) |
15 !
|
|
|
|

Nyt integroitavan alueen alarajana on muuttuja a ja ylarajana a + 2. Siis pinta-ala on

a+2 1
A=A(a)=f ——dx=F(a+2)—F(a).
e X*t+x+1



Derivoidaan tdma ja etsitddn maksimi. Hyddynnetdan derivoinnin ja integroinnin kaanteisyytta.

a+2 1 1
= A =D — dx )= _
(@ <J:1 x2+x+1 x) (@a+2)2%+(@a+2)+1 a?+a+1

1 1
+4a+4+@+2)+1 a®+a+1

1 1 B a’?+a+1—-a*—-5a-7
a?+5a+7 a’+a+1 a*+6a3+13a%2+12a+7

—4a—6
a*+ 6a3+13a%2+12a+7

Koska nimittdjassa oleva lauseke ei saa aina positiivisia arvoja (laskin >

kuvaaja tai muu perustelu), niin riittda tutkia osoittajaa. Siis, milloin lau- _;
seke —4a — 6 = 0? Silloin kun a = —%. Talloin pinta-alafunktio A = A’ + _
A(a) saavuttaa maksimin > merkki- ja kulkukaavio, alla. A /V \
b) Geogebralla
Teht 3b
_ 2 U3
g(X):2X—X2 f(X)—2X X
(1. 1) ALA, = 0.25
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TAI
Tl-ohjelmalla (pitda osata joko kayttéa itseisarvoa tai paatella kumpi on ylapuolinen ja kumpi alapuolinen

funktion ko. valilla.) Funktioiden koodaus, integroinnit ja rajat olisi hyva olla nékyvilla.

>

f(x):=2-x2—x3 Valmis
g[x)::} x—x2 Valmis
2 1
Ax)gl)] dx 4
JO
o 1
)—gl)| dx 4
1
solve[;{x):g(x),x) x=0 or x=1 or x=2 _

f(x) = 2%,

4. a) Tasoaluetta rajaavat kayra y = f(x) = 2* molem-

(0<x<2)

mat akselit sekd suora x = 2, kuva oikealla. Kuinka

3
moneen yhtasuureen osaan vali [0, 2] on jaettava, jot-
ta yla- ja alasummat poikkeavat toisistaan vdhemman

kuin 0,005:n verran? Hyoddynna aineistot-osion teh- 1

tavada.ggb-tiedostoa ja etsi ensin ohjelman tuottama

0 0.5 1 1.5 2

karkea likiarvo (liitd nayttokuva ratkaisuusi) ja laske
sitten perustellen tarkka arvo. Pisteytys: ohjelmasta katsottu likiarvo — 1p, perustelut 5p.

b) Ratkaise yhtalo valivaiheineen (eli sijoitukset ja laskut pitaa olla nakyvilla).

fk X ix=04
s Cx+z® T

a) Liukukytkimesta saadaan n > 1200.



p =1201
- I T T Tent 4a
Huom! liukukytkimen animaatioaskel on 5.

4

f(x) =25 (0<x<2)

ylasumma = 4.3305833331

alasumma = 4.3255878729

erotus = 0.0049954602

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Koska funktio f on aidosti kasvava, niin yl&- ja alasummien erotukseksi saadaan

S = [f(2 0]-2=0 = j4—1y-2228
n_Sn_[f( )_f( )] T_[ - ] E—E,
korkeus st
leveys
kun vali [0,2] on jaettu n:4an yhtd suureen osaan. Tulee siis patea
6
—< 0,005,
n
josta saadaan n > 1200.
Vastaus Vali on jaettava vahintdan 1201:een yhta suureen osaan.
b) Integrointi antaa
k dx k 1 k
— | 2x+1)%d =—-J22 1)7%d
L(2x+1)2 ]O(x+) x=5 ) (2x + 1)™%dx
-3/ e ) o) - a
~2 0/ x T2\t T Zor /T T+ 27 2
joten yhtalo
Jk X =04
s axrD2 T
tulee muotoon
r _ kun k # !
4k+2 5° 2 mEFg
Sievennetdan
2k +1 1 2 2k+1-1 2 2k 2
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1
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= 2k =4 = k=2

1 .. 1 1 .
Jakunk = > niin lausekkeen PR, arvoksi tulee

4k+2
11 1ot 1.2
2 4.1y, 2 2427475

joten ei ratkaisua.

5. @) Kéyrany = sin(x) + 1 ja suoran y = cos(2x) + 1, valiin valilla —> < x < = jaava alue pyorahtaa
x-akselin ympari. Maarita kappaleen tilavuus. Vastauksesta tulee 16ytya: se tasoalue, joka pyorahtaa

ja tilavuutta vastaava maaratty integraali seka sijoitukset yla- ja alarajoilta. Kone saa kuitenkin in-

tegroida. 3D-kuvasta + 1piste. Huom! Geogebralla saa pyérahtavan alueen Kivasti piirrettya. (5p+1p)
b) Kdyran y = e* ja suoran y = ¢, missa ¢ > % valilla [-1, 1] rajoittama kaksiosainen alue pyorahtaa
suoran y = ¢ ympari. Miten tulisi vakio c valita, jotta syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus olisi
mahdollisimman pieni? Integrointi riittda tehda laskinohjelmilla, mutta lauseke tai integraali pitaa ol-
la esilla sekd muut perustelut. Hy6édynnéa ohjelmistoja! (7p)

a) Piirretaan tasoalue geogebralla

T

g(x) = cos(2 x) + 1, (—g <x <

)

o3

05

N

18-16-14-12 -1 -08-06-04-02 02 04 06 08 1 12 14 16 ~

f(x) = sin(x)+ 1, (—g <x < %)

Integroidaan annetut kéyrét (koneella, jos k&sin niin ensin purkaa binomin nelion ja sitten hyodyntdd MAO-

La):



1 3
f(cos(Zx) +1)2dx = Zsin(Zx) cos(2x) + sin(2x) + 5% +C

f(sin(x) +1)%dx = —%sin(x) cos(x) — 2 cos(x) + ;x +C

Kun tdmé tasoalue pyoréhtaa x-akselin ympari, niin tilavuudeksi saadaan

s s

V= fin - (cos(2x) + 1)? dx — fin - (sin(x) + 1)? dx

T+ — 16

93 93 27\3
:n-< é_)—n-(n—i):n- \/_z9,182359

{Siﬂ{.l’}-Fl]g dx

I.qu::]l

] {Sin(.r]+1}2 dx 'Sin(_r} —9 -cos(_r)+ﬁ
2 2
] {005{2-.1'}4—1]2 dx Sinl{g"r}' COS{}'T) I31n{2-_1}+£
4 2
= T+ > E
16
{005{2' _1'}+1}2 dx
=z
2
[ kL8 9. E
= m
6 8

o |2

6

- (cos(z- _r)+1]2 dx—m (sin{_r)+1]3 dx

I‘.\.}l;_."

ml;.'

Ja 3D-kuvan saa aineistot-osiota hyddyntéen.



b) Nyt siis vakio ¢ > ija lisaksi pyorahdys tapahtuu x-akselin

suuntaisen suoran y = c¢ suhteen. Integrointivéli on selva ja nyt

kannattaa kayttaa itseisarvoa eli funktiota h: h(x) = |e* —c|.

Néin ollen tilavuusfunktio muuttujan ¢ suhteen on

1

1 1
n-lex—clzdx=7r-f (ex—c)zdxzn-f (e?* — 2ce* + c?)dx
-1 -1

Vavie) = f

-1

1

1
1
=T['J (e** —2ce*+cH)dx=m- / E-ezx—2cex+c2x

2 1 1
= .. =7 2c2+(——2e)c+—(e2——)
—————— e 2 eZ

laskin

Tamaé saatu lauseke normaalisti derivoidaan ja etsitdan derivaatan nollakohta jne. Saadaan
, 2
V'(c) = n<4c +Z_ Ze)

Milla c:narvolla V'(c) = 0?




Edelleen joko merkkikaavio tai testiarvot. Lasketaan testiarvot:

,(e—1 _ (el-1
V( )= =2—-2e~-343 ja V =.. =2e?—2e~934
2e 2e

2_
Nain ollen vakion c arvolla ¢ = ez—el = sinh(1) =~ 1,175 saavuttaa tilavuusfunktio V minimiarvon,

Vipin = (€2 —1)-e™2 -1 = 2,716 424 ....

Sy

Katso kuvat (ei vaadita) alla.




6. Kappaleen pohja on ellipsi, jonka pikkuakselin pituus 2b = 2 ja isoakselin pituus 2a = 4. Kun kap-
paletta leikataan isoakselia vastaan kohtisuorilla tasoilla, ovat leikkauskuviot suorakaiteita, joiden
korkeus on kaksinkertainen leveyteen ndhden. Maarita kappaleen tilavuus perustellen.

Huom! MAOLsta loytyy tietoa ellipsista.
Piirretaan tilanteesta kuva, ellipsin puoliakselit ovat siis a = 2 ja b = 1. Voidaan valita (ja kannattaakin) x-

akseli isoakselin suuntaiseksi.

Ellini 25| Teht. 6
1ps1
2 2 2
L )
— 4+ =1
r» P 15 AR
1
0.5

Integrointivaliksi tulee siis [—2,2] ja kohdassa x € [—2,2], x-akselia vastaan kohtisuoran leikkaussuorakai-

x2
2 [1——.
4

Nain ollen kohdassa x € [—2,2] poikkipinta-alaksi saadaan

x2 X2 2
A(x) = kanta - korkeus = | 2 - 1_T 4 - 1—Z :8<1_Z>:8_2x2

tilavuudeksi tulee

teen pohjan leveys on (katso kuva yll&)

2 2 2 64
V:V(x) = f dv = f A(x)dx = f (8—2x%)dx = ..= E 21,3.
-2 -2 -2



Viimeisessé kuvassa on poikkileikkaus tehty kohdassa x = 1,3.

a) Milla vakion a arvoilla on

3
f (az-t2+a)dt‘=0,2.
0

Ohje: Pura itseisarvot ensin. Etsi sitten likiarvot aineistot-osion tehtava7a.ggb-tiedostoa kayttéen (saat
= kannattaa hieman lisatd komentoja tuloksen saamiseksi). Muodosta ja laske sitten algebrallisesti
tarkat arvot (ohjelmistoja hyddyntéen). Maaratty integraali, josta lukuarvon otat, pitéa olla vastauk-
sessa nakyvissa mutta ei tarvitse tehda sijoituksia ala- ja ylarajoilta, vastaus riittaa.

b) Maarita se funktion

_ _(—x%—1x, kunx <1
f.f(x)—{ x—3, kun1 < x

integraalifunktio F, joka leikkaa x-akselin kohdassa - 3. Laske F(7). Hyddynna ohjelmistoja. Voit
halutessasi liittda ratkaisuusi mukaan kuvia.

a) Itseisarvot purettuna saadaan kaksi yht&loa

3 3
f(az-t2+a)dt=0,2 ja f(az-t2+a)dt=—0,2.
0 0



Geogebran liukukytkintd kayttden saadaan nelja eri ratkaisua: a = 0,057, a ~ —0,093,a = —0,241 jaa =

—0,391. (Hyvaksytaan +0,002 heitot.)

a=0057 T a=-0.093 2’
° 1.2 I i I ——— .

1 1

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

b = 0.20024 b=-0.20116
0.2 0.2
-2 - 0 1 2 3 4 S -1 o ___1___’2—’/3’ 4

-0.2 -0.2
! %= 0.241 4, | Ia©= 0.391 4,

0.8

0.6 0.6
0.4 04—
b=0.202
\ 62| . b=-0.2002 Y N
= 2 3 4 -2

-1 0 1 -1 0 1 2 3 4
-0.2 =0.2

Muodostetut integraalit ovat jo ylla, joten laskinohjelmistoja hyddyntéden saadaan:

3
solve (_az- fg-l—a_]df =0.2,a
0
(3- 5 +5) {5 +s) 55 3-[5-5
a=—————— ora=———— or a= or aq=————
30 30 30 30
3 @=0.056940131083

A solve (az-f2+a.]df=ﬁ.2,a=ﬂ.ﬂ5
0




3 | a=-0.092131067417

solve {aj-f2+ade=‘ﬂ.2,a=‘0.09
0

3 a="0.241202265917

solve (_az-f3+a_]df=‘ﬂ.2,a=‘ﬂ.24
0

3 | a=-0.390273464417

solve {az-f2+a.]df=ﬂ.2,a=‘ﬂ.39
0

b) Koska

lim (—x? —x) = -2 = lir?+(x -3) ja f(H)=-12-1=-2,
el

x-1-

niin funktio f on jatkuva myo6s kohdassa x = 1 ja siten integraalifunktio F on olemassa.

Nain ollen
1 1
j(—xz—x)dx, kunx <1 —§x3—§x2+C1, kunx <1
F(x) = = 1 :
j(x—S)dx, kunl <1 §x2—3x+62, kun1l < x

Integraalifunktion on oltava jatkuva kaikkialla (koska se on madritelman perusteella derivoituva), joten tar-
kastellaan F:n jatkuvuutta kohdassa x = 1. Taytyy siis olla

lim F(x) = lim F(x) = F(1)

x—1- x—-1+

eli

: 1, 1, : 1,
lim <—§x —=x +C1>= lim (EX —3X+C2>=F(1)

x—1— 2 x—-1+4
1 1 1
——12-2.12 = —-12-3-1
3 > + C; > 3 +C,
C,=C 21+5—C >
17 %276 2 3

Siis integraalifunktioksi tulee (nyt vain yksi integroimisvakio mukana!)



1 1
—§x3—§x2+62—§, kunx <1
F(x) =

1
§x2—3x+C2, kun1l < x

Vield pitdd etsida se tietty integraalifunktio, joka kulkee pisteen (—3,0) kautta. Toisin sanoen inte-
graalifunktion arvo kohdassa x = —3 on 0, eli F(—3) = 0. Pitdd valita oikea lauseke koska integraa-

lifunktio on paloittain mé&aritelty. Valitaan se lauseke (x < 1tai 1 < x), jolla x = —3 toteutuu, eli lauseke

1 1 5
—-x3—>x? 4+ C, — 2, saadaan
3 2 3

1 1 5
F(=3)= —3(=3) =5(=3)*+ G, =3 =0

ja loppujen lopuksi kysytty integraalifunktio on (katso myods kuvat)

= _%lx;_—%';:—_ 57, l:junnxlilx
F(7)=%-72—3-7—1—67=§.
///////{//////{/////////////I
@ = (L
|| | v’/ 2t
NN
F(x) = et |
_§ //////2/////////////// 6

Y14 olevassa kuvassa siniselld on piirretty funktio



_ _(—x? —x, kunx <1
f.f(x)—{ x—3, kun1l < x
Kuvassa punaisella on piirretty funktio
1, 1, 9
—§x —Ex 5 kunx <1
F(x) = 1 -
§x2—3x—?, kun1 < x

Harmaalla on piirretty integraalifunktioita F vakion C, eri arvoilla. Kuvassa on mygs piste P = (7, F(7)).



