Matematiikan kurssikoe, Maa4 — Vektorit - RATKAISUT Sievin lukio
Keskiviikko 12.4.2017

VASTAA YHTEENSA VIITEEN TEHTAVAAN! MAOL JA LASKIN/LAS-
KINOHIJELMAT OVAT SALLITTUJA!

1. Olkoot vektorit @, b ja ¢ seuraavasti maaritelty:

a=-2j—k, b=-21+3j+8k, =61+ 12j— 3k
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seka laske sen pituus.

b) Ovatko vektorit b ja ¢ kohtisuorassa toisiaan vastaan?

c) Maarita a°.

a) Vektorin skalaarilla kertomisen ja vektoreiden yhteenlaskun nojalla saadaan

F=-3a—b+

wl| vt

_ . 5 _
¢=-3(-27—k)—(—2t+37+8k) +§(6i+ 12] — 3k)

=a =b =C

= 6] + 3k + 21— 3] — 8k + 10T + 20] — 5k = 127+ 23] — 10k.
Siis

Ff=-3a—b+=c=121+ 23] — 10k.
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Pituus |7| = /122 + 232 + (—=10)2 =773 = 27,802.
b) Vektoreiden b ja ¢ mahdollinen kohtisuoruus voidaan todeta pistetulon kautta, silli b # 0 # ¢. Koska
bec=(-20+43]+8k)e(61+12j— 3k)
=—-2:64+3-124+8-(-3)=-12+36—-24=0,
niin vektorit b ja ¢ ovat kohtisuorassa toisiaan vasten.
¢) Yksikkovektori on vektori jaettuna omalla pituudellaan, siis
-2]—k -2 —k 2 1 _
- J(=2)2 + (-1)2 T

60_
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2. a) Maarita pisteen M = (—7, 5, 22) projektiopiste ja etdisyys i) y-akselista, ii) xz-tasosta. (1p)

b) Mita voidaan tietda vektoreista x,y ja z alla olevan pistetulon taulukon avulla? Perustele. (2p)

. X y Z
X 3 0 2
y 0 4 0
Z | V2 0 9

missd esim. X ¢ Z = V2.
c) Olkootc = —t — 2j, u = 2t +j jav = 31 + 2j tason vektoreita ja (z,j) tason standardikanta. Maa-
rité vektorin ¢ koordinaatit kannassa (u, v). (3p)

a) Projektiopisteet ovat i) M' = (0,5,0) jaii) M" = (—7,0,22). Etdisyydet (Pythagorasta hyddyntéen) ovat

i) v/ (=7)% + (22)% = V533 =~ 23,1 ja i) y-koordinaatti eli 5.

b) Pituudet tiedetdan:  Vektorin x pituus on |%| = VX e x = /3. Vektorin ¥ pituus on |y| = \/F =

V4 = 2 ja vektorin zZ pituus on |z| = VZz ez =+/9 = 3.

Vektorien vélisistéd kulmista tiedetdan seuraavaa: Vektorin x ja y vélinen kulma on 90°, koska i e y = 0.

Samoin Vektorin y ja z valinen kulma on 90°, koska y e zZ = 0. Vektorin x ja z vélisestd kulmasta tiedetdan
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se, ettd se on alle 90°, ja tarkemminkin silla cos(x,2) = EER 0,2721 ..., josta x(x,2) = 74,20 ...°.

c) Pitéa siis etsid reaaliluvut r ja s siten, etta
c=ru+sv, s,r€ER.
Sijoitetaan, saadaan
—1—-2=rQRt+j)+s@Bt+2)) =QR2r+3s)t+ (r+2s)j

- {_élir:zis - {izi(z_zzfs%;j_gs = —1=-4—4s+3s=—4—5
= s=-3 = r=-2-2(-3)=4
Siis
¢ =41 — 37,

ja vektorin ¢ kysytyt koordinaatit kannassa (i, 7) ovat 4 ja —3. Kuva alla.



3. a) Olkoon A = (—2,4) ja B = (3, 3). Méaarita sellainen janan AB piste P, ettd P: PB =3 :1.(1p)

b) Olkootu = ki — 4j jav = -9t + kj. Madritd k € R siten, etta u || v. (2p)

x=-1+3t
c) Maarita pisteen M = (18,35, 22) projektiopiste ja etdisyys suorasta l: {y =2 + 6t , € R. Hah-
z=4—-4t

mota/Piirra kuva tilanteesta geogebralla ja liita se ratkaisuusi. (3p)

a) Tiedetdan, ettd

joten pisteen P paikkavektori on

13 13

_— — — — 3 _ 3 _ _ . 7
0P—0A+AP—0A+ZAB——21+4]+Z(51—])— l+71 = plSteP_(Z'T)

S

b) Yhdensuuntaisuuslause antaa: u || v < u = tv,t € R. Ndin ollen



Siis,kunk = 6tai k = —6, niinu || v.
¢) Kuva ja idea>
Olkoon suoran [ piste Q pisteen M projektiopiste. Tallgin jollakin t € R
pétee Q
Q =(—1+3t,2+6t,4—4t)
Muodostetaan vektori QM tai yhtahyvin MQ.
QM =[18 — (=1 +30)]T+[35— Q2+ 61)][J+ [22 — (4 — 4]k
= (19 — 3t)i+ (33 — 6t)] + (18 + 4t)k
Parametrin t ratkaisemiseksi hyddynnetadn tietoa QMe § = 0, missa § = 3T+ 6] — 4k on suoran [ suunta-
vektori. Saadaan
QMe5=3-(19-3t)+6-(33—6t) —4-(184+4t) =0

= 57—-9t+198 —36t—72—-16t =0

— —61t = —183
= t=3
Nain ollen
Q=(-1+3:3,24+6-3,4—4-3)=(8,20,-8)
QM =(19—-3-3)T+ (33 —6-3)]+ (18 + 4 - 3)k = 10T+ 15 + 30k
ja pituus

|oM| = /102 + 152 + 302 = V1225 = 35.
Vastaus: Projektiopiste Q = (8,20, —8) ja etaisyys suorasta [ on 35.

Kuval



M = (18, 35, 22)

4. a) Piste M on janan AB keskipiste ja N on janan €D keskipiste. Osoita, ettd MN = %(R + BD). Kayta
oikeaa todistusmuotoa, eli ensin oletus, sitten vaite ja lopuksi todistus.
b) Pisteestad A edetddn 20 yksikkoa vektorinu = 31 — g jsuuntaan, jolloin tullaan pisteeseen B. Pisteesta
B edetddn nelja yksikkoa vektorin v = —§i+ 6j suuntaan, jolloin tullaan pisteeseen C = (15,4).

Maarita piste A.

a) Piirret&an ensin kuva (oikealla). N
A
Ol. Pisteet M ja N ovat janojen AB ja CD keskipisteet.
D
Va, Pitee MN = (AC + BD). M
- - - - = - B
Tod. Vdite toisin Kirjoitettuna:

2-MN = AC +BD.
Koska nyt

{W = MA+AC+CN,  vasen reitti
MN = MB + BD + W, oikea reitti



niin sijoittamalla (seké oletusta kayttéden) saadaan

2-MN = MA + AC + CN + MB + BD + DN

=MN =MN

= MA + AC + CN — BM + BD — ND
= MA + AC + CN — MA + BD — CN
= MA +AC + CN — MA +BD — CN
= AC +BD

josta

]

MN = %(TC +BD).
Eli véite pitaa paikkansa.
b) Pisteen C = (15, 4) paikkavektori on
0C = 15T+ 4j.
Muodostuu yhtal6é
04 = 0C — 47° — 201°,

missé yksikkovektorit ovat muotoa

. v —7f+6]_ —7f+6] —71+6j_ 5 12
V== = = =——l+-—=J
|7l \/ 5\2 st 36 - 4 13 137" 13
(-3) +& |T+77
_ 8._ _ 8._ _ 8._
. 3T—g]J 3T—<] 3i—g] 15_ 8 _
uozmz 2: = = 17 —ﬁ _E]
8 9-2 64 =’
(-l e 3

Nain ollen

04 = 0C — 47° — 20%°
— (157 + 4)) 4( > ;12 ) 20(15— 8 )
- T 13' 713/ 17t 717/

245 2148 P ( 245 2148) 1197
- —_— - = Y ~ (— .
221" " 221/ 221 221 2




5. a) Maarit4 |a@ + 2b|, kun |a| = 2, |b| = 3 ja|2a + 3b| = 7.
b) Suora a kulkee pisteen P = (55,22, 37) kautta vektorin s = —21 + j — 2k suuntaisesti. Suora b kul-
kee pisteiden A = (—5,2,7) ja B = (1,4,10) kautta. Maarita suorien leikkauspiste ja suorien vélinen
kulma asteen kymmenesosan tarkkuudella. Miké& on suoran a ja xy-tason valinen kulma?
a) Koska pistetuloa hyodyntéen

|2a +3b|" = (2a + 3b) » (2a + 3b) = 2@+ 2a+ 2@+ 3b +3b+ 2a+3b+ 3b

=4-Ged+6-Geb+6-bea+9-beb=4-22+12-Geb+9-3%2=72
—— ——
=lal? = |b|?
niin
5_49—16—81_—48_ .
asb= 12 BEV
Nain ollen

=2244-qeb+4-32=4+4-(—4)+36 =24,
=—4

josta |a@ + 2b| = V24 = 2+/6.

b) Suoraa: OP = (551 + 22j +37k) +t (—2T+j— 2k) = (55 — 26)T+ (22 + )] + (37 — 20)k, t ER

=S

Suorab: OP = (=514 2]+ 7k) + s (614 2]+ 3k) = (=5 + 65)T+ (2 + 2s)j + (7 + 3s)k, s€ R

=AB

Néiden suorien leikkauspisteessé koordinaatit on oltava samat. Muodostuu yhtaloryhma:

—10s = —100 _, 5= 10

55— 2t =—-5+4+6s 55—4s5s —40=—-5+6s
2+t=2+2s = {t=25—20 1 sij =>{

7o = — jat=0
37— 2t =7+3s 37 — 45 — 40 = 7 + 3s 7s = =70 1
Eli leikkauspiste on (55, 22, 37). Leikkauskulmaksi saadaan
SeAB —2:6+1-2+(-2)-3 |-16] 16

cos(5,AB) =

ISIABI| ~ | \/(=2)2 + 12 + (—2)2 - V67 + 22 + 32 T V9-vag 21

= «(5,4B) = 40,367 ...° ~ 40,4°



Suoran a ja xy-tason véliseksi kulmaksi saadaan, kun havaitaan, ettd k on erés xy-tason normaalivektori.
Sen _‘ —2-0+1-0+(-2)-1 =20 2
Islall | /(=2)2 + 12+ (=2)2- V02 + 02 + 12| V9-V1 3

cos(5s,n) =
= <«(5,n) =48,189...° = <k(suoraa,xy —taso) =90°—48,189...°=41,810...° = 41,8°

. Suihkukone on pisteessé (6,4, 7) ja se lentaa vektorin —31 + 2j — k suuntaan. Ukkospilven etureuna
on pisteiden (—3,-2,9), (2,4, 8) ja (5,2,10) maaradman tason suuntainen. Kuinka pitkdn matkan
kone lentaa ennen kuin se osuu ukkospilveen? Koordinaatiston yksikko vastaa kilometrid.

Ratkaise tehtava

a) Ohjelmistoja kayttaen (kopioi paperille tarvittavat tiedot ja piirrokset, jos vastaat paperille) (2p) ja
b) Laskennallisesti, eli valivaiheet nékyviin. (4p)

a) 1) Sijoitetaan tunnetut pisteet koordinaatstoon ja muodostetaan lentokoneen lentdmaé suora seka ukkosrin-

taman taso. 2) Méaritetdén suoran ja tason leikkaupiste seké lasketaan etaisyys. katso kuva alla.
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b) Suunnitelma: Muodostetaan suoran koordinaattimuotoinen yhtéld seka tason normaalimuotoinen yhtalo.
Sijoitetaan suoran koordinaatit tason yhtaloon, ratkaistaan t ja maéritetadn leikkauspiste. Lopuksi
maéaritetaan pisteiden valinen pituus.

Suoran yhtalo:

Olkoon piste P = (x, y, z) suoran mielivaltainen piste. Talléin on olemassa t € R siten, etta

. _ B x=6-3t
OP=6T+47+7k+t(-31+2]—k) = {y=4+2t.
z=7—-t

Tason yhtalo:

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita
= (2-(-3)i+(4-(-2))j+(B8-9Dk =51+6]—k,
7=5-(-3))+(2-(-2))]+ 10—k =81+4]+k.

Olkoon piste Q = (x, y, z) tason mielivaltainen piste. Talloin on olemassa r, s € R siten, ett4

—

0Q =21+4j+8k+r(5t+6]—k) +s(8T+ 47+ k)

(_1 _,_
x=2+4+5r+8s r—5(x 2 = 8s)

= Jy=4+61r+4s =

1
z=8—-1r+s r=g(y—4—4s)

r=8+s—2z Tsij.

Kahdesta alimmaisesta yhtélosta saadaan
1 1
r=r & g(y—4—4s)=8+s—z = .. =>5=E(y—52+6z).
Vastaavasti kahdesta ylimmaisesta yhtélosté saadaan
1( 4 — 4s) 1( 2 —8s) 1(6+8 5y)
= —(yv—4 - =—(x—2-— = .. = — — .
r=r & 3 y S z X S =5 58 X y
Yhdistetaan tiedot, saadaan tasolle normaalimuotoinen yhtal®
1 1
s=s5s & E(y—52+6z) =%(6x+8—5y) = .. = 60x — 78y — 168z 4+ 1536 = 0.

N&in on saatu tason normaalimuotoinen yhtald, sijoitetaan siihen suoran koordinaatit ja ratkaistaan t, siis

60(6 —3t) — 78(4 + 2t) —168(7 — t) + 1536 = 0



360 — 180t — 312 — 156t — 1176 + 168t + 1536 = 0

—168t +408 =0
408 _17
168 7
Suoran ja tason leikkauspiste on
(. 6—3 17 _ 9
x= 7777
) 17 62 ( 9 62 32)
= = —_— = — 1 e —
y=4+2 - Z 7
17 32
Z=Tm7 =7
Halutut pisteet ovat siis (6,4,7) ja (— ggg) Néiden vélinen etaisyys on

(6+2) +(a-2) + (7-2) = P22 10 L g pans
7 7 7) 7 7 7 '

Vastaus: noin 9,1km.

. Suoran neliépohjaisen pyramidin korkeus on 3 ja pohjanelion pituus on 2, katso materiaalit-osiosta
geogebratiedosto tehtéava 7. Laske analyyttisesti (vélivaiheet nakyviin) asteen kymmenesosan tarkkuu-
della pyramidin kahden vierekkaisen sivutahkon vélisen kulman suuruus.

OHJE: Merkitse ensin geogebralla kysytty kulma nakyviin (riittdvan isokokoisena) ja kirjoita ajatuk-
sesi kuinka lahdet tehtavaa ratkaisemaan. (1p) Ratkaise sitten tehtava. (5p)

Geogebralla piirretty tilanne:
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Ratkaisuajatus on seuraava. Muodostetaan tahkojen tiedoista (pisteet) tahkoja vastaavien tasojen yhtalot,
jotka muutettuna normaalimuotoon antavat tasojen normaalivektorit. Lasketaan tahkoja vastaavien tasojen
valinen kulma normaalivektoreiden avulla. Koska tdma kulma ei kuitenkaan ole (katso geogebratiedosto)
tahkojen valinen kulma, vaan sen suplementtikulma, niin lopuksi véhennetédén 180°. Siis

tahkojen valinen kulma = 180° — tahkoja vastaavien tasojen valinen kulma.

Tahko 1, eli tason 1 yhtalo:

—_—

OP =3k + t(vV2i—3k) +s(v2j—3k), tseR

x=0+\/§t 3 3 3 3

= = = z=3-——=x——F—=y = —=x+—=y+z—-3=0
i e TR

Tason 1 normaalivektoriksi saadaan nain ollen
3 3

ny=—I+—j+k.

2 V2
Tahko 2, eli tason 2 yhtélo:

OP =3k + t(V2] - 3k) + s(—V21-3k), ts€R



x=0 —\/ES 3 3

3
= Yy =0++2t = z=3——y+ﬁx =>—ﬁx+ﬁy+z—3=0
z=3—-3t—3s

Tason 2 normaalivektoriksi saadaan nain ollen

Tasojen valiseksi kulmaksi saadaan

3 ( 3 ) 3 3
_ — ' |l-=]|+t—="—=+1"-1
cos(t ﬁ)=|nl.n2 = 2 . 2 V2 = i _
v |ﬁ1||ﬁ2| 2 2 2 2 \/E \/ﬁ
@) ) 7 5) ()
V2 2 2 V2
=  «(fiy,71,) = 84,260 ...° ~ 84,3°
Lopuksi kysytty kulma
180° — 84,260 ...° = 95,739 ...° = 95,7°.
TAI (kun pyramidin pohjanelion kérjet ovat (+1,+1,0).)
Tahko 1, eli tason 1 yhtalo:
0P =3k +t(i+7—3k)+s(i—j—3k), tseR
x=0+t+s t=1/2(x+y) \sij.
= y=0+t-s = s=1/2(x—y) \sij. = z=3-3x
z=3-3t—3s z=3-3/2(x+y)—3/2(x—y)

Jostaedelleen3x +z—3=0 = @; =31+k.

Tahko 2, eli tason 2 yhtalo:

—

OP =3k +t(t+7—3k)+s(-t+j—-3k), tseR

x=0+t—s t=1/2(x+y) \ sij.
= {y=0+t+s = s=1/2(y —x) \sij. = z=3-3y
z=3-3t—3s z=3-3/2(x+y)—3/2(y —x)

Jostaedelleen3y +z—3 =0 = 7, = 3]+ k. Lopuksi

3:0+0-3+1-1 _ 1 1
V32502 +12-/02 + 32 + 12 v10-v/10 10

nien,

cos(ny, ny) =

71|72,

=0,1.



