Musiikin matematiikkaa
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Musiikissa ihmiskorvan kuuloalueelle osuvia taajuuskokoelmia enharmonisine ylataajuuksineen
kutsutaan nimella savel. Sivelasteikon pohjaksi on otettu taajuus 440 Hz, joka on saanut nimen A.
Taman taajuuden monikerrat - 220 Hz, 110 Hz, 880 Hz, 1760 Hz - muodostavat asteikon eli
skaalan peruspisteet. Eli taajuuskokoelma 440 Hz:std 880 Hz:hon muodostaa yhden skaalan.

Lansimaisessa musiikissa skaala on jaettu kahteentoista osaan, joita kutsutaan
puolisidvelaskeliksi (dlkaa kysyko, miksi). Kaksitoista-askelinen asteikko muodostaa
kromaattisen skaalan. Tissi jokaisen taajuuden ero on siis 12v2-kertainen skaalassa edeltiavaan.
Miksi juuri luku 12? Siihen ei liity mitaan mystiikkaa. Se yksinkertaisesti on kaikkein
kdytdannollisin jako - riittdvan pieni, ettd ihmiskorva kykenee erottamaan eri savelet toisistaan, ja
riittdvan suuri, etta sithen saadaan riittiva maara savelia. Lisaksi luku 12 on jaollinen luvuilla 2, 3
ja 4, ja 6:1la. Aikojen saatossa on kokeiltu myos muita siavelasteikkoja, kuten bysanttilainen, jossa
skaala jaettiin 78 sdveleen, ja arabialainen magam-asteikko, jossa siavelid on 24, mutta ne
kuulostavat oudoilta. Myos 6+1-savelinen kokosavelasteikko, mista on jatetty puolisdvelaskeleet
pois, kuulostaa oudolta.

Ensimmaisen kerran musiikin ja matematiikan suhdetta tutki Pythagoras, joka havaitsi, etta
aanen taajuus oli kdantden verrannollinen varahtelijan, siis lyyran tai kitharan, kielen pituuteen -
mitd lyhyempi varahtelija, sitd korkeampi d4ni. Pythagoras havaitsi myos, etta silloin kun
virahtelijoiden pituuksien suhde oli rationaaliluku, niin tdlloin syntyva sointu on
miellyttava korvalle. Tahédn perustuu barokkiaikana kayttoon otettu tasaviritys - puolisivelaskelten
paikat pyritadn maarittimain niin, etta tiettyjen savelaskelten paikat olisivat tasamurtolukuja.
Kaytdnnossa tahan ei passti, vaan jokainen intervalli on irrationaaliluku, mutta riittdvan lahella
kuulostaakseen hyvilta keskiarvokuuntelijan mielesta.

Kromaattinen skaala on helppoa soittaa kosketinsoittimella, kuten pianolla tai syntetisaattorilla.
Pimpautetaan vain jokaista valkoista ja jokaista mustaa kosketinta yhden skaalan valilla. Mutta
vaikka kromaattisella skaalalla on mahdollista tehda musiikkia - jota kutsutaan dodekafoniaksi,
se on niin lahelld kakofoniaa, etta yleensa skaalalta valitaan vain sellaiset sivelet, jotka
muodostavat miellyttavan kuuloisia véleja. Kahden sdvelen vilia kutsutaan intervalliksi.
Intervalli on oikeastaan kahden sdvelen varahtelytaajuuksien suhde. Kaikkein yksinkertaisin tapa
jakaa skaala on pentatonia - jolloin skaalassa on viisi (+1) savelti. Perusintervalli on tall6in
kvintti ja sdvelet muodostavat kvinttisarjan. Pentatoniaa on kolme peruslajia: C-pentatonia, F-
pentatonia ja mollipentatonia. Pentatoninen asteikko on helppoa soittaa kosketinsoittimen
mustilla koskettimilla - ne muodostavat pentatonisen asteikon. Kissanpolkka on tuttu esimerkki
pentatoniasta.

Mutta vaikka pentatonia onkin perusasteikko niin itdmaisessa musiikissa kuin lansimaisessa
kansanmusiikissakin, jo varhain havaittiin, etta sen antamat mahdollisuudet ovat rajalliset.
Lisaamalla pentatoniseen skaalaan kaksi lisasivelta saadaan aikaan diatoninen skaala.
Diatonisessa skaalassa on siis kaikenkaikkiaan 7+1 savelta, ja diatonisia asteikkoja eli moodeja on
olemassa kaikenkaikkiaan 7 kappaletta. Niista yleisimmat ovat duuriskaala ja molliskaala.
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Muita moodeja, ns. kirkkosavellajeja, kaytetaan kirkkomusiikissa - mutta myo6s hard rockissa ja
heavy metalissa. Esimerkiksi Lynyrd Skynyrdin Sweet home Alabama on sévelletty
miksolyydiseen moodiin.

Lansimaisen musiikin perusmoodi on A-molli, joka antaa nimet myos diatonisen asteikon
sdvelille. Perussidvel on A, 440 Hz, ja pianon alemman A:n taajuus on 220 Hz. Diatonisessa
molliskaalassa on seuraavat intervallit: iso sekunti (kokoséavelaskel), H, pieni terssi (kokosavelaskel
ja puolisavelaskel), C, kvartti D, kvintti E, pieni seksti F, pieni septimi G ja oktaavi - seuraavaan
A:han. Diatonista skaalaa kutsutaan myos nimelld oktaavi. Diatonisella mollilla eli aiolisella
moodilla on selkeisti surumielinen sivy; siind on kolme pienta intervallia, pieni terssi, pieni
seksti ja pieni septimi, jotka saavat sithen surumielisen ja alakuloisen savyn. Puhuttaessa
alavireisestd ja yhdistettaessa se alakuloon, ollaan todella oikeilla jaljilla! Latinan sana mollus
tarkoittaa "pehmeaa", ja mollilla on pehmea savy. Englanniksi puhutaan termilla minor tune tai
minor key, pienempi savellaji.

Suurin osa musiikista kuitenkin tehddin duuriin eli joonialaiseen moodiin. Perusduuri on C-
duuri, joka on helppoa soittaa kosketinsoittimen valkoisilla koskettimilla. Se on A-mollin
rinnakkaissavellaji, ja varmasti yli puolet kaikista maailman musiikkiteoksista on tehty C-duuriin.
C-duuriasteikon savelet ovat C, iso sekunti D, iso terssi E, kvartti F, kvintti G, iso seksti A, iso
septimi H ja oktaavi C. Duuri on iloinen, hilpei ja jopa kevytmielinen savellaji, ja sita pyrittiin
kirkkomusiikissa valttimaan, ja mieluummin kaytettiin lyydista tai miksolyydistda moodia, mutta
latinan "durus" tarkoittaa "kovaa" ja duuri on kuin isoveli molli-pikkusiskolleen. Duurissa kaikki
intervallit ovat joko isoja tai puhtaita. Englanniksi puhutaan nimella major tune tai major key,
isompi sdvellaji. Kahta sivellajia, joilla on yhtdldinen maira ylennys- tai alennusmerkkeja,
kutsutaan rinnakkaissivellajeiksi. Miksi A:ta seuraa saksalais-skandinaavisessa notaatiossa H ja
miksi alennettu H on B, on mysteeri; anglosaksisessa notaatiossa H on B ja B on Bb. Niiti vastaavat
intervallit ovat priimi, sekunti, terssi, kvartti, kvintti, seksti, septimi ja oktaavi.

Perusintervalli on kvintti. Kvintissa perussivelen (toonikan) ja ylasavelen (dominantin) vilinen
taajuussuhde on 2:3. C-duurissa kvinttia vastaa siis intervalli C-G ja keski-C:std mitattuna
taajuudet 261,63 Hz ja 392,00 Hz.

Mutta kvintti voidaan ottaa my0s toonikasta alaspdin. Tall6in saveltd, johon toonikasta paastain,
kutsutaan subdominantiksi. C-duurissa subdominantti on F, silld kun C:st4 otetaan kvintti
alaspdin, paastaan F-saveleen. Jos keski-C:n taajuus on 261,63 Hz, niin tilloin F:n taajuuden tulisi
olla 174,42 Hz, jotta kvintti olisi puhdas - ja tasavireisessi skaalassa ala-F yleensid on 174,61 Hz.

Mutta kun kvintti subdominanttiin otetaan kdcdnteisend - eli siis keski-C:sta ylospdin, yla-F:aan,
saadaan uusi intervalli, kvartti. Nyt taajuuksien suhde on 3:4 - jilleen tasamurtoluku, ja kvartti
kuulostaa miellyttavalta. Keski-C:sta ylospain F:adn taajuudet ovat 261,63 Hz ja 369,99 Hz.

Ja naihin kolmeen siaveleen - toonikaan, subdominanttiin ja dominanttiin - perustuu
oikeastaan koko lansimainen musiikki. Kun puhutaan kolmen soinnun perusrockista, puhutaan
musiikista, jota voi kompata kolmella soinnulla - dominanttia vastaavalla duuri- tai mollisoinnulla,
subdominanttia vastaavalla soinnulla ja dominanttia vastaavalla soinnulla. Noin 75% kaikista
maailman musiikkikappaleista voidaan sdestdaa kolmea sointua - toonikaa, subdominanttia ja
dominanttia - kayttden. Puhdasta kvinttié kutsutaan myo6s nimelld voimasointu (power chord)
- se ei ole duuri eikd molli, ja kuulostaa siksi erityisen voimakkaalta. Voimasoinnut voivat olla myos
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kaanteisia kvartteja. Ne on helppoa soittaa viululla, joka viritetdan kvintteihin, ja kitaralla, joka
viritetdaan kvartteihin, kahden vierekkiisen kielen kautta.

Mutta duurista tekee duurin ja mollista mollin se, ovatko kolme muuta intervallia - terssi, seksti ja
septimi - suuria vai pieniid. Kun puhutaan kolmisoinnusta, puhutaan soinnusta, johon liittyy
kaksi terssia. Pienessa terssissd on yksi kokosdvelaskel ja yksi puolisiavelaskel; isossa terssissia on
kaksi kokosivelaskelta. Kolmisointuja voi olla kaikenkaikkiaan nelja erilaista:

* Kaksi pienti terssia - vihennetty (diminutiivinen) kolmisointu
* Yksi pieni ja yksi iso terssi - mollikolmisointu

* Yksi iso ja yksi pieni terssi - duurikolmisointu

* Kaksi isoa terssia - ylinouseva (augmentoitu) kolmisointu

Seka diminutiivinen etta augumentoitu kolmisointu kuulostavat meista oudoilta - siksi, ettd niissa
taajuuksien erot eiviat muodosta rationaalilukuja. Duurikolmisoinnun taajuuksien suhteet ovat
4:5:6, kun taas mollikolmisoinnussa taajuussuhteet ovat 6:7:9. Terssin ylasavelta kutsutaan
nimelld mediantti, silld se "vilittda" (medioi) soinnun ja maarittaa, onko se duuri- vai
mollisointu. Yleensi duurikolmisointua nimetdin notaatiossa toonikan mukaan, ja
mollikolmisointuun lisatdan "m" osoittamaan, ettd se on molli. Niinpa C-kolmisointu (C-E-G)
merkitdan C, ja rinnakkaissavellajin A-mollin, A-mollikolmisointu (A-C-E) puolestaan merkitaan
Am. (Cm olisi C-molli, ja A olisi A-duuri) [Vahennetty sointu on Cdim, C° tai C-; ja ylinouseva on
Caug tai C+]

Mutta diatonisesta asteikosta voidaan rakentaa yhteensa seitsemén kolmisointua. Duuriskaalassa
on kolme duurikolmisointua - toonikan, subdominantin ja dominantin kolmisoinnut - ja kolme
mollisointua. Ne ovat sekstii vastaavan sdvelen, submediantin, joka on duuriskaalassa
"molliekvivalentti" peruskolmisointu, rinnakkaismolli, ja medianttia vastaava mollisointu (joka on
submediantille dominantti) sekd supertoonikan, skaalan kakkossavelen (jota C-duurissa vastaa D)
kolmisointu, joka on mollisointu. Seitsemannen savelen, subtoonikan, kolmisointu on kahden
pienen terssin muodostama vihennetty kolmisointu. Duuriskaalan rinnakkaismollissa
submediantti vastaa toonikaa, mediantti dominanttia ja supertoonika puolestaan subdominanttia.
C:ta perussavelena soinnut olisivat C, F ja G, ja rinnakkaissivellajissa soinnut ovat Am, Dm ja Em.

Kun puhutaan sointukierrosta, johon kuuluu toonika, submediantti, subdominantti ja dominantti,
puhutaan akuankkakierrosta. Tamai kierto tulee varmasti tutuksi jokaiselle pianonsoiton
opiskelijalle kappaleessa Heart and Soul, ja se oli erityisen suosittua 1950- ja 1960-lukujen
populaarimusiikissa. C-duurin akuankkakierto on siis C-Am-F-G. Akuankkakierto ei viittaa Aku,
vaan Paul Ankaan, joka kaytti tata kiertoa kappaleessaan Diana. Useimmat ihmiset kokevat
akuankkakierron yhteni kaikkein harmonisimmista ja "suloisimmista" sointukuluista - ihmeko
tuo, silla perussivelten taajuudet tissa kierrossa suhtautuvat toisiinsa taydellisessa harmonisessa
kokonaislukusarjassa 18:21:28:32. Toisinaan akuankkakierrossa mollisointuna voidaan kayttaa
mediantin mollisointua (C-Em-F-G), tai subdominantin duurisointu voidaan korvata
supertoonikan mollisoinnulla (C-Am-Dm-G).

Kolmisointua voidaan myos peukaloida korvaamalla (substituoimalla) terssi joko sekunnilla tai
kvartilla. Tallaista substituoitua sointua kutsutaan nimella sus-sointu, (sustained chord) ja
notaatio on C-perussavelessi joko Csus2 (C-D-G) tai Csus4 (C-F-G). Sus-soinnussa on siis ldsna
toonika, subdominantti ja dominantti - joko toonikan sivellajissa (sus4-sointu) tai dominantin
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savellajissa (sus2-sointu). Substituoitu sointu ei kuulosta pahalta, mutta se kuulostaa oudolta, kuin
vajaalta. John Lennon on kayttanyt runsaasti sus4-sointuja kappaleessaan We Can Work It Out.
Yllatys yllatys, Csus2 on sama kuin Fsus4, ja Csus4 on sama sointu kuin Gsus2! Taajuusjakaumat
menevat nyt 6:8:9 (sus4) tai 8:9:12 (sus2). Sus-sointu ei ole duuri eika molli - siitd puuttuu
terssi, joka maarittaa, onko sointu duuri vai molli, eli jos joku sitd ihmettelee, niin
mollisubstituoituja sointuja ei ole olemassakaan. Siksi merkintd Cmsus4 on tdsmaélleen sama kuin
Gsus2.

Laajentamalla kolmisointua nelisoinnuiksi otetaan mukaan subtoonika, septimi.
Perusnelisointuja kutsutaan usein septimisoinnuiksi tai seiskoiksi. Perusnelisointuja on kaksi:
minor-seiska (pieni seiska) tai tuttavallisemmin vain "seiska", jossa kolmisointuun liitetdan pieni
terssi, C-duurissa C-E-G-B, notaatio C7 ja major-seiska, suuri seiska, jossa kolmisointuun liitetaan
iso terssi, C-duurissa C-E-G-H, notaationa Cmaj7 tai CA7. Major-seiskassa taas yhdistyy toonikan
duurikolmisointu ja mediantin mollikolmisointu. Minor-seiskassa on toonikan
duurikolmisointu ja mediantin vihennetty sointu. Niistd kahdesta seiska on minor-seiskaa
yleisemmin kaytetty, varsinkin mollisivellajissa; se kuulostaa dominanttina pehmedmmalta ja
miellyttivimmalta kuin dominantin vastaava mollisointu. Major-seiska sensijaan kuulostaa hyvin
kovalta; Hectorin kappaleessa Ake, Make, Pera ja md toonika vaihtuu dkkiarvaamatta toonikan
major-seiskaan, jossa se luo ikdankuin dramaattisen vaikutelman. Mutta myos mollista on
mahdollista muodostaa minor-seiska: talloin intervallit ovat pieni terssi - iso terssi - pieni terssi.
Am7 on siis A-C-E-G. Diatonisesta skaalasta ei voi muodostaa mollimajor-seiskaa, joskin
kromaattisesta kylla.

Mutta kuten jo aiemmin todettiin, diatonisesta skaalasta saadaan kromaattinen lisidmalla sithen
"mustat koskettimet". Niin voidaan soittaa kaikki mahdolliset diatoniset skaalat pitdimalla mita
tahansa asteikon saveltd toonikana. Nyt erilaisia moodeja on 12*9 kpl = 108 kappaletta, joskin
erilaisia duuri- ja molliskaaloja on 28 erilaista. Ja tille voidaan rakentaa uusi kisite, kvinttiympyra.
Kvinttiympyrasta saadaan selville ylennetyt ja alennetut savelet. Kvinttiympyrassa voidaan liikkua
joko dominantin tai subdominantin suuntaan. Nyrkkisaanto on, etta liikuttaessa oikealle
(dominantin suuntaan) edellisestd toontkasta tulee subdominantti, ja uudessa skaalassa
edellinen subdominantti ylennetddn (#) ja sama kaantden: liikuttaessa vasemmalle
(subdominantin suuntaan) edellisestd toonikasta tulee dominantti ja subdominantti
alennetaan (b). Niinpa mentdessa C-duurista dominantin suuntaan (G-duuriin) G:sta tulee
toonika, D:std dominantti ja edellisesta toonikasta, C:std, subdominantti. Edellinen subdominantti,
F, ylennetéin ja siitd tulee Fis. Vastaavasti liikuttaessa eteenpdin D-duuriin G:sti tulee
subdominantti, A:sta dominantti ja C ylennetdan Cisiksi. Jos taas mennaan vasemmalle, C:sta
subdominantin suuntaan ensimmaisena vastaan tulee F. Nyt F:sti tulee toonika, C:std dominantti
ja subdominantti H alennetaan, siita tuleee B. F:std subdominantin suuntaan tulee B, F:sta tulee
dominantti ja uusi subdominantti E alennetaan ja siita tulee Es. Oikealle ylennysmerkkien
suuntaan siis kvinttiympyrassa on C (puhdas), G (fis), D (fis, cis), A (fis, cis, gis), E (fis, cis, gis, dis)
H (fis, cis, gis, dis, ais), Fis (fis, cis, gis, dis, ais, eis) ja Cis (fis, cis, gis, dis, ais, eis, his). Vastaavasti
mentiessa vasemmalle alennusmerkkien suuntaan duurit ovat C (puhdas, F (B), B, (B, es), Es (B,
es, as), As (B, es, as, des), Des (B, es, as, des, ges), Ges (B, es, as, des, ges, aes) ja Fes (B, es, as, des,
ges, ces ja fes). Voimme tietysti menna tuosta ylikin - mutta silloin vain tulemme toiselta puolelta
ulos: Gis-duuri on tasmalleen sama kuin As-duuri - ne ovat enharmonisia savellajeja. Samoin Ces-
duuri on sama kuin H-duuri. Mutta myos molleille voidaan tehda kvinttiympyra: talloin ldhtokohta
on A-molli. Oikealle mentidessa mollit ovat Am, Em, Hm, F#m, C#m, G#m ja D#m, kun taas
vasemmalle mentidessa mollit ovat Am, Dm, Gm, Cm, Fm, Bbm, Ebm ja Abm. Kosketinsoittimilla
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viisi tai useampia ylennys- tai alennusmerkkeja sisaltavat savellajit ovat pirullisia soittaa, kun taas
nauhallisilla kielisoittimilla ne eivat ole mikian iso juttu - ainoa ongelma on nuotinluku, mutta
kielisoittimien soittajalle tabulatuurien lukutaito on nuotinlukutaitoa tarkeampaa.
Kvinttiympyrasta voidaan myos katsoa kolmisointukomppaus: kun valitaan toonika, dominantti on
toonikasta yksi oikealle ja subdominantti yksi vasemmalle, ja akuankkakierron molliekvivalentti on
vastaava rinnakkaissévellaji. Kvinttiympyra on musiikin harrastajalle yksi kaikkein hyodyllisimpia
tyokaluja.

Savel voidaan myos tilapdisesti ylentaa tai alentaa, kuten usein molliskaalassa tehdaan
subtoonikalle. Luonnollinen molli - aiolinen molli - kuulostaa hyvin kovalta ja armottomalta;
ylentamalla subtoonika saadaan aikaan harmoninen molli joka kuulostaa pehmedmmalta kuin
luonnollinen molli.

Mutta ne intervallit, joilla taajuuksien ero on jotain muuta kuin rationaaliluku, kuulostavat hyvin
repivilta, riitaisilta ja epamiellyttavilta. Ja kaikkein epamiellyttivimpéna ja riitaisimpana koetaan
tritonus, ylinouseva kvartti tai alennettu kvintti. Tritonuksessa taajuuksien suhde on V2 - ja
tritonuksen epamiellyttavyyden, "saatanallisuuden", tiesivit jo keskiajan luostarisaveltdjat.
Tritonuksen kéytto oli kiellettyd kaikkialla muualla paitsi helvetisti ja Paholaisesta kertovassa
musiikissa. Nimi tritonus, kolmisavel, tulee siita, etta siind on kolme kokosavelaskelta - C:n
tritonus on siis F#. Camille Saint-Saéns on kayttanyt tritonusta luomaan demonista tunnelmaa
Danse macabressa. Ja monet metallimuusikot kayttavat tritonusta riffeissa luomaan pelottavaa
tunnelmaa.

Kenellekdin ei varmaan tule ylldatyksend, ettd niitd sointuja, joissa savelten
taajuusjakaumien suhteet ovat jotain muuta kuin rationaalilukuja, kutsutaan
riitasoinnuiksi. Riitasointujen aikaansaaminen on helppoa: lytdaan yhtiaikaisesti satunnaisia
koskettimia. Riitasoinnut kuulostavat epamiellyttaviltd; emmeka mielellimme kuuntele
riitasoinnuista koottua musiikkia. Me koemme sen hilyksi. Tasta syystd maqamit kuulostavat
meista oudoilta, silld niilld on hyvin helppoa saada aikaan riitasointuja, ja atonaalinen musiikki
kuulostaa halylta. Atonaalisuus oli virhe, silld korvan tonaalista keskusta on mahdotonta pettas;
siitd pitdd matematiikka ja differentiaaliyhtdloiden ihmeellinen maailma huolen. Perinteisilla
soittimilla - varsinkin sellaisilla, joilla voi periaatteessa saada mita tahansa sivelid aikaan, kuten
viululla, riitasointujen aikaansaaminen on d4arimmaisen helppoa. Ruukinmatruuna tietda asian
itse. Han jammasi kerran eriissa keskiaikabileissi leikarien kanssa. Hanell4 oli soittimena
eurooppalaisen luutun sijaan 'ud, arabiluuttu, jossa ei ole nauhoja. Erds muusikoista totesi, etta
sind soitat millin liian alhaalta 'udin otelaudalla. Se oli varmasti totta: eurooppalaisessa luutussa
on nauhat, ja ruukinmatruuna on tottunut painamaan kielta juuri nauhan takaa, ei sen kohdalta -
ja mita tahansa nauhatonta soitinta, kuten viulua tai rebec'ia soittamaan tottuneelle se kuulostaa
riitasoinnulta, kun taas ruukinmatruuna soitti tottumuksesta. Niinpa sellainen sivel, joka kuulosti
ruukinmatruunasta aivan mukiinmenevalta - kaikissa savelissa oli tuo "millin liian alhaalta"
kuulosti sitten riitasoinnulta sellaisen mielesta, joka on koko ikénsa soittanut nauhatonta
instrumenttia - siina korva kehittyy todella tarkaksi, silla vaikka luutulla cis ja des ovat sama savel,
niin viulussa ne eivdt ole. Taajuussuhteet ovat erilaiset. Ja tima pieni ero saa sen viulistin korvassa
kuulostamaan riitasoinnulta. Viululla, rebec'illa tai 'udilla on 4arimmaisen helppoa tehda
atonaalisia savelid! Ehka juuri tasta syysta taitamaton viulunsoitto kuulostaa niin kamalalta -
viulusssa ei ole nauhoja, ja otelautaa on niin helppoa painaa vaarasta kohdasta, jolloin intervallin
taajuusosamaira on jotain muuta kuin rationaaliluku. Ruukinmatruuna huomasi timan
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ensimmaisen kerran soittaessaan rebec'ia pizzicatona - vaikka savelten suunnittaiset paikat oli
helppo 16ytaa, niista oli vaikeaa saada eksakteja.
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