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2.

Olkoon f () = —x% 4 6, missax > 0.

1. Osoita, etts funktiolla f () on kaanteisfunktio [~ (z) .

RATKAISU
Polynomifunktio on jatkuva ja derivoituva kaikkialla ja siten myés kun x > 0.
Derivoidaan ja saadaan [’ (z) = —2z .

Kun z > 0, derivaattafunktio f" () < 0.
Funktio f () on siis aidosti vaheneva ja silloin silla on kaanteisfunktio.

PISTEYTYS

- Derivoidaan oikein. (1 p.)

- Todetaan, etta derivaatta f* (x) < 0.(1 p.)

- Johtopaatds, ettd on olemassa kaanteisfunktio. (1 p.)

2. Mairita kaanteisfunktio f~* (z) .

RATKAISU

Ratkaistaan x funktiolausekkeesta:
y=—2"+6

t=6—y

T =+vb—y

Koska & > 0, valitaan positiivinen juuriz = /6 — y.
Vaihdetaan x ja y jolloin saadaan lauseke f~ (z) = /6 — x .
Taman funktion maarittelyjoukko on |—00,6] , joka on myds alkuperaisen funktion arvojoukko.

Vastaus: f* (z) = +/6 — =, maérittelyjoukko on |—c0,6]

PISTEYTYS

- Ratkaistu & = 4++/6 — . (2p.)

- Perusteltu javalittu x = /6 — . (1 p.)
-Saatu lauseke f~ (z) =6 —x. (1p)

- Maérittelyjoukko |—o0,6] mukana. (1 p.)



3. Maarita kaanteisfunktion f~' (x) derivaatan arvo kohdassaz = 2.

RATKAISU
Vaihtoehto 1: Derivoidaan saatu kaanteisfunktio suoraan.

(F ) (@) =46-2)7 (-1) = —=.

Sijoitetaan ¢ = 2 ja saadaan (f~!)" (2) = ——1
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PISTEYTYS

- Derivoitu oikein. (2 p.)
- Sijoitus oikein (1 p.)

- Vastaus oikein (1 p.)

Vaihtoehto 2: Kaytetaan kaanteisfunktion derivointikaavaa pisteessa 1y .

(f_l); (yo) = Tlmﬂ ,jossa f (xo) = yo -

Lasketaan x, , kunyp = 2.
—2? 4+ 6=2« 12 =4 g =42, siisvalitaanzy = 2.

Derivoidaan f (&), ja saadaan [’ (x) = —2z . Silloin " (z,) = f' (2) = —4.

Saadaansiis (f1)" (2) = -2 = —1.
aadaan siis (') (2) 7@ i
PISTEYTYS

- Laskettu xp = 2 oikein. (1 p.)

- Derivoitu ja saatu f' () = —2z.(1 p.)

- Sijoitettu & = 2 edelliseen kaavaan. (1 p.)
- Kaytetty derivointikaavaa ja saatu oikea tulos. (1 p.)



1. Esita funktio f () = |z — 1| ilman itseisarvomerkinta.

RATKAISU
Ratkaistaan ensin epayhtalé ©x — 1 > (O jasaadaanx > 1.
Kaytetaan suoraan itseisarvon maaritelmaa ja saadaan

e 1 JT—1, x =1
== {rt, 221

PISTEYTYS
- Ratkaistu epdyhtdlé. (1 p.)
- Vastaus oikein. (1 p.)

2. Laske fiz x|z — 1| dx ja anna tarkka vastaus.

RATKAISU

r—1, x>1
—x+1, z<l1’
2 -z zr=>1
—z’4z z<l’

Tiedetdan, etta |z — 1| = {

Silloin x|z — 1| = {
Integraali pitaa jakaa kahteen osaan, silla kohdassa 2 = 1 integroitava lauseke muuttuu.

1
sagaan Iy = 1 (~a* +2)do = | (-5 + %) =—+-(-£+4)
2

3
Jatoisell.;l\.r;?ilill."a'gaaclaanfg:f:]3 (mz—&:)dm:/ (m—;—%ﬁ)zﬂ—%—(%—%):?—g—z:%

Lasketaan integraalien arvot yhteen ja saadaan I1 + I = —% + % = = =.

PISTEYTYS
-z, x>1
9 A1 p)
—r 4z, o<l
- Todettu miksi integraali pitad jakaa kahteen osaan. (1 p.)
- Integraali 1: oikea sijoitus, oikeat valivaiheet nakyvilla ja oikea vastaus. (1 p.+1p.+ 1p.)
- Integraali 2: oikea sijoitus, oikeat valivaiheet nakyvilla ja oikea vastaus. (1 p.+ 1 p.+1p.)
- Merkitty yhteenlasku ja saatu oikea vastaus. (1 p. + 1p.)

-Saatux |z — 1] :{



1. Laske raja-arvo

; —5x
limy, 00 R
RATKAISU
. —5 . —5&(—22—Vu?—3x)
limy 00 ————— = limy 400
—2z+v27 32 (—2a+v#*—3z) (227" —3z)
T —53(—29:—\;’&:?—3@ I —5£(—2$—1|'|,- xg(l—g) )
T Ay T ()
—5z (_21'—|-7‘5|\,J'1—%) —5@(—2::—:: V"l—%)
= Moo — gy = Maoee — g
—5(—2I—$\!1—%) 55:('_1+|,f"1—%)
5(2+,/1-3 c
] g 5(24/1—0
= limy—0q (31 ): -y }:5.
PISTEYTYS

- Lavennus nimittdjan kaltaisella lausekkeella, jossa on miinusmerkki plusmerkin sijaan. (1 p.)
- Sievennyksen alku. (1 p.)

- Saatu sijoitusmuoto. (1 p.)

- Vastaus oikein. (1 p.)

2. Funktio f on jatkuva ja derivoituva origossa. Lisdksi tiedetdan, ettd f (0) = —1ja f* (0) = % Maaraa raja-arvo
52
limy, g f(h)-!f;-l h+1'
RATKAISU
2 2, ]
limy, g LA i, o SOPATO gy ( f=1(0) | & ;-h)

D
=limh—>0(m+h+l) f(0)+0+1—% +1=3.

PISTEYTYS

- Sijoitettu 1 = —f (0) . (1 p.)

- Eroteltu kaksi lauseketta. (1 p.)

- Saatu erotusomaara ja toinen termi. (1 p.)
- Vastaus oikein. (1 p.)



3. Olkoon
0, Jjosxz<m,
Q(S‘}_{i jos x = .

ol ?
Kayray = g (:r') pydrahtad x -akselin ympari. Maarita syntyneen pyérahdyskappaleen tilavuus.

RATKAISU
Pyorahdyskappaleen tilavuus on

V= [ mg(@) dz = [Cn (%) do = limy e [V T

843'

i _ M N

= limpaeo [ 7% do = 7% limpy oo / -
_ _m —4M _dry _ —dAry
——Tllmﬂf—m [E — & )—_T(D—E }_fi_.g_""

PISTEYTYS

- Tilavuuden lauseke oikein. (1 p.)

- Epaoleellinen integraali merkitty oikein. (1 p.)
- Integroitu oikein. (1 p.)

- Vastaus oikein. (1 p.)

Loispopulaatiot ovat keskeinen osa jokaisessa ekosysteemissd. Yksittdisen loispopulaation koon logaritmid voidaan mallintaa
normaalijakaumalla.

Eraalla broilerikasvattamolla on havaittu, etta broilerit kantavat vaihtelevan maaran kanapunkkeja, jotka ovat broilerien loisia.
Yksittaisen broilerin kantamien punkkien lukumdaran Briggsin logaritmin eli kymmenkantaisen logaritmin keskiarvoksi ja
keskihajonnaksi on mitattu 3,11 ja 0,87.

1. Kuinka monella prosentilla broilereista on alle 5000 punkkia?

RATKAISU

Merkitdan punkkien mairaa satunnaismuuttujalla X ja sen Briggsin logaritmia satunnaismuuttujalla Y = 1g X.
Tehtavanannon perusteella Y ~ N (3,11; 0,87).

Talldin

Y—3,11
Z=—5~N(01).

Koska lg = on aidosti kasvava, joten

X <5000 <1gX < Igh000 « Y < lg5000.
Lasketaan todennakgisyys

B 1 5000—3,11
P (X <5000) = P(Y <1g5000) = P (Z < £5—=—)

= P(Z < 0,67697702) ~ P (Z < 0,68) = & (0,68) = 0,7517.

Vastaus: Noin 75 prosentilla broilereista on alle 5000 punkkia.

PISTEYTYS

- Lukumaaran logaritmin kayton idea. (1 p.)

- Normitetun muuttujan kaytto. (1 p.)

- Uuden ylarajan hakeminen. (1 p.)

- Todennakoisyystapahtuma oikein. (1 p.)

- Standardoidun normaalijakauman kertymafunktion kaytto. (1 p.)
- Oikea vastaus. (1 p.)



2. Kuinka paljon enintaan punkkeja on 95 prosentilla broilereista?

RATKAISU

Madrataan a siten, ettd

P(Z < a)=®(a)=0,95.
Normaalijakauman taulukon perusteella
$(1,6449) = 0,95 = o = 1,6449.
Saadaan punkkien maaralle x yhtald

lgz—3,11 ,
£l = 1,6449

lg 2 = 1,6449 - 0,87 + 3,11
lgz = 4,541063
@ = 10041068 — 34 7509,

Vastaus: 95 prosentilla broilereista on korkeintaan 35 000 punkkia.

PISTEYTYS

- Yhtdld, josta a maaratdan, on oikein. (2 p.)
-Saatua.(1p.)

- Punkkien lukumaaran yhtald oikein. (1 p.)
- Ratkaistu g = oikein. (1 p.)

- Oikea vastaus. (1 p.)

Emma on insindori ja tydoskentelee uuden mittauslaitteen parissa. Laitteen ldampotilan T (celsiusasteina) ja siihen liittyvan
jannitteen V" (voltteina) valilla on seuraava yhteys:

T(V)=V3—-5V2+11V +4
Laitteen jannite voi vaihdella valilla [1,4] ja lampétila on valilla [11,32] .

1. Osoita, etta lampétilan T ja jannitteen V' valilla on yksiselitteinen yhteys, eli etta funktio 7' (V') on kaantyva (ja silla on
kaanteisfunktio).

RATKAISU

Funktio on kaantyva, jos se on aidosti monotoninen valilla [1,4] .
Tarkastellaan derivaattaa 7" (V) = 3V2 — 10V + 11.

Etsitaan kriittiset pisteet, eli derivaatan nollakohdat, ja ratkaistaan yhtalo

3V2 10V 411 =0.

solve(3° v2-10-v+1 1=0,-v) » false

Derivaattafunktion kuvaaja on yldspain aukeava paraabeli. Koska nollakohtia ei ole, derivaattafunktion on positiivinen koko
madrittelyvalilla. Taten funktio 7" (V) on aidosti monotoninen koko valills [1,4] .

PISTEYTYS

- Todettu monotonisuusehto. (1 p.)

- Derivoitu oikein. (1 p.)

- Muodostettu yhtdld derivaatan nollakohtien etsimiseksi. (1 p.)

- Todettu, ettd derivaatalla ei ole nollakohtaa. (1 p.)

- Perustelu (paraabelin kuvaaja) monotonisuudelle. (1 p.)

- Johtopaatds, ettd funktio on kdantyva koko maarittelyalueella. (1 p.)



2. Emma mittaa laitteesta lampdtilaksi 30°C . Mika oli tallgin laitteen jannite V' ?

RATKAISU

Ratkaistaan V', kun T' (V') = 30.

Ratkaistaan yhtalo V3 — 572 + 11V 4+ 4 = 30.
V-5V 4+ 11V —26 =0

solve(v3—5' v2+11- v—26=0,u) » v=3.89037894

Jannite on siis 3,9 volttia.

PISTEYTYS
- Ratkaistu saatu yhtald. (1 p.)
- Vastaus 3,9 volttia. (1 p.)

3. Kuinka nopeasti jannite muuttuu Idmpdotilan muuttuessa 20°C' kohdalla?

RATKAISU
Merkitaan kohta Ty = 20 . Pitda laskea V' (20, .
Tehtavassa 1 laskettiin 77 (V) = 3V* — 10V + 11.
Lasketaan se jaanite 1 , joka vastaa lampotilaa Tp = 20 :

smlve(v3—5- v2+11- v+4=20,v) » v=3.117850972

Eli V5 & 3,118 volttia.
Kaanteisfunktion derivaatta saadaan kaavasta V' (7,) =

| 1

lv=2.117850972 » 0.1112031173
3 v2-10 w411

Jannite muuttuu noin 0,11 % kohdassa 20°C'.

PISTEYTYS

- Ideapiste: Etsitaan se jannite, joka vastaa lampétilaa Ty = 20. (1 p.)
- Saatu Iy &~ 3,118 . (1 p.)

- Naytetty derivaattakaava. (1 p.)

- Laskettu laskimella derivaatan arvo. (1 p.)

- Vastaus: Jannite muuttuu noin 0,11 % kohdassa 20°C . (1 p.)



1. Selita, mita tarkoitetaan epaoleellisella integraalilla ja miten sen suppenevuutta tutkitaan.

RATKAISU

Epdoleellisen integraalin perustapauksia on kaksi.

Epéoleellisia integraaleja esiintyy esimerkiksi silloin, kun integroimisvali on rajoittamaton eli véli on muotoa]—oo, a] tai
[b,c’o[‘ Epdoleellisia integraaleja esiintyy myods aarellisen integroimisvalin [G, b]tapauksessa, jos integroituva funktio on
maarittelematdn integroimisvalin jommassakummassa paatepisteista.

Suppenevuutta tutkitaan raja-arvon ja vertailutestin avulla.

Raja-arvon avulla suppenevuutta tutkitaan niin, etta aluksi lasketaan funktion integraali aarellisella valilla ja taman jalkeen
lasketaan raja-arvo niin, ettd valin jompikumpi pastepisteista ldhenee ensimmaisessa tapauksessa joko aaretdnta tai miinus
adretdnta ja toisessa tapauksessa ongelmakohtaa a tai b.

Vertailutestissa funktiota verrataan toiseen, jonka integraalin kayttaytyminen tunnetaan, ja nain paatellaan alkuperdisen
integraalin suppenevuus tai hajaantuvuus.

PISTEYTYS

- Selitetty ensimmainen tapaus epaoleellisista integraaleista. (1 p.)

- Selitetty toinen tapaus epaoleellisista integraaleista. (1 p.)

- Selitetty, miten tutkitaan suppenevuutta raja-arvoilla. (1 p.)

- Selitetty, miten tutkitaan suppenevuutta vertailuperiaatteella. (1 p.)

2. Tarkastele integraalin I = fﬂm xlpdr suppenevuutta eri vakion p arvoilla. Maarita, milla vakion p arvoilla integraali

suppenee ja milla hajaantuu.
RATKAISU

Lasketaan I = fgo mlpd.r tapauksessa p = 1 raja-arvon avulla, jolloin saadaan

L
oo ] T t o T
fz._ - dx = lim, ;mfz —dy = lim, .m/ In

Integraali hajaantuu, kunp = 1.

i

= limys 400 (In £ —In1) = limy 40 In £ =00.

Lasketaan integraali tapauksessa p # 1 kayttden saantoa f rxFdr = ,1.17;1 p# 1.

Lasketaan maéaratty integraali alarajana 2 ja ylarajana t , jolloin saadaan

L
I gl-p
1-p = Ll-p 1-p *

Tutkitaan, mité lausekkeelle kdy eri vakion p arvoilla rajankaynnissa ¢ — 0o .

Tarkastellaan eri tapauksia:
Josl—p < Oelip > 1,niin P 50, kunt — co. Talléin integraali saa darellisen arvon ja suppenee.
Josl—p>0elip<1,nint"? — oo, kunt — 00 . Tassa tapauksessa integraali hajaantuu.

Vastaus: Integraali on suppeneva, jos ja vain jos p > 1, ja hajaantuva, jos javainjosp < 1.

PISTEYTYS
- Tapaus p = 1 tutkittu erikseen ja todettu hajaantuvaksi. (1 p.)

- Kaytetty saantod [ o Pde = TIT; p#1.(1p)

t
P N
.Saatu/lp—lp lp.ﬂp.]

- Tarkasteltu eri tapauksiap > ljap < 1,kunt — oco.(1p.+1p.)
- Vastaus. (1 p.)




Olkoon [ |0, wa|—+ R,
flry=3""sinz kunz € [nx, (n+1)n], jossan =0, 1, 2...

1. Piirra funktion kuvaajay = § (x) valilla [0, 3.
RATKAISU

Kuvaaja saadaan piirrettyd paloittain maariteltyna funktiona
flx)=Jos(0 = % = 11, 3sin(x), Jos(n =« < 2, sinx), Jos(2n S« < 3, 173 sinx))

3
512
i
12
1
112
o mid Bmie am
oy [ 17 e P RE.J D
~t12 | Joe| O|< & < =, 3 sinl(z), Jos| = < 2w aniz), JJosgf 2w <o < 3w 3 sinlz)
=1

PISTEYTYS
- Kuvaaja, jossa nakyy funktion lauseke. (3 p.)

2. Laske integraali
Th= [¥97 f(2) du.kunk e N.



RATKAISU
Lasketaan integraali

L= [$7 £ (2) do = [$FIT 3R in @ de = 31F [$ T ging de

(k+1)m
_ 31—k/ —cosz = —3'7% (cos(k + 1) — cos k) .

Havaitaan, etta

cos ) = cos 2m = cos 2nm = lja

cosm=cos3m =cos(2n + 1)m =—1,n e N.

Nain ollen

coskr = (—=1)* ke N,

I, = —3'"% (cos(k + 1) — cos kr) = —3'°* ((—1)‘1‘?‘H — (—l)k)

=31k (-1 (—2) =6 (-1)"

PISTEYTYS
- Integroitu oikein. (1 p.)
- Vastaus oikein joko yhtend arvona tai paloittain k:n parittomuuden tai parillisuuden mukaan. (2 p.)

3. Kayta osatehtavassa 17.2 laskettua integraalia ja madrita integraali
YT . . . eien m .
S = f " f(x) dx, kun m on mielivaltainen positiivinen kokonaisluku.
<0

RATKAISU
Integraalivalin osiin jakamisen perusteella

Sn= 7" f (@) do= i [ f (@) de = 305 Iy

=S (-3 =6 A = s0- ™).
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PISTEYTYS
- Tunnistettu, etta integraali saadaan kohdan 2 avulla summana. (1 p.)
- Geometrisen summan hyodyntaminen. (1 p.)
- Vastaus oikein. (1 p.)



4. Madritd funktion kuvaajan y = f (x) ja x -akselin valilla [0, mx[, m =1, 2, 3,

pinta-ala.

RATKAISU
Moniosaisen alueen pinta-ala on yksittdisten alueiden pinta-alojen summa

A= [Mf ()] de =375 [T f(2)] de. kullakin osavalilla

[km, (k+ 1)@, k=0, 1, 2, ..., funktio on samanmerkkinen, joten
- k+1)m m— _ ok

A=Y ‘fi,f ) f(x)‘ dr = 3 I = o) |6. (—1) |
-1 v 17(1)’" m

—oxps (1) =6 58 oo ().

PISTEYTYS
- Pinta-ala summana. (1 p.)

- Huomattu, ettd summattavana on osatehtavan 17.2 integraalin itseisarvo. (1 p.)

- Oikea vastaus. (1 p.)

..., valiin jddvan moniosaisen alueen



