MAA10 vastaukset K25

2.

OA=zi+y j+21 kjaOB=2y i+y2 j+ 2 k
AB= (z2—1) i+ (y2—wy1) j+(2—2) k

OP = OA+ % -AB

=z1+yj+ak+ 52T+ 287 + 222K lavennetaan samannimisiksi.
=i+ 2‘%3 b Bk B BTy BOA fasketaan yhteen

_ 2371-!-:;2—1'-1 H + 29’1"‘3’2—1}1 v + 221+;2—21 k

_ nit®p T U+ T z1+29 7,

= =51+ +-5"k

Joten yhtal6é on voimassa.

3.1

l\ﬂodostetaan vektorien lausekkeet.
AB=0B—(-2)i +(—=1=2)j +(0 -5k =57 —3j —5k
CD=(—1-2)i +(10-1)j +(—2—4k =37 +9 — 6k

Lasketaan vektorien pituudet.
[4B| = {52 +(=3)> +(=5)2 = /59
[CD| = J(=3)2 +92 +(~6)2 =126 =314

3.2

Lasketaan vektorien pistetulo.

AB-CD=5-(=3)+(=3)-9+(=5)-(-6)=—15-27+30=—12

Ratkaistaan vektorien vilinen kulma a.

coscx — AB-CD.
\ABHCD|
—12
COSty = —F/—F—
J59 -314
o = cos™! e VI
(\/5-3@)

a =98,00027...° =~ 98°

arccos(-12/(sqrt(59)*sqrt(126)))
= 98,00027188857161778316



3.3

Lasketaan vektorien ristitulo

i J Ok
I 35— |5 -5~ |5 -3~
ABxCD =| 5 —3—5:‘ |:—‘ |j+‘ |k
3o e 19 -6 T3 T30
=(=3:(=6) = (=597 —(5:(=6) = (=5)-(=3))j +(5-9—(=3)- (-3)k
— 637 +457 + 36k
5.1

Vektorien @ ja b midrddamin suunnikkaan pinta-ala on

iJ k
— —1-7—- 4-7- |4—-1-
v 3 S il
210 —2 10 -2 2 -2 210
=[(—1-(=2)=10- (=7)7 = (4 (=2) =2 (=7))] + (4-10 =2 (= )|
=727 — 6 + 42k]|
= 722 +(—6)* + 427
=4/6984 = 6194
[4 -1 -T7]2a
[4 -1 -71
[Z2 10 =2]>b
[2 10 -2]
norm{crossP(a, b))
6+vV 194
m CAS-laskimella

5.2

Vektorien @, b ja ¢ midrddmin suuntaissdrmion tilavuus on

(@xb)-e|=|(727 — 6] +42k)- (=37 +2j + 5k)|
=[72-(=3) 4+ (—6)-2+42-5|
=|—18|
=18



Tai

sirmion tilavuus V = \abc|,

4 -1 -7
det(({2 10 -2|)
-32 9

18
O CAS-laskimella

6.
Muodostetaan kolme vektoria ja valitaan piste (1, 2, 3) lahtdpisteeksi.
=—i—2]+(t—3)k
=21+ j—4k
¢=1-—10k

<ol

Kun vektoreiden maaradman suuntaissdrmion tilavuus on nolla, niin pisteet ovat samassa tasossa. Talléin vektoreiden
skalaarikolmitulo on nolla ja pisteet ovat samassa tasossa.
Ratkaistaan

-1 -2 t-3
V=laxbe=[2 1 —4|=0
1 0 =10
-1 -2 t-3
solve(det (|2 1 -4 [)=0,t
1 0 -10
{t=—19}
Vastaus: Pisteet ovat samassa tasossa, kunt = —19.



Muodostetaan lasersddettd kuvaavan (puoli)suoran parametriesitys.

x=0+¢
y=0+42,5¢ (t=>0)
z =2300—3,5¢

Séteen ja xy-tason leikkauspisteessd z = (. Muodostetaan ja ratkaistaan
yhtdléryhmi CAS-laskimella.

x=0+¢

y=0+2,5¢

z =2300—3,5¢

z=10

X =657,1428... ja y=1642,8571.... ja z=0 ja t=657,1428...

x=0+t

v=0+2. 5t

z=2300-3. 5t

z=0 X, ¥, Z, t
{x=657.1428571,y=1642.857143,z=0,t=657. 1428571}

Lasketaan leikkauspisteen (657,1428...; 1642,8571...;0) etdisyys origosta
(0,0, 0).

\/(657,1428...— 0)2 + (1642,8571...—0)2 +(0—0)? =1769,41129...
~1770m

8.

Muodostetaan CAS-laskimen avulla tasolle normaalivektori
= ABx AC .

AB=03-5i +3—(-2)j +(—(=3)k =27 +5j +4k
AC=(-2-57+GB—-(-2)j+B—(-3)k =77 +7j + 6k

[-2 5 4]13AB

[-2 5 4]
[-7 7 6]12AC

[-7 7 6]
crossP(AB, AC)

[2 -16 211



T=ABx AC =27 —16] +21k
Muodostetaan tason yhtild, kun piste 4 = (5, -2, —3) on tasossa.

2(x=5)—16(y —(-2))j +21(z—(=3))=0
2x—10—-16y —32+21z4+63=0
2x—16y +21z4+21=0

Tutkitaan, toteuttaako piste P = (-8, 20, 15) tason yhtélon.

2:(—8)—16-20+21-15+21=0
0=0

tosi

Piste P on tasossa.

9.

Piirretddn mallikuva (poikkileikkauskuva riittdd).

2r

N
r

Jos kartion pohjaympyrin sdde on r, niin kuution sdrmén pituus on 2r.

Kuution ulkopuolelle jiivi osa kartiosta on yhdenmuotoinen koko kartion
kanssa (niilld on yhteinen huippu ja kartioiden pohjien ja sivujanojen
viliset kulmat ovat yhtd suuria, silld pohjat ovat yhdensuuntaiset).



Ratkaistaan kuution ulkopuolelle jadvian kartion pohjaympyrin side x, kun
sen pinta-ala on puolet koko kartion pohjaympyran pinta-alasta.

X %-wrz
_A2r A2
x=-3 tai x = >
Pienen kartion pohjan séde on \/g_r :

Muodostetaan verrantoyhtilo ja ratkaistaan koko ison kartion korkeus 4.

Pienen kartion korkeus _ Pienen kartion pohjan séiide

Ison kartion korkeus Ison kartion pohjan sade
or
h=2r _ 2
h r
h=2(2+2)r

Lasketaan kappaleiden tilavuuksien suhde.

Loy Llap,
7rrh_37rr 2(\/§+2)r 7r(2+\/5)

Vkanio = 3 = = (z 0 894)
Viciistio (2r)3 (2r)3 12 ?
10.1

Lasketaan osittaisderivaattafunktiot.

O, f(x,y)=6-2x—2-3x> +0+6y-1=—6x% +12x + 6y
0,f(x,)=0—0+3-2y+6x-1=6x+6y
Tai:

Jefine f(x,y)=8x2—223+3y2+6*xxy

done
d
—(f(x,
dx( (x,¥%))
—B+x2412+-x+6+y
d
—(f(x,
dy( (x,¥%))
Be+x+Bev

10.2



Ratkaistaan kriittiset pisteet yhtdloparista ja padtellddn niiden tyypit
kuvaajasta.

9 f(x,y)=0
9,f(x,y)=0
—6x2 +12x+6y =0

6x+6y=0
x=0jay=0 tai x=1ja y=-1

Kriittiset pisteet ovat (0, 0) ja (1, -1).

d -
. (f(x,¥))=0

d (£(x, y))=0
dy X,V

{{X=U, F=D}! {X=1! F=_1 }}

fx,y) = 62 —2x*+3y* +6xy

A = (0, 0)

B = (1,-1)

Kuvaajan perusteella (0, 0) on funktion minimikohta ja (1, -1) on
satulapiste.

10.3



Lasketaan osittaisderivaatan arvot pisteessa (—2,4)

if(?,—él):—fi-(—2)2+12-(—2)+6-4:—24
ox

2 f(-24)=6-(-2) +6-4=12
dy

Gradienttivektori on
Vf(—2,4) = —24i +12]

4 (f(x,v)) |x=—2 | y=4
dx

4 (t(x,v)) |x=—2|y=4
dy

12



