MAAQ7 25.3.2025 SA Ratkaisut ja pisteytys

Muista perustella vastauksesi hyvin!
Lue kaikki osan tehtavat ensin lapi ja mieti, mihin tehtaviin sinun kannattaa vastata.

Sisallys

Osa 1: A-Osa
Vastaa kolmeen tehtavaan.

1. Monivalintatehtava integraalifunktioista 12 p.
2. Pinta-ala 12 p.
3. Integraalifunktioita 12 p.
4. Pyorahdyskappale 12 p.

Osa 2: B-Osa
Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Neli¢ ja paraabeli Aineisto 12 p.
6. [Itseisarvofunktion integraalifunktio 12 p.
7. Integraalifunktion minimiarvo 12 p.
8. Pyorahdyskappale 12 p.
9. Tilavuus 12 p.
Koe yhteensa 72 p.

Osa 1: A-Osa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

1. Monivalintatehtava integraalifunktioista 12 p.

Valitse jokaisessa kohdassa ainoa oikea vaihtoehto

1.1 2p.

Funktion 23 — 62 4+ 3 integraalifunktiot ovat

1
O Zm4—2w3+3x+6’

0322 —22°+3z+C

1
O Zx4—2w3+gw2+0
O 322 —122+C
O1

Zw4 — 223 4+ 322+ C
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1.2 2p.

Funktion (2z + 3)° integraalifunktiot ovat

O %(2x+3)6+0’

O2(2z+3)%+C

O %-2(2w+3)5+0

O %(2w+3)6+0

O (2z+3)° +C

o1 6
12(2:c+3) +C

O 2(2z+3)°+C

1.3 2p.

Funktion — 6sin 3z integraalifunktiot ovat

O —18cos3z +C
O 18cos 3z + C
O 6cos3z+C
O —6cos3z + C
O —2cos3z + C
O 2cos3x +C

14 2p.
2
Funktion xe® integraalifunktiot ovat
2
O 2ze” +C

O %eéxs +C

O %ezz +C

@) %eﬁ_'_c
Oez2+C

O ge* +C

1.5 2p.

Funktion integraalifunktiot ovat

zt +
O z®In(z* +2)+C

O iln(:v4 +2)+C
o 4
(x4 +2)2

O iln(w?’) +C

+C



O 6z% —ab
(@ 1 27
On(z* +2)+C

+C

16 2p.

1
Kun z > 0, niin funktion ——— integraalifunktiot ovat

Vax +1

On(4z+1)+C
OVizx+1+C
O %\/4x+1+0
Olnyiz+1+C
o_ 1t

2¢/4x + 1
O %\/4w+1+0

2. Pinta-ala 12p.

Maadrita funktion f kuvaajanja z-akselin valiin jadvan alueen pinta-ala valilla [1, 3], kun

2.1 f(z) =32 + 2z 6p.

RATKAISU

Tarkasteluvélilld f () > 0 (jos sijoitat posit. arvon, saat kahden posit. arvon summan). Kuvaaja on siis x-akselin
ylapuolella. Pinta-ala

3 3
f§(3m2+2x)dm=/ 3-%1:34-2-%-:62:/ B +a?=(3F+3)-(1*+1)=271+9-2=34

PISTEYTYS

- todettu f positiivinen/ kuvaaja x-akselin ylapuolella (2p.)
- maaratty integraali (1p.)

- integroitu oikein (1p.)

- sijoitus oikein (1p.)

- vastaus oikein (1p.)

22f(x)=—xz—2. 6p.

RATKAISU
tarkasteluvélilld f (z) < 0 kuvaaja on x-akselin alapuolella. Pinta-ala saadaan laskemalla

A=—fi’(—x—2)dm=—/3—%m2—2w=—(—%-9—6—(—%—2))=8

PISTEYTYS



- todettu f negatiivinen/ kuvaaja x-akselin alapuolella (2p.)
- maaratty integraali (1p.)

- integroitu oikein (1p.)

- sijoitus oikein (1p.)

- vastaus oikein (1p.)

3. Integraalifunktioita 12 p.

Integroi funktio ja nayta valivaiheet.

3 | #dw
3p.
RATKAISU
P2 (2414 =2l 0+ b+
PISTEYTYS

- Jaettu kolmeen eri termiin (1p.)
- 2 termia neljasta oikein (1p.)
- Vastaus oikein (1p.)

- Itseisarvomerkit puuttuu (-1p.)
- Ei todettu etta luku C on reaalinen vakio (-Op.)

3'2f(z%+1)2d:c = 3p.

RATKAISU

T 2 z2 -2
() =[] Gapde=J2 (@ +1)"dz =

=1 [32 @+ ) Pdo =} (-1 @B+ )+ 0=~ +C

PISTEYTYS

- Muutettu tulomuotoon integroimista varten (1p.)
- Sisafunktion derivaatta oikein (1p.)
- Vastaus oikein (1p.)

- Ei todettu etta luku C on reaalinen vakio (-Op.)



33[—32 ____dr = 3p.
f (522+2)v5z2+2 dz P

RATKAISU

_3 _3
f(3—”dw = f3:c(5:1:2 +2) tdr = %f10$(5$2 +2) tdy =

522+2)v/522+2
_ 3 2 -3 _ 3
=i (-2)- (62" +2) T +C = - sveas T C
PISTEYTYS

- Muutettu tulomuotoon integroimista varten (1p.)
- Sisafunktion derivaatta oikein (1p.)
- Vastaus oikein (1p.)

- Ei todettu etta C on reaalinen vakio (-Op.)

2
34 f 3 0% 3p.

RATKAISU

| mimde = § | mide = 3lnf22” — 3]+ C

PISTEYTYS

- Nimittajafunktion derivaatta oikein osoittajaan (1p.)
- Huomattu etta kyseessa luonnollinen logaritmi-saanté (1p.)
- Vastaus oikein (1p.)

- Ei todettu etta luku C on reaalinen vakio (-Op.)

4. Pyérahdyskappale 12p.

Kayrien y = —x? + 2ja y = 1rajaama alue py6rahtaa a -akselin ympaéri. Laske muodstuvan pyérahdyskappaleen tilavuus.
Anna vastaus tarkkana arvona ja likiarvona yhden desimaalin tarkkuudella.

RATKAISU



Ratkaistaan kayrien leikkauspisteet:
2 +2=1er’=1=2=+1

Idea: Paraabelin kaari muodostaa kappaleen ulkopinnan ja suora sisapinnan.

V = Vaiko — Veiss = 7 [, (—2® +2)°dz —n [*, (1)’de

=7rf1_1 (x4 —4z?2+4—1)dz =7rfl_1 (:1:4 — 422 + 3) dz
1

nf (5% 4sm)=n( 443 (i +i-9)=n(-3+0)=
1

6—40+90\ _ 56r
“( 15 )— 15

B SpecdCrunch

Istunte  Muckkaa MNEytd Asetukset  Ohje
26pif15
=11,72861257340189475693

Vastaus: 516—5" ~ 11,7ty.

PISTEYTYS

- Leikkauspisteet (1p.)

- Idea tilavuuden muodostumisesta (1p.)

- Ulkotilavuus oikein (1p.)

- Sisatilavuus oikein (1p.)

- Saatu oikea neljannen asteen lauseke (2p.)

- Integroitu oikein (2p.)

- Sijoitettu rajat oikein (1p.)

- Laskettu tarkka arvo oikein (2p.)

- Likiarvo oikein (naytetty esim. Speed crunch) (1p.)

Voit kayda tarkastelemassa A-osan vastauksiasi nyt.
Palautettuasi A-osan et voi enda muokata A-osan vastauksia.

Siirry tarkastelemaan vastauksiasi

Tarkastelun jalkeen voit palata kokeeseen jatkamaan tehtaviin vastaamista.

Saat estetyt laskinohjelmat kaytt66si palautettuasi A-osan.

Palauta A-osa



Osa 2: B-Osa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Neli6 ja paraabeli 12p.

Nelion kulmapisteet ovat (—1, 0) , (1,0) , (=1,2) ja (1,2) .Paraabeli y=a-x? ,missi a on positiivinen
parametri, jakaa nelidn siniseen ja oranssiin osaan kuvien mukaisesti. Etsi sellaiset luvun a arvot, etta erivaristen alueiden
pinta-alojen suhdeon 1:3 .

RATKAISU
Tarkasteltavana on kaksi eri tapausta riippuen siita leikkaako paraabeli nelion pystysuoraa vai vaakasuoraa sivua. Selvitetdan
ensin milld parametrin a arvolla paraabeli kulkee nelién kulmapisteiden (—1, 2) ja (1, 2) kautta:

I{,r):=a- ,1'2 Done
Solve[f[‘l)=2,a) a=2
solve[f{l]=2,a] a=2

Paraabeli kulkee nelién suoralla y = 2 sijaitsevien kulmapisteiden kautta, kunag = 2.
Merkitdan kuvien sinisen alueen pinta-alaa A, ja oranssin alueen pinta-alaa A, .

Paraabeli kulkee nelion suoralla y = 2 sijaitsevien kulmapisteiden kautta, kun @ = 2 . Tata pienemmilld luvun a
positiivisilla arvoilla paraabeli leikkaa nelién pystysuoria sivuja.
Etsitadan sellainen luvun a arvo, ettd A, = 3 - A, .

Sinisen pinta-alan lauseke on A5 = fl_l ax? dr .
Koska koko nelién pinta-alaon 4, nin A, =4 — A, =4 — fl_l ax? dz.
Ratkaistaan yhtélo 4 — fl_l a-z2dr=3- fl_l a-22dr & fl_l a-z?dr =1 luvun asuhteen, kun0 < a < 2:

1 3
) e
solve| (_a- .r"_]d_r=1,a 2
-1
Oranssin alueen pinta-ala on kolme kertaa sinisen alueen pinta-alaa suurempi, kun a = % .

Tarkastellaan sitten tapausta @ > 2, jolloin Paraabeli y = ax? leikkaa nelion vaakasuoria sivuja. Lausutaan paraabelin ja

nelién vaakasuoran sivun leikkauspisteiden x-koordinaatit luvun g avulla: az? =2 & = = :I:\/g.
\/Z
f \}7 2—a-z?dx.
a
\/E
‘sa- z? dz.

Sinisen alueen pinta-alaon A; = Aperis — Ag = 4 — f \/»

Ratkaistaan yhtalo A, = 3 - A, laskimella luvun a suhteen, kung > 2

Oranssin alueen pinta-ala on A, =

| 2 2 [ 128
= el a=—
solve|4— (_2—(1- _1'2_]d.r=3- (_2—(1- _1'2_]d_1',a

S
S

Sinisen alueen pinta-ala on kolme kertaa oranssin alueen pinta-alaa suurempi, kun a = % .
Vastaus: a = % taia = % .
PISTEYTYS

- Todettu laskemalla, etta paraabeli kulkee nelion ylempien kulmapisteiden kautta kun a=2. (2 p.)
- Muodostettu sinisen alueen pinta-alan lauseke integraalin avulla, kun 0<a<2. (1 p.)



- Muodostettu oranssien alueen pinta-alan lauseke integraalin avulla, kun 0<a<2. (1 p.)
- Muodostettu oikea luvun a yhtalé tapauksessa 0<a<2. (2 p.)

- Edellinen yhtal6 ratkaistu oikein. (1 p.)

- Muodostettu sinisen alueen pinta-alan lauseke integraalin avulla, kun a>2. (1 p.)

- Muodosettu oranssin alueen pinta-alan lauseke integraalin avulla, kun a>2. (1 p.)

- Muodostettu oikea luvun a yhtal6 tapauksessa a>2. (2 p.)

- Edellinen yhtal6 ratkaistu oikein. (1 p.)

Aineisto
5.A Neli6 ja paraabeli

6. Itseisarvofunktion integraalifunktio 12 p.

Maarita funktion f () = |3z® — 12| integraalifunktio. Selita valivaiheittain miten ratkaisusi etenee.
RATKAISU

Koska funktio f on jatkuva silld on integraalifunktio.
Esitetaan funktio paloittain maariteltyna funktiona.

Nollakohdat:

g(x):—3-x2—12 > Valmis
solve(g(x)zo,x) > X="2 or x=2

Funktio g on paraabeli, joka aukeaa yléspain, joten se on negatiivinen nollakohtiensa valissa.

Saadaan funktiolle f lauseke

f

3x2-12, x<-2
‘3x2—12‘=< —3x2+12,—2<x<2
3x2-12, x=2

Integroidaan ja saadaan integraalifunktio F' () :
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f

x3—12x+C, x<-2
F(x)={ —x3+12x+D,—2<x<2
x3—12x+E, x=>2

Integraalifunktio on jatkuva kohdissa —2ja 2.

Tutkitaan toispuoleisia raja-arvoja:

lim (FR)= lim (FK)) ja lim (Fi))= lim (F())
X——2" x—»—2T X— 2" x 27
Elisaadaan 16 + C =—16+ Djal6+ D =—-16+E.

Edelleen E =32+ D=324+324+C=64+CjaD=C+32.

Talldin integraalifunktio siis on

[

x3—12x+C, X<—2

F(Jf): —x3+12x+32+C,—2<x<2 ., CeR
x3—12x+64+C, x=2

PISTEYTYS

- Mainittu etta funktio on jatkuva. (1p.)

- Nollakohdat saatu. (2p.)

- Selitetty paraabelin y=g(x) kulku. (1p.)

- Kirjoitettu paloittain maaritelty lauseke funktiolle f. (3p.)
- Funktio f integroitu oikein. (2p.)

- Tutkittu raja-arvoja ja saatu linkki vakioiden valille. (2p.)
- Annettu vastaus yhdella vakiolla. (1p.)

7. Integraalifunktion minimiarvo 12 p.

Maérita sellainen funktio f, jolla on minimiarvo —7 kohdassa = 3 ja jonka toinen derivaattafunktio on f” (z) = 2z — 2.
Piira lopuksi kuva funktioista f (z), f’ (x) ja f” () samaan koordinaatistoon.

RATKAISU



Saadaan f’ (z) = [(2z —2)dz =2? — 22+ C .

Koska funktiolla f on minimiarvo kohdassa z = 3, niin siiné kohdassa on f' (3) = 0.
f(3=3-2.3+C=3+C=0 = C=-3

siten f (z) = [ (z? — 22 —3)dz = $2® —2? — 3z + D.

Tiedetadn myds minimiarvo, joten f (3) = £ -3 —32 —=3.3+ D=—-9+D=—-7 = D=2.

Kysytty funktio on siis f (z) = %wz" — 12 -3z +2.

Kuva:
Funktio =N/
Q©  der2f(x) = 2x -2 :
©  derf(x) =2 —2x-3 :
1 :
O h:y:§x3—x2—3x+2 ‘
+ Otté -]
2

PISTEYTYS

- Integroitu ja saatu funktion f' lauseke. (2p.)
- Kaytetty tietoa f'(3)=0. (1 p.)

- Ratkaistu C=3. (1p.)

- Integroitu ja saatu funktion f lauseke. (2 p.)
- Kaytetty tietoa f(3)=-7. (1 p.)

- Ratkaistu integroimisvakio D=2. (1 p.)



- Vastaus oikein (1p.)
- Kuva jossa kuvaajat oikein (3 p.)

8. Pydrahdyskappale 12p.

8.1 Alue jonka kayra y = 2 —3 rajaa x-akselin kanssa pyorahtaa x-akselin ympari.
Laske muodostuvan pydrahdyskappaleen tilavuus. Anna vastaus tarkkana arvona. 6 p.

RATKAISU jos ei kaytetty CAS-laskinta

Etsitaan funktion nollakohdat. 22 — 3 =0= 22 =3 =z = ++/3.
Funktio on paraabeli, joka aukeaa yl6spain joten alue jaa x -akselin ala-puolelle.

Tilavuuden kaava V = ﬂ'fz ydz

V3
Vzwf_f?/?—,(ﬁ—3)2dw=7rf_ff/?—’(w4—6x2+9)dw=7rZ (%5—29034-9:{:) =

V3

w(‘f%s—2-\/§3+9\/§—(—§+2-\/§3—9x/§)) =

m (22 —6v3+9v3+ 22 —6v3+9v3) =

7r(¥+6\/§) =%

48+/3m
5

Vastaus: V = ty.

PISTEYTYS:

- Nollakohdat oikein. (1p.)

- Selitys, etta nollakohdat antavat integrointirajat. (1 p.)

- Integraalilauseke muodostettu oikein (rajat, pii ja funktion nelié nakyy) (1 p)
- Integroitu oikein. (2 p.)

- Vastaus tarkkana arvona. (1p.)

VAIHTOEHTOINEN RATKAISU CAS-laskinta kayttden:

f(x):=x2—3 » Valmis
solve(f(x)=ﬂjx) » .'~I='-.JI'3_ or .'~I=-.JI'3_

B -
Tilavuus V =1 (f(r))z dx » M

5 5

PISTEYTYS jossa on kaytetty CAS-laskinta:



- Nollkohdat oikein. (1p.)

- Selitys, etta nollakohdat antavat integrointirajat. (1 p.)

- Integraalilauseke muodostettu oikein (rajat, pii ja funktion nelié nakyy) (1 p.)
- Integroitu CAS-laskimella ja saatu tulos (2 p.)

- Vastaus tarkkana arvona. (1p.)

8.2 Alue jonka kayra y = z2 —3 rajaa z-akselin kanssa pydrahtaa y-akselin ympari.
Laske muodostuvan pyoérahdyskappaleen tilavuus. Anna vastaus tarkkana arvona. 6 p.

RATKAISU ilman CAS-laskimen kayttoa

Ratkaistaan funktion yhtalosta x ja saadaan
x2 =y+3 ,jostaedelleenz = —/y+ 3taizc =+1/y+ 3.

Poikkileikkausympyran sateen neli6 on siten r = |:1:|2 =% = (\/y + 3)2 =y+3.

Integrointirajat ovat nyt: —3 (paraabelin huippu) ja 0.
0 0 /2
Tilavuus onsiten V.= [, (y+3)dy=7r/ (? +3y) =m(0— (% —9)) = %ﬂ
3

PISTEYTYS jos ei ole kaytetty CAS-laskinta

- Ratkaistu x oikein. (1p.)

- Saatu lauseke sateen nelidlle oikein. (1p.)

- Integrointirajat ajateltu ja selitetty oikein. (1p.)
- Integroitu oikein. (1p.)

- Sijoitus oikein. (1p.)

- Vastaus oikein. (1p.)

VAIHTOEHTOINEN RATKAISU CAS-laskinta kayttaen:

-y — —
A Sy Sy
solve(}:x —BJ_Y) » x=-|¥+3 and y=-3 or x=|y+3 and y=-3
0
-y
: 2 9w
Tilavuus V = (..;';,,J+3 ) dy » —
_3 A

PISTEYTYS jos on kaytetty CAS-laskinta:

- Ratkaistu x ja tilavuuslauseke nakyvissa (1+ 1 p.)
- Integroimisrajat ja sanallinen perustelu (1+1 p.)
- Integroitu ja saatu tarkka vastaus (1+1p.)




9. Tilavuus 12p.

Puusta valmistetun esineen pohja on saanndéllinen kuusikulmio ja sen korkeus 12 cm. Esineen kaikki pohjan suuntaiset

poikkileikkaukset ovat kuusikulmioita, joiden sivun pituus on 4/12 — x, missa Z on etaisyys senttimetreinad pohjasta. Laske
esineen tilavuus.

Muodostetaan ensin lauseke esineen pohjan suuntaisen poikkileikkauksen
pinta-alalle A(x) korkeudella x cm pohjasta lukien.

V12 —x

Sddnnollinen kuusikulmio jakautuu keskipisteestdin kuudeksi identtiseksi
tasasivuiseksi kolmioksi, joten sen pinta-ala saadaan kuuden kolmion pinta-
alan summana.

NG 33

A(x)=6-— \/12 x -\12—x -sin(60°) =3- (12— x) - ——18\/_——x

(Huomaa! Saman tuloksen saa myos taulukosta 16ytyvilld sdannéllisen
kuusikulmion pinta-alakaavalla.

A(x) = 3(\/12—2x)2\/§ _ 3J§(122—x) =18\/§—¥x

Kappaleen tilavuus saadaan integroimalla poikkileikkauksen pinta-alaa
pohjasta huipulle.

3f

12 12
V= [A(x)dx = [ (183 =27 x)dx =108/3 (cm’)
0 0
Tilavuus on siis 108+/3 cm® =187,061... cm® ~190 cm’.

Vastaus

190 cm?



Kokeen tehtdvdt loppuvat téhdn.

Siirry tarkastelemaan vastauksiasi

Tarkastelun jalkeen voit viela palata muokkaamaan vastauksia, tai paattaa kokeen.
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