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2.1 3p.
kohdassa —2

lim f(zx)=4=f(-2)= lim f(x)

r——2— -2+

f(z) onsiis jatkuva kohdassa x=-2

Vastauksen pituus: 25 merkkia.

2.2 3p.

kohdassa 1

Jim f@)=3=/(-1)= lim f()

rz——1+

f(x) onsiis jatkuva kohdassa x=-1‘



23 3p.

kohdassa 3

lim f(z)=2+# f(3) =3= lim f(x)

33— T3+

f(z) eiolesiis jatkuva kohdassa 3
Vastauksen pituus: 25 merkkia.

24 3p.

Onko f derivoituva kohdassa —2.

Jotta funktio olisi derivoituva jossain kohtaa niin sen taytyy olla jatkuva kyseisessa kohdassa ja toispuolisten
derivaattojen pitaa olla keskendan yhtasuuret.
f(z) onkylla jatkuva kohdassa -2 mutta toispuoliset derivaatat ovat erisuuria. Vasemmanpuoleinen

derivaatta on positiivinen ja oikeanpuoleinen derivaatta on negatiivinen,

Olkoon f (x) = —z a3 + 4z — 1

3.1 Tutki, milloin funktion f (x) derivaatta on positiivinen. 6 p.

2

f (z) = —z® + 4 , etsitdan nollakohdat 22 4+4=0 & 2’ =4| JE& T=42

Tehdaan kulkukaavio:

) P
/() — + — Alas. auk. parab.
fl=) N / N
f(z)>0,kun —2<z<2

Vastauksen pituus: 39 merkkia.
3.2 Méérita funktion f () dériarvot ja niiden laatu. 6 p.

Kohdan 3.1 merkkikaaviosta ndhdaan etta maksimikohta on 2 ja minimikohta on -2.

Maksimi on siis f(2)=—§.23+4_2_1=_§+7=1_33 ja
minimi on f(_z)=_%.(_2)3+4.(_2)_122_92_%



4. Parametrin maarittaminen 12 p.

2 far—x—a

Milla parametrin g arvolla funktion f (x) = pa

raja-arvo kohdassaz = 1onb ?

Jotta funktiolla olisi raja-arvo kohdassa 1, niin x = 1 pitda olla myds osoittajan nollakohta eli sielld pitaa olla sama tekija
kuin nimittajassa.
22 —xtar—a z(z—1)+a(z—1)

lim = lim
z—1 r—1 z—1 x—1

=lim(z+a) =5, kuna=4
a—1

Osoittajasta saadaan siis yhteiseksi tekijaksi 2 — 1 mika sitten supistuu pois.

5. Aidosti vaheneva funktio 12 p.

3

Osoita, ettd funktio g (z) = — o

on kaikkialla aidosti vaheneva.

Derivoidaan g:

J (@) = _3x2 (45* + 1) — 8z (z°) o Axt 4+ 322
(422 + 1) (422 + 1)

4z 1+ 322 > 0, kun =z € R (parillisten potenssien summa on aina positiivinen tai 0) , ainoa nollalohta on 0. Tasta
seuraa ettd koko lauseke ¢’ (z) on aina negatiivinen tai yhdessa kohdassa 0.

Kun derivaatta on negatiivinen niin funktio on aidosti vaheneva, x = 0 on terassikohta.

6. Vesi-ilmapallo 12 p.

Konsta heittaa vesi-ilmapallon kohti seitseman metrin paassa sijaitsevaa puuta, jolloin pallon lentorataa voidaan mallintaa
funktiolla f(z) = —0,029z2 + 0,114z 4+ 1,800 . Muuttuja « on pallon maanpinnan suuntainen etaisyys (metreina)
Konstasta ja f(z:) on pallon korkeus metreina.

6.1 Maadrita pallon lentoradalle piirretyn tangentin yhtalo pisteessa, jossa pallo iskeytyy puuhun. Anna tangentin
kulmakerroin ja vakiotermi kolmen desimaalin tarkkuudella. 6 p.

Tangentin kulmakerroin k= f’ (7) jaradan y-koordinaattion f(7)=1,177 (4
0,029%(7°2)+0,114°7+1,800 /() = — 0,058z + 0,114 , k=—0,292
=177

Tangentin yhtélo saadaan y—yo = k(z — ) , joten y—1,177 = —0,292(x —7) < y= —0,292z + 3,221

6.2 Missa kulmassa vesi-ilmapallo tormaa puuhun? Anna vastaus pallon lentoradan ja puun pystysuoran pinnan valisena
kulmana asteen kymmenyksen tarkkuudella. 6 p.

Tangenttisuoran suuntakulma saadaan kun tiedetdan ettd tano = k (kulma on x-akselin ja suoran vélinen w'
kulma).

tana = —0,292 & o = arctan — 0,292 & o = —16,27°

Kysytty kulma saadaan 90° — 16,27° = 73,7°



7. Polynomifunktion maarittaminen 12 p.

Madrita se kolmannen asteen polynomifunktio, jolla on paikallinen maksimi kohdassa f (2) = 4 ja paikallinen minimi

7(6)=—4.

Olkoon funktio f (z) = az® + bz + cx + d . Adriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtie, eli
F (2) =0ja f (6) =0 toisaalta tiedetddn myés ettd f(2) =4 ja f(6) =—4 . f' (a) = 3az® +2bzr +c

Muodostetaan neljan tuntemattoman yhtéléryhma ja ratkaistaan cas-laskimella

Define f(x)=a%x 3 +b¥x 2 +ckx+d

done
Define g(x)=-39-(f(x))
dx
done
f(2)=4
f(6)=—4
g(2)=0

8(6)=0 a,b'c’d
{El=l b=-3, c=9 d=—4}
4’ ’ ]

Laskimessa
9(@) = f @)

Vastaus: g = %, b=-3,¢=9,d=—4

8. Derivaatan maaritelma 12p.

Maarita erotusosamaaraa kayttaen funktion f (x) = r+_1 derivaatta kohdassa 3.

Derivaatan maaritelman mukaan:

1 1
f(3) = ljr%% Ratkaistaan cas-laskimella
T+ ; —

11
lim x+1 3+1
x>3 x-3
_1
i 16
1




9. Sadilyketolkki 12 p.

Pellista valmistetaan suoran ympyralierion muotoinen 2,5 desilitran vetoinen sailyketdlkki. Miten télkin mitat kannattaa valita,
jotta sen valmistamiseen kuluu mahdollisimman vahan peltia? Anna mitat millimetrin tarkkuudella.

Olkoon tdlkin korkeus h ja pohjan sade r. Tilavuus Vv =25 dl = 0,251 = 250 em® . L
Muodostetaan tilavuuden ja kokonaispinta-alan yhtalot.
250 = mr b, ju A= 2ar? + 2¢rh . Ratkaistaan pinta-alasta h ja sijoitetaan se pinta-alan lausekkeeseen.

3 @ > A=2m? +2ﬂr@ 2mr? + @ r >0, Etsitdan pinta-alan pienin arvo derivaatan avulla:
w2 7r? r
Define A(r)=2nr2+220
done
id
= (A(r))
cdro
a-r3.7-500
r2

j solve (L (A(r))=0,r
dr

{r=3. 413920316}
) 4.r3.7-500

|r=3
r
-17.85644371
. 34 —
| der 1':2 500 Ir=4
r

19. 01548246
~ 250
h= 2
%3, 41392031

| h=6.827840658

Sade 3,4 cm on minimikohta jolloin korkeudeksi tulee &,8 cm.



10. Differentiaalilaskennan valiarvolause 12p.

Tarkastellaan suljetulla valilld [a, b] maariteltya jatkuvaa funktiota f, joka on derivoituva avoimella valilla (a, b).

Jlb)—fla)

Differentiaalilaskennan viliarvolauseen mukaan talloin on olemassa sellainen luku ¢, etta g < ¢ < bja f’ (C} = -

Toisin sanoen on olemassa sellainen luku ¢ & l:ﬂ, b} . ettd funktion f hetkellinen muutosnopeus pisteessa ¢ on yhté suuri
kuin funktion f keskimaarainen muutosnopeus valilla [a, b].

Etsi, kdyttamatta piirto-ohjelmaa apuna, differentiaalilaskennan véliarvolauseen mukainen luku ¢, kun f (r) = z3 — 2z? ja

[G': b] = [_1) ]]'

Funktio on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva valilla [—1,1] . 4
(1) — fi{—1
[ (z) = 3z® —4a Ratkaistaan yhtalo [’ (c) “137(“”} cas-laskimella
| Define f(x)=x3-2x2
' done
| Define g(x)=-L (F(x))
dx
done

|solve(g(c)=

CIEICH NN

{c=-0.215250437,c=1. 54858377}

solve(g(c)=%.

Jalkimmainen c ei kelpaa, joten

Vastaus: ¢ — 2 _3"/7




