Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

3 FUNKTION KULKU

3.1 Epayhtalo ja funktion merkki

301.

302.

303.

Merkkikaavion mukaan funktion f merkki on negatiivinen eli funktion
kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, kun x < 0 ja kun x > 10. Funktion f
merkki on positiivinen eli funktion kuvaaja kulkee x-akselin ylépuolella,
kun 0 <x < 10.

Vastaus: alapuolella, kun x <0 ja kun x > 10, yldpuolella, kun 0 <x < 10
a) Kuvaaja kulkee x-akselin yldpuolella, kun x > 1.

Naéin ollen funktion f'arvot ovat positiivisia, kun x > 1.

Vastaus: x > 1

b) Kuvaaja kulkee x-akselin ylidpuolella, kun x < 4.
Niin ollen funktion f'arvot ovat positiivisia, kun x <4.

Vastaus: x < 4

a) Kuvaaja y = g(x) leikkaa x-akselin kohdassa x = 3 ja kulkee x-akselin
alapuolella, kun x > 3.
Niin ollen epéyhtdlon g(x) < 0 ratkaisu on x > 3.

Vastaus: x >3

b) Kuvaaja y = g(x) leikkaa x-akselin kohdissa x = —1 ja x = 2. Liséksi
kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, kun
-1 <x<2.

Niin ollen epédyhtalon g(x) < 0 ratkaisu on -1 <x < 2.

Vastaus: -1 <x <2
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¢) Kuvaaja y = g(x) leikkaa x-akselin kohdissa x = -3 ja x = 1. Liséksi
kuvaaja kulkee x-akselin alapuolella, kun
x <=3 jakun x> 1. Ndin ollen epayhtdlon g(x) < 0 ratkaisu on x <3
taix > 1.

Vastaus: x <-3taix>1

304. a) Funktion fainoa nollakohta on x = 3 ja liséksi tiedetdén, ettd f2) = 6 ja
f(4) =—1. Téastd voidaan péételld funktion saavan positiivisia arvoja,
kun x < 3 ja negatiivisia arvoja, kun x > 3. Tédydennetdin funktion f
merkkikaavio.
3

f)  + | -

Vastaus:
3

f)  + | -

b) Funktion g nollakohdat ovat x =4 ja x = 6 ja lisdksi tiedetdén, etti
2(3) <0, g(5)>0jag(7) <0. Néin ollen funktion merkki on
nollakohdan x = 4 vasemmalla puolella negatiivinen, sitten positiivinen
ja nollakohdan x = 6 oikealla puolella negatiivinen. Tdydennetéan

funktion g merkkikaavio.
4 6
g - [+ [~
Vastaus:
4 6
g —[+]-

305. a) Merkkikaavion mukaan funktio f'saa negatiivisia arvoja, kun x > 6.
Niin ollen epéyhtédlon f(x) < 0 ratkaisu on x > 6.

Vastaus: x > 6
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306.

b) Merkkikaavion mukaan funktio f'saa negatiivisia arvoja, kun x < -3 tai
x>2.
Niin ollen epédyhtédlon f{x) < 0 ratkaisu on x < -3 tai x > 2.

Vastaus: x < -3 tai x > 2

¢) Merkkikaavion mukaan funktio f'saa negatiivisia arvoja, kun
—5<x<4.
Niin ollen epayhtilon flx) < 0 ratkaisu on —5 < x <4,

Vastaus: -5 <x <4

a) Ratkaistaan funktion f{x) = 4x — 12 nollakohta yhtdlosté f{x) = 0.
4x-12=0
4x=12 |:4
x=3

Vastaus: x =3

b) Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan vasemmalla puolella olevassa
kohdassa, esimerkiksi kohdassa x = 2.
f2)y=4-2-12=-4

Lasketaan funktion f"arvo nollakohdan oikealla puolella olevassa
kohdassa, esimerkiksi kohdassa x = 4.
f(H=4-4-12=4

Vastaus: esim. f(2)=—4jaf[4)=4



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

¢) Kohdan a perusteella tiedetddn, ettd funktion nollakohta on kohta x = 3.
Kohdan b perusteella tiedetédén, ettd funktion arvot ovat negatiivisia
nollakohdan vasemmalla puolella ja positiivisia nollakohdan oikealla
puolella. Laaditaan funktion f merkkikaavio ndiden tietojen avulla.

3
fo) -~ | +

Vastaus:
3

foo - | +

307. a) Madritetddn funktion g(x) = 6x — 8 nollakohta yhtalosta g(x) = 0.

6x—8=0
6x=28 ||:6

_8

76

_4

Y73

Vastaus: x =%

b) Funktion g(x) = 6x — 8 kuvaaja on nouseva suora, koska kulmakerroin
(k= 6) on positiivinen.

Vastaus: nouseva
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¢) Laaditaan funktion g(x) = 6x — 8 merkkikaavio
a- ja b-kohtien avulla. Nousevan suoran
pisteiden y-koordinaatit ovat negatiivisia

nollakohdan vasemmalla puolella, joten -
funktion merkki vaihtuu nollakohdassa
negatiivisesta positiiviseksi.

4
3
|

+

fx) -

Vastaus:

X

Y
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308.

a) Merkitddn epdyhtélon vasemman puolen lauseketta 3x — 12 funktiolla

Sx).
Ratkaistaan funktion f{x) = 3x —12 nollakohta yhtilosta f{x) = 0.
3x-12=0
3x=12 |:3
x=4

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 4 vasemmalla puolella

olevassa kohdassa x = 0.
f(0)=3-0-12=-12<0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 4 oikealla puolella olevassa
kohdassa x = 6.
f6)=3-6-12=6>0

Laaditaan merkkikaavio.

4
fx) ~ | +

Merkkikaaviosta ndhdéan, ettd funktion f{x) = 3x — 12 arvo on nolla tai
positiivinen nollakohdassaan x = 4 tai sen oikealla puolella, joten
epayhtilon 3x — 12 > 0 ratkaisu on x > 4.

Tapa 2:

3x-12>0
3x>12 ||:3 (>0)
x>4

Vastaus: x >4
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b) Merkitddn epayhtidlon vasemman puolen lauseketta —4x — 20 funktiolla
f(x). Ratkaistaan funktion f{x) = —4x —20 nollakohta yhtélosta f{x) = 0.

—4x-20=0
—4x=20 [:(-4)
x=-5

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = —5 vasemmalla puolella

olevassa kohdassa x = —6.
f(-6)=-4-(-6)-20=4>0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = -5 oikealla puolella

olevassa kohdassa x = 0.
f0)=—4-0-20=-20<0

Laaditaan merkkikaavio.

=5
fx) + | -
Merkkikaaviosta ndhdéan, ettd funktion f{x) = —4x — 20 arvo on

negatiivinen nollakohdan x = -5 oikealla puolella, joten epédyhtidlon
—4x — 20 < 0 ratkaisu on x > 5.

Tapa 2:
—4x-20<0
—4x <20 ||:(-4) (<0)
x>-5

Vastaus: x > -5
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¢) Merkitddn epdyhtélon vasemman puolen lauseketta 10x funktiolla f{x).
Ratkaistaan funktion f{x) = 10x nollakohta yht&losta f{x) = 0.

10x=0 |10
x=0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 0 vasemmalla puolella

olevassa kohdassa x = —1.
fH=10-(-1)=-10<0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 0 oikealla puolella olevassa

kohdassa x = 1.
ADH=10-1=10>0

Laaditaan merkkikaavio.

0
foy - [+

Merkkikaaviosta ndhdédn, ettd funktion f{x) = 10x arvo positiivinen
nollakohdan x = 0 oikealla puolella, joten epayhtdlon 10x > 0 ratkaisu

onx>0.

Tapa 2:
10x>0 |:10 (>0)
x>0

Vastaus: x>0
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309. a) Muokataan epdyhtdlé muotoon, jossa toisella puolella on 0.
—6x <24
—6x—-24<0

Merkitdan epdyhtdlon vasemman puolen lauseketta —6x —24 funktiolla

J).
Ratkaistaan funktion f{x) = —6x — 24 nollakohta yht&ldsta f{x) = 0.
—6x—-24=0
—6x=24 |:(-6)
x=—4

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = —4 vasemmalla puolella

olevassa kohdassa x = 5.
f(-5=-6-(-5-24=6>0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = —4 oikealla puolella

olevassa kohdassa x = 0.
fl0)=—6-0-24=-24<0

Laaditaan merkkikaavio.

-4
fix) + | -

Merkkikaaviosta ndhdéan, ettd funktion f{x) = —6x — 24 arvo on
negatiivinen nollakohdan x = —4 oikealla puolella, joten epayhtidlon
—6x < 24 ratkaisu on x > —4.

Tapa 2:
—6x<24 ||: (-6) (<0)
x>-4

Merkitédén ratkaisu lukusuoralle.

Vastaus: x > —4,



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

b) Avataan sulkeet.
2(x—4)=20
2x—-820

Merkitddn epdyhtélon vasemman puolen lauseketta 2x — 8 funktiolla
f(x). Ratkaistaan funktion f{x) = 2x — 8 nollakohta yhtdlosta f{x) = 0.
2x-8=0
2x=8 |:2
x=4

Lasketaan funktion f"arvo nollakohdan x = 4 vasemmalla puolella

olevassa kohdassa x = 0.
f(0)=2-0-8=-8<0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 4 oikealla puolella olevassa
kohdassa x = 5.
f5)=2-5-8=2>0

Laaditaan merkkikaavio.
4

fx) ~ | +

Merkkikaaviosta ndhdéén, etté funktion f{x) = 2x — 8 arvo on nolla tai
positiivinen nollakohdassaan x = 4 tai sen oikealla puolella, joten
epayhtdlon 2(x — 4) > 0 ratkaisu on x > 4.

Tapa 2:

2x—4)>0

2x-82>0
2x=8 |12 (>0)
x=4

Merkitéén ratkaisu lukusuoralle.

=@

Vastaus: x > 4,
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¢) Muokataan epiyhtild muotoon, jossa toisella puolella on 0.
—3x<x
—3x-x<0
—4x<0

Merkitdan epdyhtdlon vasemman puolen lauseketta —4x funktiolla f{x).
Ratkaistaan funktion f{x) = —4x nollakohta yht&losta f{x) = 0.
—4x=0 |:(-4)

x=0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 0 vasemmalla puolella
olevassa kohdassa x =—1.
SED=-4-(1)=4>0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 0 oikealla puolella olevassa
kohdassa x = 1.
f)y=—4-1=-4<0

Laaditaan merkkikaavio.
0

fx) + | -

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f{x) =—4x arvo on nolla tai
negatiivinen nollakohdassaan x = 0 tai sen oikealla puolella, joten
epayhtdlon —3x < x ratkaisu on x > 0.

Tapa 2:
—3x<x
—Ax<0 |:(4) (<0)
x>0

Merkitadn ratkaisu lukusuoralle.

o

Vastaus: x >0,
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310.

a) Médritetdin funktion f{x) = x* — 3x — 4 nollakohdat yhtildsti f{x) = 0.

x' =3x—-4=0
Lo (DEJEI 41 (A) 349416 _3+5
2-1 2 2
Funktion nollakohdat ovat x:3%5:4 ja x:3%5:—1.

Vastaus: x =—1 jax=4

b) Funktion kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, koska toisen asteen

termin kerroin (¢ = 1) on positiivinen.
Vastaus: ylospdin

Laaditaan funktion f{x) = x* — 3x — 4 merkkikaavio a- ja b-kohtien
avulla. Y10spéin aukeavan paraabelin y-

koordinaatit ovat negatiivisia, kun x- N \ / B
koordinaatti on paraabelin ja x-akselin >
leikkauskohtien vilissd, joten funktion arvot \:/ X
ovat nollakohtien vélissd negatiivisia.
-1 4
fo o+ - |+

Merkkikaaviosta nihdéin, ettd epayhtild x* — 3x — 4 < 0 toteutuu, kun
-1<x<4.

Vastaus: -1 <x <4



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

VAHVISTA OSAAMISTA

311.

312.

Merkkikaaviosta A ndahddén, ettd funktio g saa positiivisia arvoja, kun
x <1, joten epéyhtdlon g(x) > 0 ratkaisu on x < 1. Talloin merkkikaavio A
ja ratkaisu I kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta B ndhdééan, ettd funktio g saa positiivisia arvoja, kun
x <1 tai x> 5, joten epéayhtdlon g(x) > 0 ratkaisu on x < 1 tai x > 5.
Talloin merkkikaavio B ja ratkaisu III kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta C néhdéén, ettd funktio g saa positiivisia arvoja, kun
1 <x <5, joten epdyhtdlon g(x) > 0 ratkaisu on 1 <x < 5. Tall6in
merkkikaavio C ja ratkaisu IV kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta D ndhddén, ettd funktio g(x) saa positiivisia arvoja, kun
x<1tail<x<5,joten epayhtdlon g(x) > 0 ratkaisuon x <1 tai 1 <x<S5.
Talloin merkkikaavio D ja ratkaisu V kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta E ndhdadén, ettd funktio g saa positiivisia arvoja, kun
x <5, joten epayhtilon g(x) > 0 ratkaisu on x < 5. Télloin merkkikaavio E
ja ratkaisu II kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta F ndhdéin, ettd funktio g saa positiivisia arvoja, kun
x <1, joten epéyhtdlon g(x) > 0 ratkaisu on x < 1. Téll6in merkkikaavio F
ja ratkaisu I kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: [, B: I, C: IV, D: V,E: Il jaF: 1

a) Tiedetddn, ettd f{x) > 0, kun x > 1, joten funktio saa positiivisia arvoja,
kun x > 1 ja negatiivisia arvoja, kun x < 1. Laaditaan funktion
merkkikaavio.

1
fo) - [+

Vastaus:
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b) Tiedetéén, ettd f{x) > 0, kun x < 3, joten funktio saa positiivisia arvoja,
kun x < 3 ja negatiivisia arvoja, kun x > 3. Laaditaan funktion
merkkikaavio.

3
fo)  + | -

Vastaus:
3

fo)  + | -

¢) Tiedetddn, ettd fix) > 0, kun —5 <x < 1, joten funktio saa positiivisia
arvoja, kun —5 <x <1, ja negatiivisia arvoja, kun x <-5 tai x > 1.
Laaditaan funktion merkkikaavio.
=5 1
fo) - |+ |-

Vastaus:

-5 1
foo — I+ -

d) Tiedetédn, ettd f{x) > 0, kun x <—4 tai x > 6, joten funktio saa
positiivisia arvoja, kun x <-4 tai x > 6, ja negatiivisia arvoja, kun
—4 < x < 6. Laaditaan funktion merkkikaavio.

-4 6

fo + - [+

Vastaus:

4 6
- [+

S +
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313.  Siirtdmalla pisteitd saadaan esimerkiksi funktio f{x) = 0,5x*+ 1,5x — 2,
jonka arvot ovat negatiivisia vain, kun 4 <x < 1.

f@) =052 +15x5—2 7
4

-1

5

Vastaus: esim. f{x) = 0,5x*+ 1,5x — 2
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314.

a) Ratkaistaan funktion f{x) = —x nollakohta yhtélosté f{x) = 0.

—x=0 |[:(-1)
x=0

Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan x = 0 vasemmalla puolella
olevassa kohdassa x = —1.

SED=~1=1>0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 0 oikealla puolella olevassa
kohdassa x = 1.

f)=-1<0

Laaditaan merkkikaavio.

0
foy + |-

Tapa 2:

Funktion f{x) = —x kuvaaja on laskeva suora. Laskeva suora on x-
akselin ylépuolella nollakohdan vasemmalla puolella ja x-akselin
alapuolella nollakohdan oikealla puolella.

Kuvaajan hahmotelma:

0\_

Laaditaan merkkikaavio.

+

&~

foo + |-

Vastaus:

foo + |-
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b) Ratkaistaan funktion f{x) = %x — 6 nollakohta yhtildsté f{x) = 0.

§X—6=0
~x=6 |3
x=18

Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan x = 18 vasemmalla puolella
olevassa kohdassa x = 0.

f(0)=%-0—6=—6<0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x = 18 oikealla puolella
olevassa kohdassa x = 21.

f(21)=%-21—6=1>0

Laaditaan merkkikaavio.
18

foy — [+

Tapa 2:

) 1 )
Funktion f{x) = 3%~ 6 kuvaaja on nouseva suora. Nouseva suora on x-

akselin alapuolella nollakohdan vasemmalla puolella ja x-akselin
yldpuolella nollakohdan oikealla puolella.
Kuvaajan hahmotelma:

_+_

- /18

Laaditaan merkkikaavio.

18
foy — |+

Vastaus:
18

foy — |+
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¢) Ratkaistaan funktion f{x) = —%x — 2 nollakohta yhtildsté f{x) = 0.

—%x—2:0

5. (.5
7%=2 ”( 7)

14 .4

Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan x = -5 = —2§ vasemmalla

puolella olevassa kohdassa x = —7.

fED==2-(-1)-2=3>0

Lasketaan funktion f"arvo nollakohdan x = —% oikealla puolella

olevassa kohdassa x = 0.

fm)=—§~0—6=—6<0

Laaditaan merkkikaavio.

_14

fo) + | -
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Tapa 2:
Funktion f{x) = —%x —2 kuvaaja on laskeva suora. Laskeva suora on

x-akselin yldpuolella nollakohdan vasemmalla puolella ja x-akselin
alapuolella nollakohdan oikealla puolella.

Kuvaajan hahmotelma:

Laaditaan merkkikaavio.

14
5
B

S+

Vastaus:

14
5
B

fx) +
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315.

a) Funktion f{x) = —x* + 7x — 12 nollakohdat ratkaistaan yhtilosti f{x) = 0.

2+ Tx-12=0

Sijoitetaan toisen asteen yhtélostd poimitut kertoimet a =—1, b =7 ja
¢ =—12 toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan.

_TE(=T) =4+ (D) (-12)

g 2-(-1)
o7l

2
I NS DR s
= =3taix= ) =4

Koska funktion f'kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, saa funktio /'
positiivisia arvoja nollakohtiensa vilissé ja negatiivisia arvoja
nollakohdan x = 3 vasemmalla sekd nollakohdan x = 4 oikealla
puolella. (Vaihtoehtoisesti voi my0s laskea funktion arvot kussakin
nollakohtien rajaamissa lukusuoran véleissd. Esimerkiksi

A0)=-12(<0),£3,5) =025 (>0)jaf(5)=-2(<0).)

Laaditaan merkkikaavio.

Vastaus:
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b) Funktion f(x)= L2 _2x+4 nollakohdat ratkaistaan yhtdlosta

T4
fix)=0.
L oxia=0
4
Sijoitetaan toisen asteen yhtélosti poimitut kertoimet
a= %, b=-2 ja c =4 toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan.
2+ (=22 —4-1 .4
_ 4
X =
5 1
4
r=220
1
2
x=4

Funktion f'kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joka sivuaa x-
akselia, joten f'saa positiivisia arvoja kaikkialla muualla paitsi
kohdassa x = 4 arvon 0. (Vaihtoehtoisesti voi myds laskea funktion
arvot nollakohdan rajaamissa lukusuoran vileissd. Esimerkiksi

f0)=4(>0)jaf(5)=025(>0).)
Laaditaan merkkikaavio.

4
foy + [+

Vastaus:

fy + [+
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316. a) Muokataan epayhtdlé muotoon, jossa toisella puolella on 0.
42x-3)<x+5
8x—-12<x+5
Tx-17<0

Merkitddn epdyhtdlon vasemman puolen lauseketta 7x — 17 funktiolla
f(x). Ratkaistaan funktion f{x) = 7x — 17 nollakohta yhtilén f{x) = 0

avulla.
Tx-17=0
Tx=17 ||:7
_17
=T
Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan x = % = 2% vasemmalla

puolella olevassa kohdassa x = 0.
f(O)=7-0-17=-17<0

Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan x = % oikealla puolella

olevassa kohdassa x = 3.
f3)=7-3-17=4>0

Laaditaan merkkikaavio.
17
7
fy - [+

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f{x) = 7x — 17 arvo on

negatiivinen nollakohdan x = 17 vasemmalla puolella, joten

7
epayhtalon 4(2x — 3) <x + 5 ratkaisu on x<177.
Tapa 2:
42x—-3)<x+5
8x—12<x+5
Tx<17 |- 7
17
x< 7
17

Vastaus: x < =
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b) Muokataan epayhtidld muotoon, jossa toisella puolella on 0.
x=2(5-x)>-3(x+1)
x—=10+2x>-3x-3
6x-7>0

Merkitdan epdyhtilon vasemman puolen lauseketta 6x —7 funktiolla
f(x). Ratkaistaan funktion f{x) = 6x — 7 nollakohta yhtdlosta f{x) = 0.
6x-7=0

6x=7 |6
-7
7%

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan x =% vasemmalla puolella
olevassa kohdassa x = 0.

f(0)=6-0-7=-7<0

Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan x :% oikealla puolella
olevassa kohdassa x = 2.

f2)=6-2-7=5>0

Laaditaan merkkikaavio.

7
6
| +

fx) -

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f{x) = 6x — 7 arvo on

positiivinen nollakohdan x =% oikealla puolella, joten epéyhtilon

x7267xﬁ»3@+1)m&Mwonx>%.
Tapa 2:
x=25-x)>-3(x+1)
x—-10+2x>-3x-3
6x>7 |6
7

>_
%

Vastaus: x >%
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¢) Muokataan epayhtdld muotoon, jossa toisella puolella on 0.

li+3£25
-2 =3

1 1
——X——X25

2 3
—éx—%xzs

6 6
—EXZS

6
—éx—SZO
6

Merkitédén epayhtdlon vasemman puolen lauseketta —%x —5 funktiolla
fx).
Ratkaistaan funktion f(x)= —%x —5 nollakohta yhtilostéd f{x) = 0.

—%x—SzO
5 (.5
6¥ > ”'( 6)
_5.(_6
x—S( 5)
x=-6

Lasketaan funktion f"arvo nollakohdan x = —6 vasemmalla puolella
olevassa kohdassa x = —12.

f(—12)=—%-(—12)—5=5>0

Lasketaan funktion f'arvo nollakohdan x = —6 oikealla puolella
olevassa kohdassa x = 0.

f(0)=—%-0—5=—5<0
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Laaditaan merkkikaavio.

-6
foy + |-

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f(x)= —ix —5 arvoon

positiivinen nollakohdan x = —6 vasemmalla puolella, joten epayhtdlon
_iz+_i325ratkaisu on x<-6.

Tapa 2:
Ratkaistaan epéyhtilo.

X X
= 4= >
530

3x |, 2x
—4+==>5 (-6
A5 -6

3x+2x<-30
5x<-30 ||:5

x<-6

Vastaus: x < -6
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317.

a) Midritetdin merkkikaaviota varten funktion f{x) = —x* + 4x — 3

nollakohdat yhtildstd —x* + 4x — 3 =0.
Sijoitetaan a =—1, b =4 ja ¢ = -3 toisen asteen yhtidlon
ratkaisukaavaan.

_AEVH 4 (D-(B) _ 432
- 2-(-1) )

Nollakohdat ovat siis x = __—2 =

Lasketaan funktion f'arvot nollakohtien rajaamissa lukusuoran vileissa
ja laaditaan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkit voi
paételld funktion kuvaajan avulla. Funktion kuvaajana on alaspéin
aukeavan paraabeli, jonka arvot ovat positiivisia nollakohtien vélissd ja
negatiivisia vélin ulkopuolella.)

f0)=—0°+4-0-3=-3<0
f2)=-22+4-2-3=1>0
fi4)=-4+4-4-3=-3<0

foo - [+ T -

Merkkikaaviosta nihdin, ettd epiyhtilon —x* + 4x — 3 > 0 ratkaisu on
1 <x<3.

Vastaus: 1 <x<3
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b) Lasketaan merkkikaaviota varten funktion f{x) = x* — 2x + 3
nollakohdat yhtilosti x* — 2x + 3 = 0.

Sijoitetaan a = 1, b = -2 ja ¢ = 3 toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan.
—(-2)x(-2) =413 218

B 2-1 2

Yhtilolla ei ole ratkaisua, joten funktiolla ei ole nollakohtia eika

funktio vaihda merkkiéén.

X

Lasketaan funktion f'arvo jollakin muuttujan x arvolla.
f(0)=0?-2-0+3=3>0, joten funktio saa vain positiivisia arvoja.
(Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkin voi péételld funktion kuvaajan
avulla. Funktion kuvaajana on yldspéin aukeava paraabeli. Koska
funktiolla ei ole nollakohtia, funktion arvot ovat positiivisia
kaikkialla.)

Laaditaan merkkikaavio.

fx) +

Merkkikaaviosta nihdéin, ettd epiyhtildn x* — 2x + 3 > 0 ratkaisuja
ovat kaikki reaaliluvut.

Vastaus: kaikki reaaliluvut
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318.

a) Muokataan epayhtdld muotoon, jossa toisella puolella on 0.

x*=3<2—-4x
x> +4x-5<0

Merkitiin epiyhtilon vasemman puolen lauseketta x° +4x—5
funktiolla f{x).
Ratkaistaan funktion f{x) = x* +4x—5 nollakohta yhtilsti f{x) = 0.
x*+4x-5=0

—4+.4* ~4.1-(=5)

X =

2-1
_—4+36
X =
2
_—4+6
S
Nollakohdat ovat siisxz#zl ja xz#z—i

Lasketaan funktion f arvot nollakohtien rajaamissa lukusuoran véleissa
ja laaditaan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkit voi
paételld funktion kuvaajan avulla. Funktion kuvaajana on ylospéin
aukeavan paraabeli, jonka arvot ovat negatiivisia nollakohtien vélissé
ja positiivisia vélin ulkopuolella.)

f—6)=(6)+4-(-6)-5=7>0
f0)=0"-4-0-5=-5<0
f2)=22+4-2-5=7>0

Merkkikaaviosta néhdsn, ettd epayhtilon x* —3 <2 —4x ratkaisu on
-5 <x < 1. Merkitéén ratkaisu lukusuoralle.

&
-5

Vastaus: -5 <x <1,

. P —

-4 -3 =4 -1 0 1 2

-6
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b) Muokataan epayhtdlé muotoon, jossa toisella puolella on 0.
4-2(x* -1)<-3x+6
4-2x"+2<-3x+6
—2x* +3x<0

Merkitién epiyhtilon vasemman puolen lauseketta —2x” +3x
funktiolla f{x).
Ratkaistaan funktion f{x) = —2x” + 3x nollakohta yht&losti f{x) = 0.

—2x*+3x=0
x_—3i\/32—4-(—2)-0
- 2-(-2)
_-3+\9
AR
_—3#3
—4
Nollakohdat ovat siis x = _3_1 3_ 0 jax= _3__3 =%.

Lasketaan funktion f arvot nollakohtien rajaamissa lukusuoran véleissd
ja laaditaan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkit voi
paitelld funktion kuvaajan avulla. Funktion kuvaajana on alaspéin
aukeavan paraabeli, jonka arvot ovat positiivisia nollakohtien vilissd ja
negatiivisia vélin ulkopuolella.)

=D ==2-(=12+3-(-1)=-5<0
f)==2-1"+3-1=1>0
f2)=—2-224+3-2=-2<0
0

fo — |+

Merkkikaaviosta nihdéan, ettd epayhtilon 4 —2(x* —1)<-3x+6

3
2
|

ratkaisu on x < 0 tai x > % . Merkitédén ratkaisu lukusuoralle.

Vastaus:x<0taix>%, .1 uf I 3 7



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

319.

320.

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktio f'saa positiivisia arvoja, kun x # -2,
joten epayhtéld A ja ratkaisu II kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta ndhdédn, ettd funktio f'ei saa negatiivisia arvoja, joten
epayhtélo B ja ratkaisu III kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta ndhdééan, ettd funktio f'saa positiivisia arvoja tai arvon
nolla kaikilla muuttujan x arvoilla, joten epayhtilo C ja ratkaisu IV
kuuluvat yhteen.

Merkkikaaviosta ndhdédn, ettd funktio f'saa negatiivisia arvoja tai arvon
nolla, kun x = -2, joten epayhtdlo D ja ratkaisu I kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: 1, B: lI[, C: [V jaD: 1

Kuvaajasta A havaitaan, ettd funktion f'arvot ovat pienempié tai yhta
suuria kuin nolla vélilld -2 <x < 1, joten kuvaaja A ja ratkaisu II kuuluvat
yhteen.

Kuvaajasta B havaitaan, etti funktion f arvot ovat pienempia tai yhté
suuria kuin nolla, kun x < -2 tai x > 1, joten kuvaaja B ja ratkaisu III
kuuluvat yhteen.

Kuvaajasta C havaitaan, ettd funktion f'arvot ovat pienempia tai yhta
suuria kuin nolla kaikilla muuttujan x arvoilla, joten kuvaaja C ja ratkaisu
V kuuluvat yhteen.

Kuvaajasta D havaitaan, ettd funktion farvot ovat aina suurempia kuin
nolla eli funktio f'ei saa milld&an muuttujan arvolla negatiivista arvoa, joten
kuvaaja D ja ratkaisu IV kuuluvat yhteen.

Kuvaajasta E havaitaan, ettd funktion f'arvot ovat aina suurempia tai yhti
suuria kuin nolla ja vain kohdassa x = 2 arvon 0, joten kuvaaja E ja

ratkaisu I kuuluvat yhteen.

Kuvaajasta F havaitaan, ettd funktion f arvot ovat aina pienempié tai yhtd
suuria kuin nolla, joten kuvaaja F ja ratkaisu V kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: II, B: lI[, C: V,D: IV, E: 1jaF: V
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321. a) Muokataan epdyhtdlé muotoon, jossa toisella puolella on 0.
X —6x <-9
¥ —6x+9<0

Miiritetisin merkkikaaviota varten funktion f{x) = x> — 6x + 9
nollakohdat yhtilosti x* — 6x +9 = 0.

Sijoitetaan a = 1, b =—6 ja ¢ = 9 toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan.

(N6 ~419 620 _6_,
2-1 2 2

Funktion f ainoa nollakohta on x = 3.
Lasketaan funktion f'arvot nollakohdan rajaamissa lukusuoran véleissd
ja laaditaan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkit voi
paételld funktion kuvaajan avulla. Funktion kuvaajana on ylospéin
aukeavan paraabeli, jolla on yksi nollakohta paraabelin huipussa.
Funktion arvot ovat positiivisia kaikkialla muualla paitsi nollakohdassa
arvo on 0.)
3

fly + |+ fl0)=0"-6-0+9=9>0

A10)=10>-6-10+9=49>0

Merkkikaaviosta nahdiin, ettd epiyhtild x* — 6x < -9 ei toteudu
millddn muuttujan x arvolla.

Vastaus: el ratkaisua
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b) Muokataan epayhtdlé muotoon, jossa toisella puolella on 0.
x> —4(x+1)
X +4x+4>0

Miiritetisin merkkikaaviota varten funktion f{x) = x* + 4x + 4
nollakohdat yhtildstd x* + 4x + 4 = 0.

Sijoitetaan a = 1, b =4 ja ¢ = 4 toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan.

oA —4-1.4 440 _ 4 _

2-1 2 2

-2

Nollakohta on siis x = 2.

Lasketaan funktion f'arvot nollakohdan rajaamissa lukusuoran véleissi
ja laaditaan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkit voi
paételld funktion kuvaajan avulla. Funktion kuvaajana on ylospéin
aukeavan paraabeli, jolla on yksi nollakohta paraabelin huipussa.
Funktion arvot ovat positiivisia kaikkialla muualla paitsi nollakohdassa
arvo on 0.)
=2

) + |+ A3)=(3) +4-(3)+4=1>0

A0)=0"+4-0+4=4>0

Merkkikaaviosta nihdéin, ettd epiyhtild x* > —4(x + 1) toteutuu
kaikilla x:n arvolla. Piirretdén ratkaisu lukusuoralle.

5 -4 3 5 1 0 1 2 3
Vastaus: kaikki reaaliluvut,
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3
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¢) Muokataan epayhtild muotoon, jossa toisella puolella on 0.
8x+4<16x’+5
—16x* +8x—1<0

Lasketaan merkkikaaviota varten funktion f{x) = —16x* + 8x — 1
nollakohdat yhtildsti —16x* + 8x — 1 = 0.

Sijoitetaan a =—16, b = 8 ja ¢ = —1 toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavaan.

L BEVE —4-(-16)-(-) _ 846464 _ -8 _1

2-(-16) 32 32 4

Nollakohta on siis x =

Bl

Lasketaan funktion f arvot nollakohdan rajaamissa lukusuoran véleissé
ja laaditaan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkit voi
paételld funktion kuvaajan avulla. Funktion kuvaajana on alaspdin
aukeavan paraabeli, jolla on yksi nollakohta paraabelin huipussa.
Funktion arvot ovat negatiivisia kaikkialla muualla paitsi
nollakohdassa arvo on 0.)

1

4 f0)=-16-0>+8-0-1=-1<0

fx) — | — fi)=-16-1"+8-1-1=-9<0

Merkkikaaviosta nihdéin, ettd epayhtild 8x + 4 < 16x* + 5 toteutuu
kaikilla muilla muuttujan x arvoilla paitsi arvolla x = % Piirretdén

ratkaisu lukusuoralle.

Q =l -

Vastaus: x # 1

4
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322.

323.

Jos koko koysi kdytetddn kannan x suuntaisiin sivuihin, on kannan pituus
5 metrid, joten x < 5. Kannan pituus pitdd olla my6s positiivinen eli x > 0,
joten 0 <x <5.

Vastaus: 0 <x<5
Kilohinnan x pitdd olla positiivinen tai 0 eli x > 0. Myds myyntihinnan
15 — 0,25x pitéd olla positiivinen tai 0 eli 15 —0,25x > 0.

Ratkaistaan epayhtilo 15 — 0,25x > 0.
Merkitddn epayhtdlon vasenta puolta funktiolla f{x) = 15 — 0,25x.

Ratkaistaan funktion f{x) = 15 — 0,25x nollakohta yhtéldsta f{x) = 0.
15-0,25x=0
-0,25x=-15  |:(-0,25)
x=60

Laaditaan merkkikaavio.

6(|) A0)=15-025-0=15>0
—+ —

Ax) A100)=15-0,25-100=-10<0

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd epayhtédlon 15 —0,25x > 0
ratkaisu on x < 60.
(Epéyhtalon voi ratkaista my0s seuraavasti:
15-0,25x>0
—0,25x>-15 |: (-0,25)<0
x<60)

Muuttujan x arvot 0 < x < 60 ovat mahdollisia kilohintoja.

Vastaus: 0 <x <60
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324.

Funktion g nollakohdat ovat x = -9 ja x = —4, ja funktio vaihtaa merkkinsa
molemmissa niistd. Tiedetdén, ettd funktion g kuvaaja leikkaa y-akselin
pisteessa (0, 5), joten funktio saa siis positiivisen arvon kohdassa x = 0.
Nain ollen funktion arvot ovat positiivisia, kun x > —4. Laaditaan funktion
merkkikaavio.

9 4
g)  + |- |+

Merkkikaaviosta ndhdéan, ettd epayhtilon g(x) < 0 ratkaisu on
-9 <x<-4.

Vastaus: -9 <x <-4
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325.

Sijoitetaan epiyhtiloon f{x) > g(x) funktioiden f{x) = x* + x — 6 ja
g(x) = 2x* — 2x — 4 lausekkeet.

XHx—6>2x>-2x—4

Muokataan epayhtdlé muotoon, jossa toisella puolella on 0.
> +3x-2>0

Lasketaan merkkikaaviota varten funktion A(x) = —x* + 3x — 2 nollakohdat
yhtilostd —x? + 3x —2 = 0.

Sijoitetaan a =—1, b = 3 ja ¢ = -2 toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan.

L T3EVF 4-(D(2) _ 3498 _ 3¢l
B 2-(-1) S22 22

Nollakohdat ovat siis x = =-1_, ja x

-3+1
=—T-_1.
-2

-2

Madritetdédn funktion £ arvot nollakohtien rajaamissa lukusuoran vileissa
ja laaditaan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkkikaavion merkit voi
paitelld funktion / kuvaajan avulla. Funktion kuvaajana on alaspiin
aukeavan paraabeli, jonka arvot ovat positiivisia nollakohtien vilissd ja
negatiivisia vélin ulkopuolella.)

1 2 h(0)=-0°+3-0-2=-2<0
_ 2 X _

) - |+ |- H(1,5)= 1,543 1,5-2= 0,25>0
h(3)=-3*+3-3-2=-2<0

Merkkikaaviosta ndhdédn, ettd epayhtdlo f{x) > g(x) toteutuu, kun
I <x<2.

Vastaus: 1 <x <2
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326. a) Paraabelin méaérittdmiseksi tarvitaan 3 pistettd. Asetetaan pisteet siten,
ettd jokainen kolmesta paraabelin tunnetusta pisteestd ovat kaikki x-
akselin alapuolella ja keskimmaéisen y-koordinaatti on suurempi kuin
kahden reunimmaisen. Lisdksi kaksi reunimmaista ovat x-koordinaatin
suhteen yhté kaukana keskimmaisestd pisteesti ja reunimmaisten y-
koordinaatit ovat yhtd suuret. Talloin paraabeli kulkee koko ajan x-
akselin alapuolella, silld keskimmaéinen piste asettuu paraabelin
huipuksi ja kaksi muuta médraavit aukeamissuunnan alaspéin.

Saadaan esimerkiksi funktio f{x) = x> — 1.

f@y==2"-1 p

4

@]

| 53

Vastaus: esim. f{x) = —x* — 1
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b) Tehdiin kuten a-kohdassa, mutta valitaan keskimmaiseksi pisteeksi
(3, 0) ja kaksi muuta pistettd x-akselin ylapuolelta, x-koordinaatin
suhteen yhté kaukana kohdasta x = 3. Néin saadaan esimerkiksi pisteet

2,1)ja4,1).

Saadaan esimerkiksi funktio f{x) = x* — 6x + 9.

flx)y=a>—6zx+9 ﬁy =
4
3
2
1
0 _—
s 3 2 A 0 1 2 3 4 :
-1

Vastaus: esim. f{x) = x> — 6x + 9
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SYVENNA YMMARRYSTA

327. a) Madritetddn tulon tekijoiden nollakohdat.
x—1=0,kunx=1.
x—2=0,kunx=2.
x—3=0,kun x=3.

Laaditaan kaikkien tulon tekijoiden kulkukaaviot allekkain, jotta
epayhtélon ratkaisu on helpompi pédtelld. Jokainen tekija on yksinddn
ensimmaisen asteen polynomifunktio ja kunkin kuvaajana on nouseva
suora. Néin ollen jokaisen tekijan merkki vaihtuu negatiivisesta
positiiviseksi nollakohdan kohdalla.

1 2 3
— + + +
- + +
- - - +

W (DN [—
|

X —
X —
X —

Kulkukaaviosta havaitaan, etté tekijoistd pariton miird on negatiivisia,
kun x <1 tai 2 <x < 3, joten epayhtdlon (x — 1)(x —2)(x —3) <0
ratkaisu on x < 1 tai 2 <x < 3.

Vastaus: x < 1tai2<x<3
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b) Mairitetdén tulon tekijoiden nollakohdat.

3x-2=0
3x=2
_2

Y73

—x* +4x+5=0

I ENONEY

X =

2-(-D
_—4+-/36
X=——
-2
_—4+6
YT
Nollakohdat ovat x = _4_;6 =5jax= _4_J2r6 =—1.

Laaditaan tulon tekijéiden kulkukaaviot allekkain, jotta epayhtilon
ratkaisu on helpompi péétella.

Ensimmadisen asteen tekijan lauseke on nousevan suoran lauseke, joten
se saa negatiivisia arvoja nollakohtansa vasemmalla puolella ja
positiivisia oikealla puolella.

Toisen asteen tekijan lauseketta voidaan kuvata alaspdin aukeavalla
paraabelilla, joka saa positiivisia arvoja nollakohtiensa vilill4 ja
negatiivisa muutoin.

2
-1 3 5
3x-2 — | =]+ |+
X +4x+5 —|t]|t]|-
GBx—2)(=x*+4x+5) +|—|+|—

Kulkukaaviosta havaitaan, etti epayhtilon (3x — 2)(—x* + 4x + 5) >0

ratkaisu on x < —1 tai %Sx <5.

Vastaus: x <—1tai =<x<5

W [N
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328. Ratkaistaan epayhtild 2,1 - 0,996 < 1,5 ohjelmalla.
Ratkaise(2.1*0.996"x=1.5)

~ {x>83.95}

Ratkaisuksi saadaan x > 83,95, joten akun varaus alittaa 1,5
ampeerituntia noin 84 tunnin kuluttua lataamisen lopettamisesta.

Vastaus: 2,1 - 0,996 < 1,5; 84 h

329. a) Taulukoidaan annetut havaintoarvot ja muodostetaan taulukoiden
avulla eksponentiaaliset mallit ohjelmalla.

Vuosia vuodesta 2015 Karhuja
0 1450
1 1720

Malliksi saadaan y = 1450 - 1,186".

Vuosia vuodesta 2015 Karhuja
0 1590
1 1720

Malliksi saadaan y = 1590 - 1,082".

Vuosia vuodesta 2015 Karhuja
0 1450
1 1840

Malliksi saadaan y = 1450 - 1,269".

Vuosia vuodesta 2015 Karhuja
0 1590
1 1840

Malliksi saadaan y = 1590 - 1,157".

Vastaus: y = 1450 - 1,186", y = 1590 - 1,082%, y = 1450 - 1,26%" ja
y=1590 - 1,157*
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330.

b) Muodostetaan epayhtilot ja ratkaistaan ohjelmalla, milloin Suomessa
on yli 4000 karhua.

1450-1,186..." > 4000
x>5,942...

Ensimmadisen mallin mukaan karhuja on yli 4000 noin vuonna
2015 +5,942...~2021.

1590-1,0817..." > 4000
x>11,738...

Toisen mallin mukaan karhuja on yli 4000 noin vuonna
2015+ 11,738...=2027.

1450-1,2689..." > 4000
x>4,259...

Kolmannen mallin mukaan karhuja on yli 4000 noin vuonna
2015 +4,259...= 2019.

1590-1,1572...* > 4000
x>6,317...

Neljannen mallin mukaan karhuja on yli 4000 noin vuonna
2015+6,317...= 2021.

Vastaus: n. vuonna 2021, 2027, 2019 ja 2021

Ratkaistaan kaksoisepayhtild ohjelmalla.

Ratkaise[40<70%exp(-0.05*)+22<50 1]
= {18.33 <t < 27.16}

1

Pydristetéén ratkaisu minuutin tarkkuuteen 18 < < 27. Ratkaisu
tarkoittaa, ettd aikavélilld 18 min < ¢ <27 min teen l&mpdtila on 40 asteen
ja 50 asteen valilla

Vastaus: 18 <t <27, aikavililld 18 min < ¢ <27 min teen ldmpotila on 40
ja 50 celsiusasteen vélilla



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

331. Merkitddn kysyttya positiivista lukua kirjaimella x.
Luvun x kuutio on x°.
Luvun x neli6 on x.
Muodostetaan epayhtild ja ratkaistaan se ohjelmalla.
x <x

Ratkaise(x"3<x"2)

-+ {x<0,0<x<1}

Nain ollen positiiviset reaaliluvut x, joiden kuutio on pienempi kuin nelio,
ovat valilla 0 <x < 1.

Vastaus: 0 <x <1
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332. Muokataan epayhtdld muotoon, jossa toisella puolella on 0.
x>ax+1
x—ax—1>0

Madritetddn ohjelmalla merkkikaaviota varten funktion

flx) =x —ax — 1 nollakohdat yhtélostd x —ax — 1 =0.

Ratkaise(x-a*x-1=0)

"{":_ail}

Koska epéayhtélon ratkaisun tulee olla x > 2, on funktion fnollakohdan
oltava x = 2. Muodostetaan yht&l0 ja ratkaistaan se ohjelmalla.
L s
a-1
Ratkaise(-1/(a-1)=2, a)

{3

Liséksi on tarkistettava, ettd a:n arvolla % epayhtélon ratkaisu on x > 2.

Sijoitetaan a:n arvo epdyhtéloon ja tarkistetaan epdyhtilon suunta.
1

x—=x—-1>0
2

%x—1>0

Epédyhtilon vasemmalla puolella olevan funktion kuvaaja on nouseva
suora, joten funktio saa positiivisia arvoja nollakohtansa x = 2 oikealla
puolella.

| 7

Nain ollen epayhtdlon ratkaisu on x > 2 a:n arvolla %

1
Vastaus: a ==
astaus: a 5
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3.2 Funktion kasvavuus ja vahenevyys

333.

334.

33s.

Epédyhtilostd A ndhdéin, ettd muuttujan arvo saa olla miké tahansa lukua
4 pienempi arvo, mutta erityisesti ei luku 4. Téllaista lukuvélid vastaa
hakasulkumerkinté II, joten epdyhtéld A ja hakasulkumerkinti II kuuluvat
yhteen.

Epéyhtélostd B ndhdéddn, ettd muuttujan arvo saa olla miké tahansa lukua
4 pienempi arvo ja erityisesti myos luku 4. Téllaista lukuvélid vastaa
hakasulkumerkinté [V, joten epayhtéld B ja hakasulkumerkintd IV
kuuluvat yhteen.

Epéyhtilostd C ndhdéén, ettd muuttujan arvo saa olla miké tahansa lukua
4 suurempi arvo, mutta erityisesti ei luku 4. Téllaista lukuvélid vastaa
hakasulkumerkinté I, joten epayhtélo C ja hakasulkumerkinta I kuuluvat
yhteen.

Epéyhtélostd D nahddén, ettd muuttujan arvo saa olla miké tahansa lukua
4 suurempi arvo ja erityisesti myos luku 4. Téllaista lukuvélid vastaa
hakasulkumerkinté I11, joten epayhtdld D ja hakasulkumerkinté I1I
kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: II, B: IV, C: 1 ja D: Il

Kulkukaavion perusteella funktion derivaatta saa positiivisia arvoja, kun x
< 9. Funktio f on siis kasvava, kun x <9 eli vililld ]—00,9].

Vastaus: x <9, ]—,9]

Kuvaajasta ndhdéédn, ettd funktion kuvaajana on alaspéin aukeava
paraabeli, jonka huippu on kohdassa x = 3. Funktio f'on siis kasvava, kun
x <3 javidheneva, kun x > 3 eli kasvava vililld ]—o0,3] ja viheneva

valilla [3,00[ .

Vastaus: kasvava, kun x <3 eli ]—o0,3] ja viahenevi, kun x >3 eli [3,00]
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336.

337.

a) Kuvaajasta ndhdéan, ettd funktio on kasvava vililld [-4, 2]. Ndin ollen
véite on tosi.

Vastaus: tosi

b) Kuvaajasta ndhdéan, ettd funktio on kasvava vililla [-3,1], joten viite

on epétosi. Funktio kuvaajan mukaan néyttéisi olevan vihenevi, kun
x<—4taix>2.

Vastaus: epédtosi, x <—4 tai x > 2

¢) Kuvaajalle kohtiin x = —4 ja x = 2 piirretyt tangentit ovat vaakasuoria.
Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0, joten funktion derivaatan arvo
kohdissa x =—4 ja x = 2 ei ole negatiivinen vaan nolla. Véite on
epatosi.

Vastaus: epétosi, nolla

d) Funktio on kuvaajan mukaan véheneva, kun x > 2, joten f(2) > f(2,5)
eli véite on tosi.

Vastaus: tosi

a) Tdydennetdén kulkukaavioon funktion kasvamista ja vihenemista
kuvaavat nuolet derivaatan merkkien avulla.

CEEN
IO BERE

b) Taydennetiddn kulkukaavioon funktion kasvamista ja vdhenemista
kuvaavat nuolet derivaatan merkkien avulla.

1 4
ICEE
f) A |8 |N
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338. a) Laaditaan annettujen tietojen avulla derivaatan merkkikaavio.

6 2 f(-10)=4>0
. - 1(2)=-1<0
O B 1'(3)=5>0
6 2
Vastaus: L+ ! = ! *

b) Laaditaan a-kohdan avulla funktion kulkukaavio lisddmalla
kulkukaavioon funktion kasvamista ja vihenemisté kuvaavat nuolet
derivaatan merkkien avulla.

-6 2

o)+ | - |+
fxy AN |2

¢) Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktio on viheneva, kun -6 <x < 2.
Vastaus: -6 <x <2
339. Derivaatan merkkikaaviosta A nidhddin, ettd funktio on kasvava vililla
[-1,2] ja muualla vihenevd, joten A ja III kuuluvat yhteen.

Derivaatan merkkikaaviosta B ndhddin, ettd funktio on vihenevi vililld
[—1,2] ja muualla kasvava, joten B ja I kuuluvat yhteen.

Derivaatan merkkikaaviosta C ndhdéén, ettd funktio on kasvava, kun x <2
ja muualla vihenevd, joten C ja IV kuuluvat yhteen.

Derivaatan merkkikaaviosta D ndhdaén, ettd funktio on viahenevi, kun
x <2 jamuualla kasvava, joten D ja II kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: [I[, B: [, C: IV jaD: I
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340. a) Derivoidaan funktio f{x) = 2x* — 8x + 3.

f(x)=4x-8
Lasketaan derivaatan nollakohdat.
4x-8=0
4x=8 |:4
x=2

Laaditaan derivaatan merkkikaavio. (Vaihtoehtoisesti merkit
derivaatan merkkikaavioon voi padtelld derivaatan kuvaajan avulla.
Derivaattafunktion kuvaaja on nouseva suora, joka saa negatiivisia
arvoja nollakohdan vasemmalla puolella ja positiivisia muulloin.)

2

. f(0)=4-0-8=-8<0
- |+
') | F'3)=4-3-8=4>0
Vastaus:
2
o - |+
b) Laaditaan a-kohdan avulla funktion fkulkukaavio.
2
DA I

X)) N |2
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341.

Derivoidaan funktio f{x) = —x* + 8x — 12.
Sf'(x)=-2x+8

Madéritetdén derivaatan nollakohdat yhtélosté f'(x) = 0.
—2x+8=0
2x=-8 |:(-2)
x=4

Laaditaan kulkukaavio. (Vaihtoehtoisesti merkit derivaatan
merkkikaavioon voi padtelld derivaatan kuvaajan avulla.
Derivaattafunktion kuvaaja on laskeva suora, joka saa positiivisia arvoja
nollakohdan vasemmalla puolella ja negatiivisia muulloin.)

4

. f'(0)=-2-0+8=8>0

L0 * 1= s p.548--2<0

£x) r R
Kulkukaaviosta nahdéén, ettd funktio on kasvava, kun x <4 eli vililld
]—00,4].

Vastaus: x <4, |—0,4]
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342.

Derivoidaan funktio f{x) = x* — 4x + 3.
£/(x)=2x—4

Madéritetdén derivaatan nollakohdat yhtélosté f'(x) = 0.
2x-4=0
2x=4 |:2
x=2

Lasketaan derivaatan ' arvot nollakohdan rajaamissa lukusuoran véleissa
ja laaditaan kulkukaavio. (Vaihtoehtoisesti merkit derivaatan
merkkikaavioon voi paételld derivaatan kuvaajan avulla.
Derivaattafunktion kuvaaja on nouseva suora, joka saa negatiivisia arvoja
nollakohdan vasemmalla puolella ja positiivisia muulloin.)

£1(0)=2-0—4=-4<0

j:(f)f) ; ; £'(3)=2-3-4=2>0

Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktio on kasvava, kun x > 2 ja vidhenevé,
kun x <2.

Piirretddn funktion kuvaaja.

7‘)’

6

=2

Myo6s kuvaajan mukaan funktio on kasvava, kun x > 2 ja vihenevé, kun
x<2.

Vastaus: kasvava, kun x > 2, ja vihenevd, kun x <2



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

343. a) Muuttamalla liukuséatimilla kertoimien a, b ja c arvoja 16ydetddn
esimerkiksi funktio f(x) = 2x* — 4x + 1, joka on vihenevi, kun x < 1.

N

a=2
b=-4
™y
c=1
'y

fl)=22* 4z+1

Vastaus: esim. f(x) = 2x* — 4x + 1
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b) Muuttamalla liukuséétimilla kertoimien a, b ja ¢ arvoja 16ydetddn
esimerkiksi funktio f'(x) = x> + 4x + 2, jonka derivaatta on positiivinen,
kun x > -2,

2 .
-4 -3 = -1 0 1 Z 3 4 5
=1
a=1
®
b=4
L 3
c=2
L 2

flz)=12+4z+2

Vastaus: esim. f(x) =x> + 4x + 2
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VAHVISTA OSAAMISTA

344.

Epéyhtidlomerkintd A tarkoittaa lukua 5 pienempié lukuja kuten myos
hakasulkumerkintd V, joten A ja V kuuluvat yhteen.

Epéayhtidlomerkintd B tarkoittaa lukua 5 ja sitd pienempié lukuja kuten
hakasulkumerkintd myos VI, joten B ja VI kuuluvat yhteen.

Epédyhtilomerkintd C tarkoittaa lukua 5 suurempia lukuja kuten
hakasulkumerkintd myds VII, joten C ja VII kuuluvat yhteen.

Epédyhtdlomerkintd D tarkoittaa lukua 5 ja sitd suurempia lukuja kuten
hakasulkumerkintd myds VIIL, joten D ja VIII kuuluvat yhteen.

Epédyhtdlomerkintd E tarkoittaa lukua 3 suurempia, mutta lukua 5
pienempié lukuja kuten myos hakasulkumerkinti I, joten E ja I kuuluvat
yhteen.

Epédyhtdlomerkinta F tarkoittaa lukuja, jotka ovat 3 tai sitd suurempia,
mutta pienempid tai yhtéd suuria kuin 5, kuten hakasulkumerkinta 11, joten
F ja II kuuluvat yhteen.

Epédyhtdlomerkintd G tarkoittaa lukuja, jotka ovat lukua 3 suurempia,
mutta pienempid tai yhté suuria kuin 5, kuten hakasulkumerkinté IV, joten
G ja IV kuuluvat yhteen.

Epéyhtidlomerkintd H tarkoittaa lukuja, jotka ovat 3 tai sitd suurempia,
mutta pienempid kuin 5, kuten hakasulkumerkinti III, joten H ja III

kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: V, B: VI, C: VII, D: VIII, E: I, F: II, G: IV ja H: III
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345s.

Derivaatan ominaisuus A tarkoittaa, ettd funktio on kasvava valilla
0 <x <4 javidheneva vileilld x <0 jax >4, joten A ja IV kuuluvat yhteen.

Derivaatan ominaisuus B tarkoittaa, ettd funktio on vaheneva kaikkialla,
joten B ja I kuuluvat yhteen. Derivaatan ominaisuus B tarkoittaa myds,
ettd funktion kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen
kohtaan x = 2 piirrettyé tangenttia lukuun ottamatta, joten B ja III
kuuluvat yhteen.

Derivaatan ominaisuus C tarkoittaa, ettd funktio on kasvava vililld x <3
ja viahenevd vililld x > 3, joten C ja II kuuluvat yhteen. Derivaatan
ominaisuus C tarkoittaa my0s, ettd funktion muutosnopeus kohdassa x = 3
on nolla, joten C ja V kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: IV, B: [, [lljaC: II, V
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346. a) Derivoidaan funktio f{x) = —10x* + 7x — 3.
1) =—20x+7

Madéritetdén derivaatan nollakohdat yhtélosté f'(x) = 0.
—20x+7=0
—20x=-7 ||:(=20)
_ L
*720
Lasketaan derivaatan /' arvot nollakohdan rajaamissa lukusuoran
vileissd ja laaditaan kulkukaavio. (Vaihtoehtoisesti merkit derivaatan
merkkikaavioon voi paitelld derivaatan kuvaajan avulla.
Derivaattafunktion kuvaaja on laskeva suora, joka saa positiivisia
arvoja nollakohdan vasemmalla puolella ja negatiivisia muulloin.)

7

£1(0)=-20-0+7=7>0

NAC) f(1)==20-1+7=-13<0

f) AN

Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktio on kasvava, kun x < 27—0 ja

viahenevi, kun x > L

20°

Vastaus: kasvava, kun x < 27—0 , vahenevi, kun x > 210
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b) Derivoidaan funktio f{x) = -2x> + 3x* + 12x + 6.
f'(x) =—6x" + 6x + 12

Mairitetdén derivaatan nollakohdat yhtilosté f'(x) = 0.
—6x* +6x+12=0 |:6
X +x+2=0

Sijoitetaan yhtdldstd poimitut kertoimet a =—1, b =1 ja ¢ = 2 toisen
asteen yhtélon ratkaisukaavaan.

x:—li\/12—4-(—1)-2

2-(-1)
_—1%3
T
x=_1_'53=—1 taix=_1__3=2

Derivaatan nollakohdat ovat x = —1 ja x = 2. Koska derivaattafunktion
kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, saa derivaatta positiivisia
arvoja derivaatan nollakohtien vilissé ja negatiivisia muulloin.
(Vaihtoehtoisesti voi laskea my6s derivaattafunktion arvot esimerkiksi

f(2)=-24(<0),/(0)=12 (> 0)jaf(3)=-24(<0).)
Laaditaan merkkikaavio.

1 2
fl(z) - + -
flr) T — T~

Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktio on kasvava, kun -1 <x <2 ja
viahenevi, kun x < -1 tai x > 2.

Vastaus: kasvava, kun —1 <x <2, vihenevi, kun x <-1 tai x > 2



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

347.  a) Derivoidaan funktio f{x) = 5x* + 15x.
o) =10x + 15

Mairitetdén derivaatan nollakohdat yhtilosté f'(x) = 0.

10x+15=0
10x=-15 |:10
x=-2
2

Laaditaan kulkukaavio. (Vaihtoehtoisesti merkit derivaatan
merkkikaavioon voi péételld derivaatan kuvaajan avulla.
Derivaattafunktion kuvaaja on nouseva suora, joka saa negatiivisia
arvoja nollakohdan vasemmalla puolella ja positiivisia muulloin.)

|
b | aa

fi-2)=-5<0
f@ = 1+ fo)=15>0
A

Kulkukaaviosta ndhddan funktion olevan kasvava, kun x > —%.

Vastaus: x> —%



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

b) Derivoidaan funktio f(x)=x" - %f _18x+22 .

f'(x) =3x"—3x—18
Mairitetdén derivaatan nollakohdat yhtilosté f'(x) = 0.
3x*-3x-18=0 ||:3

X—x—-6=0

Sijoitetaan toisen asteen yhtdlostd poimitut kertoimeta =1, b =—1 ja
¢ =—6 toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan.

_1£J() -4-1-(-6)
e 21

X =

p— —
|+ |+
(9] [9)]

b 1 5
= =—==-2
3 taix 3

Derivaatan nollakohdat ovat x = -2 tai x = 3. Koska derivaattafunktio
on ylospéin aukeava paraabeli, saa derivaatta negatiivisia arvoja
derivaatan nollakohtien vilissd ja positiivisia muulloin.
(Vaihtoehtoisesti voi laskea my0s derivaattafunktion arvot esimerkiksi

f(3)=6(>0),0)=-6(<0)jaf4)=6(>0).)
Laaditaan kulkukaavio.

-2 3

e
fx)y A [N |2

Kulkukaaviosta ndhddén funktion olevan kasvava, kun
x<-2taix = 3.

Vastaus: x < 2 taix = 3
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348.  a) Derivoidaan funktio f{x) = x* — 5x* + 9x — 7.
f'x)=3x"-10x+9

Mairitetdén derivaatan nollakohdat yhtilosté f'(x) = 0.
3¢ - 10x+9=0
Ratkaistaan yhtdlo ohjelman avulla.

» CAS X

1 3xA2-10x+9=0

Ratkaise: {}

Havaitaan, ettei yhtdlolld ole ratkaisuja eli derivaatalla ei ole
nollakohtia.

Lasketaan derivaatan /' arvo jollakin muuttujan x arvolla.
f'0)=9>0

Laaditaan kulkukaavio. (Vaihtoehtoisesti voi todeta, ettd funktion
kuvaaja on yldspdin aukeava paraabeli, jolla ei ole nollakohtia. Téten
funktion arvot ovat aina positiivisia.)

|l x +
f(x) 7
Vastaus:
1 x +
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b) Derivoidaan funktio f(x)=2x* — 2—27x2 _15x+1.

f'x)=6x"-27x - 15
Mairitetdén derivaatan nollakohdat yhtilosté f'(x) = 0.

6x* —27x —15=0
Ratkaistaan yhtdlo ohjelman avulla.

» CAS
6xA2-27x-15=0

1
-1
Ratkaise {x = —,X= 5}

Ratkaisuksi saadaan x = —% talx = 5.

Huomataan, ettd derivaatan nollakohta x = 5 ei kuulu tarkasteluvélille
[_2, O]

Laaditaan kulkukaavio.

Lasketaan ohjelman avulla derivaatan /" arvot nollakohdan ja
tarkasteltavan valin péaatepisteiden rajaamissa lukusuoran vileissa.
f'-H=18>0

f'(-0,25)=-7,875<0

S'x) |+ -
OEIE

Vastaus:
-2 —= 0

S'x) |+ -
IOEER
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349.

Derivaattafunktio A on laskeva suora, joka ylitt4é x-akselin kohdassa

x = 0. Derivaattafunktion arvot ovat positiivisia nollakohdan vasemmalla
puolella ja negatiivisia sen oikealla puolella. Derivaattafunktiota vastaava
funktio on kasvava kohdan x = 0 vasemmalla puolella ja viheneva sen
jélkeen. Téllainen funktio on funktio IV.

Derivaattafunktio B on nouseva suora, joka ylittdé x-akselin kohdassa

= —1. Derivaattafunktion arvot ovat negatiivisia nollakohdan
vasemmalla puolella ja positiivisia sen oikealla puolella.
Derivaattafunktiota vastaava funktio on siten vihenevé kohdan x = —1
vasemmalla puolella ja kasvava sen jéilkeen. Téllainen funktio on funktio
IL

Derivaattafunktio C on vaakasuora suora, jonka yhtilo on y = 2.
Derivaattafunktion kaikki arvot ovat siis positiivisia, joten
derivaattafunktiota vastaava funktio on aina kasvava. Téllainen funktio on
funktio I.

Derivaattafunktio D on ylospdin aukeava paraabeli, joka ylittdd x-akselin
kohdissa x =—1 ja x = 0. Derivaattafunktion arvot ovat negatiivisia
nollakohtien vélissa ja positiivisia muulloin. Derivaattafunktiota vastaava
funktio on siten kasvava kohtaan x = —1 saakka, vidhenevi vililld

—1 <x <0 jakasvava siitd eteenpdin. Téllainen funktio on funktio III.

Vastaus: A: IV, B: II, C: I ja D: 11
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350.

351.

a)

b)

Derivaatan kuvaajasta huomataan, ettd derivaatan arvot ovat suurempia
kuin nolla, kun x < 1 tai x > 4 ja nolla kun x = 1 tai x = 4, joten funktio
on kasvava, kun x <1 tai x > 4.

Huomataan, ettd derivaatan arvot pienempid kuin nolla, kun 1< x <4 ja
nolla kun x = 1 tai x = 4, joten funktio on vdhenevi, kun 1 <x <4.

Vastaus: kasvava, kun x <1 tai x > 4, ja vihenevé, kun 1<x <4
Derivaatan kuvaajasta huomataan, ettd derivaatan arvot ovat suurempia
kuin nolla, kun x > 3 ja tasan 0, kun x = 3, joten funktio on kasvava,

kun x > 3.

Huomataan, ettd derivaatan arvot pienempié kuin nolla, kun x <3 ja
tasan 0, kun x = 3, joten funktio on vdhenevé, kun kun x < 3.

Vastaus: kasvava, kun x > 3, ja vihenevi, kun x <3

Derivoidaan ja lasketaan derivaatan arvo kohdassa x = 4 ohjelmalla.
f(x) == —0.45417x"6+16.738x"5-250.15x"4+1933.8x"3—-8128 9x"2 + 17578 9x— 15249
(= 5417, 8369 . 5003, 0660 , 81280 , 175780 .0
100000 500 20 5 10 10

f(4)

213003

6250

$2

—34.08

£r4)=-34

Koska derivaatta ilmaisee funktion muutosnopeutta, tulos tarkoittaa
kdytanndssa, ettd huhtikuun alussa mehildisten mééra vihenee
nopeudella 34 000 mehildistd/kuukausi.

Vastaus: f{4) = —34, huhtikuun alussa mehildisten mééra vihenee
nopeudella 34 000 mehilaista/kk
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b) Mairitetdéin ohjelman avulla derivaatan /' nollakohdat ja arvot
nollakohtien rajaamissa lukusuoran vileissi ja laaditaan kulkukaavio.

RatkaiseNumeerisesti(f'(x)=0)

~ {x=3.32,x =4.42,x = 6.43,x = 8.01,x = 8.53}
f(3.1)

= 71.1

f(4)

~ —34.08

f(5)
= 40.46
f(7)

. —22.62
f(8.2)

~ 5.61
f(8.6)

= —5.44

Pyoristetddn derivaatan nollakohdat yhden desimaalin tarkkuuteen.
3 33 44 64 80 85 9

f'x) [+ |- + |- + —

fx) 7 (3 |7 3N 7 N

Kulkukaaviosta havaitaan, ettd funktio on kasvava, kun 3 <x < 3,3 tai
4,4 <x<6,4tai 8,0 <x<8.,5javihenevi, kun 3,3 <x <44 tai

6,4 <x <8,0 tai x > 8,5. Tama tarkoittaa kdytdnndssa siti, ettd
mehildisten méédrad kasvaa maaliskuun alussa, huhtikuun puolestavélisté
kesdkuun puoleenviliin ja elokuun alkupuolen ajan. Muulloin
mehildisten maéra vahenee.

Vastaus: Funktio fon kasvava, kun 3 <x <3,3 tai 4,4 <x < 6,4 tai
8,0 <x <8,5,javdhenevi, kun 3,3 <x <4,4 tai 6,4 <x < 8,0 tai

x > 8,5. Mehildisten maari kasvaa maaliskuun alussa, huhtikuun
puolestavilistd kesdkuun puoleenviliin ja elokuun alkupuolen ajan.
Muulloin mehiléisten maard vahenee.
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352.

Madritetdén funktion f{r) = —5¢ + 4¢ + 10 nollakohdat ohjelmalla.
Nollakohdat ovat t =—1,069...~—1,1 ja t = 1,869...~ 1,9. Jilkimméinen
nollakohta tarkoittaa, ettd hyppédja putoaa veteen noin 1,9 sekunnin

kuluttua ponnistuksesta.

Derivoidaan funktio f.

f'(H=-10t+4
Madritelldén derivaatan nollakohdat yhtdlosta f'(x) = 0.
-10t+4=0
-10t=—4  ||:(-8)
t=04

Derivaatan nollakohta on ¢ = 0,4.

Lasketaan derivaatan ' arvot nollakohdan rajaamissa lukusuoran véleissa
ja laaditaan kulkukaavio. (Vaihtoehtoisesti merkit derivaatan
merkkikaavioon voi paitelld derivaatan kuvaajan avulla.
Derivaattafunktion kuvaaja on laskeva suora, joka saa positiivisia arvoja
nollakohdan vasemmalla puolella ja negatiivisia muulloin.)

£10,1)=-10-0,1 +4=3>0
F()=-10-1+4=-6<0

0,4

'O + |-
fH A |

Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktio on kasvava, kun # < 0.4 ja viheneva,
kun t>0.4.

a) Ennen veteen osumistaan uimahyppédjd nousee ylospéin 0,4 s.
Vastaus: 0,4 s

b) Ennen veteen osumistaan uimahyppdija putoaa alaspdin
1,9s-0,4s=1,5s.

Vastaus: 1,5 s



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

353.  fix)=0,00012x* — 0,50095x + 746

a) Derivoidaan funktio.
f'(x)=0,00024x —0,50095
Lasketaan £'(1000) = —-0,26095 = —0,261.

Vastaus: /'(1000) =-0,261

b) Méiritetddn derivaatan nollakohdat yhtdlosta f'(x) = 0.
0,00024x —0,50095=0
0,00024x =0,50095 |:0,00024
x=2087,291...
x~ 2087

Lasketaan derivaatan ' arvot ohjelman avulla nollakohdan rajaamissa
lukusuoran vileissi ja laaditaan kulkukaavio vililla [0, 4200].

0 2087 4200
£1(1)=-0,50071<0
TUCI I + £'(3000) =0,21905 > 0

flo) | —"

Vastaus:

0 2087 4200
f'x) | - +
0 | N | 2

¢) Kohdan a tulos tarkoittaa, ettd 1000 jalan etdisyydelld sillan paasti
tukivaijeri laskeutuu 0,261 jalkaa jokaista vaakasuuntaista jalkaa
kohden. Kohdan b tulos tarkoittaa, ettd tukivaijeri laskeutuu vililla
0 <x <2087 ja nousee vililld 2087 <x <4200

Vastaus: 1000 jalan etdisyydelld sillan pééstd tukivaijeri laskeutuu
0,261 jalkaa jokaista vaakasuuntaista jalkaa kohden. Tukivaijeri
laskeutuu vélilld 0 <x <2087 ja nousee vililld 2087 < x <4200.



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

354.

35s.

Havaitaan, etté, kun funktio g vdhenee, funktio f'saa negatiivisia arvoja.
Kun funktio g kasvaa, funktio f'saa positiivisia arvoja. Néin ollen funktio f

on funktion g derivaattafunktio.

Vastaus: Funktio f'on funktion g

derivaattafunktio.

Tietojen f{—5) =2, fi—1) =—4 ja f(3) = 5 perusteella tiedetdin, ettd funktion

kuvaaja kulkee pisteiden (-5, 2),

(-1, —-4)ja (3, 5) kautta. Kulkukaavion

avulla ndhddin milloin funktio kasvaa ja milloin véhenee. Funktion
kuvaaja voi olla esimerkiksi seuraava.

5,

%

10 -9 -8 -7 [6 -5 -4
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356. Laaditaan funktion kulkukaavio kuvaajan hahmotelman pohjaksi.

A

J’_

+

fx)

L]

7

7

Kuvaaja siis vaihtaa kulkusuuntaa vain kohdassa x = 0.
Lisdksi tiedetdén, ettd £'(0) = f'(1) = 0 eli funktiolla on terassikohta

kohdassa x = 1.

Tiedetéadn, ettd 0) =1 ja f{1)=2.

Hahmotellaan kuvaaja tietoihin sopiva kuvaaja.

¥

Vastaus: esim.
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357. a) Funktion arvon tulee olle negatiivinen vililla [0, 5] eli kuvaajan tulee
kulkea x-akselin alapuolella talla valilld. Vahenevaksi funktioksi
kelpaa esimerkiksi laskeva suora. Funktioksi kelpaa esimerkiksi

fx)=—=x-1.

y= flz)

y=f(=)

Vastaus: esim. “
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b) Funktion tulee kéédntyd kasvavasta vaheneviksi ja vihenevasti
kasvavaksi eli funktion tulee muuttaa kulkusuuntaa vahintdan kahdesti,
koska funktiolla on derivaatan nollakohdat kohdissa x = 0 ja x = 2.
Hahmotellaan ehtoihin sopiva kuvaaja.

ry

w

)

y=flz)

Vastaus: esim.
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¢) Viitteen perusteella funktion tulisi olla kasvava vililla [1, 9] ja

funktiolla tulisi pated ehto f{1) > f{9). Ehto on ristiriidassa
kasvavuuden kanssa, joten kuvaajan piirtdminen on mahdotonta.

Vastaus: mahdoton

SYVENNA YMMARRYSTA

3s8.

a) Jos funktio on viahenevi, miké tahansa muuttujan arvoa 0,011

suurempi muuttujan arvo vastaa funktion arvoa f{0,011) pienempai
funktion arvoa.

Tutkitaan funktion vahenevyyttd kulkukaavion avulla.

Derivoidaan funktio.

f'(x)=-210x"

Ratkaistaan derivaatan nollakohta yhtélosta f'(x) = 0.
210x*" =0 ||:(-210)
=0
x=0

Derivaatan nollakohta on x = 0.
Laaditaan kulkukaavio.

£1(-1)=210
£1(1)=-210
0
f'&x)  + |-
) AN

Kulkukaaviosta havaitaan, ettd funktio on vdhenevé, kun x > 0, joten
nollaa suuremmilla muuttujan arvoilla patee “mitd suurempi muuttujan
arvo, sitd pienempi funktion arvo”. Viite on siis totta, koska funktion
on viheneva vililld [0,011; 0,1], jolle molemmat tarkasteltavat
muuttujan arvot kuuluvat.

Vastaus: —
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b) Muodostetaan funktion kulkukaavio ja paitelldédn ratkaisu

kulkukaavion avulla.
f'(x)=x"-8x+ 12

Ratkaistaan ohjelmalla derivaatan nollakohdat yhtdlosta f'(x) = 0.
Derivaatan nollakohdat ovat x = 2 tai x = 6.

Lasketaan kulkukaaviota varten derivaatan arvot derivaatan
nollakohtien rajaamissa lukusuoran véleissa.
f(0)=0*"-8-0+12=12>0
f'3)=3*-8-3+12=-3<0
f(H=7"-8-7+12=5>0

Laaditaan kulkukaavio.

f'G) - |+
fx) A | |2

Koska funktio on viaheneva vililld [2, 6] ja 3 <4, funktion arvoista

J3)>fi4).

f(3) on suurempi.

Vastaus: f{(3)
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359.  Tutkitaan funktion kulkua kulkukaavion avulla.
Derivoidaan funktio f{x) = 3x° + x> + 4x.
1) =15x*+3x* +4
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat ohjelmalla yhtalosta f'(x) = 0.
15x* +3x* +4=0

Havaitaan, ettd yhtélollé ei ole ratkaisuja eli derivaatalla ei ole
nollakohtia.

Lasketaan derivaatan arvo jollakin muuttujan arvolla.

f(0)=15-0"+3-0*+4=4>0
Laaditaan kulkukaavio.

flx) r

Kulkukaavion perusteella funktio on kasvava kaikkialla.

Vastaus: —
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360.

fix) =x*+x*+ 0,05x — 1 on polynomifunktio.

Jos polynomifunktion arvoista f{0) ja f{1) toinen on negatiivinen ja toinen
positiivinen, on polynomifunktiolla oltava ainakin yksi nollakohta viélilld
[0, 1]. Lasketaan funktion arvot f{0) ja f{1).

A0)=0*+0*+0,05-0-1=-1<0
AD=1+1*+005-1-1=1,05>0

Siis polynomifunktiolla f on ainakin yksi nollakohta vililld [0, 1].
Tutkitaan funktion kulkua kulkukaavion avulla.

Derivoidaan funktio.
f'(x) =3x*+2x + 0,05

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat ohjelmalla yhtdlosti f"'(x) = 0.
Derivaatan nollakohdat ovat
x=~-0,026 tai x = —0,641.

Laaditaan kulkukaavio vililla [0, 1]. Kumpikaan derivaatan nollakohdista
ei ole vililld [0 ,1], joten lasketaan derivaatan arvo jollakin muuttujan
arvolla annetulla vélilld funktion kulun tutkimiseksi.
£'(0,5=3-0,5+2-05+0,05=1,8>0

0 1

f'() +

fx) 7

Kulkukaavion perusteella funktio ei muuta kulkuaan valilla [0, 1], joten

polynomifunktiolla f'voi leikata x-akselin korkeintaan kerran eli silld on
korkeintaan yksi nollakohta vililla [0, 1]

Koska polynomifunktiolla f on ainakin yksi ja korkeintaan yksi nollakohta
valilla [0, 1], on sillé tdsmadlleen yksi nollakohta vililla [0, 1].

Vastaus: —
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361. a) Jotta funktio olisi konveksi, on funktion derivaatan oltava kasvava.
Derivoidaan funktio f{ix) = x> + 2x* — 1.
f'(x) =3x" + 4x
Tutkitaan derivaatan kasvavuutta. Derivoidaan derivaatta eli
muodostetaan toinen derivaatta.
f"x)=6x+4

Toisen derivaatan kuvaaja on nouseva suora, joten se vaihtaa
merkkiddn nollakohdassa. Talloin alkuperdinen derivaattafunktio ei ole

kasvava kaikkialla, joten funktio f'ei ole konveksi.

Vastaus: —
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b) Jotta funktio olisi konveksi, on funktion derivaatan oltava kasvava.
Derivoidaan funktio.
g'(x) = 4x° + 2ax

Tutkitaan derivaatan kasvavuutta. Derivoidaan derivaatta eli
muodostetaan toinen derivaatta.
g"'(x)=12x*+2a

Jotta derivaatta olisi kasvava, kaikilla muuttujan arvoilla on oltava
voimassa epayhtdlo g''(x) = 0.

12 +2a >0

Koska yhtdlon vasen puoli on ylospéin aukeava paraabeli, epayhtdlo
pitee kaikilla muuttujan arvoilla, jos paraabelilla ei ole nollakohtia tai
on tasan yksi nollakohta.

Nollakohtia ei ole tai niitd on tasan yksi, jos nollakohtia ratkaistaessa
toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavan nelidjuuren alle (eli
diskriminantiksi) tulee nolla tai negatiivinen luku. Muodostetaan toisen
asteen yhtélon ratkaisukaavan juuren alainen osa.
0°—4-12-2a<0

—96a <0

Epéyhtilon vasemmalla puolella oleva lauseke on ensimmaéisen asteen
polynomifunktio a:n suhteen. Tamén kuvaaja on laskeva suora. Ndin
ollen vasemman puolen lauseke saa negatiivisia arvoja nollakohdan
oikealla puolella ja positiivisia vasemmalla puolella.

\ h
Ratkaistaan funktion nollakohta.

—96a=0 [:(-96)
a=0

-

Néin ollen funktio g on konveksi, kun a > 0.

Vastaus: a >0
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362. Kopioidaan taulukko ohjelmaan ja sovitetaan aineistoon kolmannen
asteen polynomifunktio.

*v
8000
6000

flx) = 0,0001372° + 0, 13022 + 37, Tz + 40:}5}]0

2000

-600 -500 -400 -300 -200 -100 0 100

-2000

-4000

-6000

Saadaan funktio f{x) = 0,000137x" + 0,130x* + 37,7x + 4030.
Madritetddn derivaatan nollakohdat ohjelmalla yhtdlosta f'(x) = 0.

Ratkaisel[f'(x)=0]
=~ {x=—405.95126,x = —225.6814}

Pyoristetddn derivaatan nollakohdat kokonaisluvuiksi kulkukaaviota
varten.

Koska derivaattafunktio on ylospéin aukeava paraabeli, saa
derivaattafunktio negatiivisia arvoja nollakohtien vilissé ja positiivisia
muulloin.



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

Laaditaan kulkukaavio.

—406 226

O B E:
) A |8 |2

-

Kulkukaavion perusteella lajien mééra viaheni 226—406 miljoonaa vuotta
sitten ja kasvoi muulloin.
Vastaus: f{x) = 0,000137x> + 0,130x? + 37,7x + 4030

—406 226

e
fx)y A |8 |2

Viheni 226—406 miljoonaa vuotta sitten, kasvoi muulloin.

363. a) Toisen asteen polynomifunktion derivaatta on ensimmaéisen asteen
polynomifunktio eli suora.

Koska paraabeli on alaspiin aukeava, funktio on kasvava huipun
vasemmalla puolella ja vihenevé huipun oikealla puolella. Télloin
derivaatta saa positiivisia arvoja huippukohdan x = 2 vasemmalla
puolella ja negatiivisia oikealla puolella. Derivaatta on siis laskeva
suora, jonka nollakohta on x = 2.

Paraabelin yhtilo on y = ax* + bx + c.

Koska huippu on pisteessé (2, 2) ja funktion nollakohta on (4, 0), on
symmetrian perusteella toinen nollakohta (0, 0) eli ¢ = 0. Sijoitetaan
kaksi muuta pistettd paraabelin yhtdl66n ja muodostetaan yhtélopari.
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da+2b=2
16a+4b=0

Ratkaistaan yhtélopari ohjelmalla.
Ratkaise[{4a+2b=2 16a+4b=0}, {a,b}]

Paraabeli on siis

y= —%x2 +2x.

flx)= —%xz +2x
fl(x)=—x+2
Piirretdén derivaatan kuvaaja.

b
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b) Jos derivaatta on suora, on funktion oltava toisen asteen
polynomifunktio eli kuvaaja on paraabeli.

Koska derivaatta on nouseva suora, saa derivaatta nollakohtansa
vasemmalla puolella negatiivisia arvoja ja oikealla positiivisia. Ndin

ollen funktion on oltava derivaatan nollakohdan x = —% vasemmalla

puolella vihenevé ja oikealla kasvava. Siis funktio on ylospéin

aukeava paraabeli, jonka huippu on kohdassa x = —%.

Liséksi tiedetddn, ettd derivaatta saa arvon 1 kohdassa x = 0, joten
funktiolle asetetun tangentin kulmakerroin kohdassa x =0 on 1.

Nyt siis tiedetdén, ettd
fx)=ax*+bx+c
f'(x)=2ax+b

f10)=b=1

Ja edelleen tiedetddn, ettd

f,(_%)zza.(_%)+1=0

Ratkaistaan a.

—-a+1=0
—a==1[:(-1)
a=1

Koska funktiolle ei ole ainoatakaan tunnettua pistettd, funktion
vakiotermistd ei voida sanoa mitddn. Néin ollen ylospadin aukeavan
paraabelin voi piirtdéd mille korkeudelle tahansa.

Valitaan esimerkiksi ¢ = 0 ja piirretiéin funktion f{x) = x* + x kuvaaja
vélilla [-1, 1].
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flx) =242, -1<z <1
: .-

=2 = 0 1 2 3 4 = &

Vastaus: esim.

flz)=22+2,-1<z<1
g n-

= =1 0 1 2 3 4 5 G




