Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

1 MUUTOSNOPEUS

1.1 Keskimaardainen muutosnopeus

101.  Epidyhtdlomerkkien merkitys selvidéd esimerkiksi muistisdédnnosté ”suu
auki suurempaan” tai ”piikki pistéd pienempédén”. Jos epayhtdlomerkissd
on alaviiva, niin yhtdsuuruus sallitaan.

Vastaus: A: I, B: IV, C: 1 ja D: Il

102. a) Ukon keskinopeus koko s ) (5]
matkalla on matkan alku- ja |
loppupisteisiin piirretyn o0 :
sekantin kulmakerroin. Zzz i
Appletin avulla ndhdéén, - ! 5600
ettd kulmakerroin on 1000 i

8600 km - !
= —61 ik ~141 km/vrk. =

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
61 vrk

Ukon keskinopeus koko matkalla oli noin 141 km/vrk.

Vastaus: 141 km/vrk

b) Ukon keskinopeus |l 2
aikavalilla 45 vrk—50 vrk on s
aikavéilin alku- ja = : 1192 kin
. o e .o 3000 —
loppuplstelsun p11rre.tyn - 5 ik
sekantin kulmakerroin. 15
Appletin avulla nghdéén, 00
ettd kulmakerroin on =
1000
1192 km aika (vik)
k :ﬁ ~ 238 km/vrk. 0 5 0 15720 25 30 35 40 & 95 55 60 & 70 75 80
VI

Ukon keskinopeus aikavélilld 45 vrk - 50 vrk oli noin 238 km/vrk.

Vastaus: 238 km/vrk
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103.

104.

Merkinnissé [a, b] luku a on lukusuoran vélin pienin luku ja luku b sen

suurin luku.

a) Vili [9, 11] merkitdén epayhtdlomerkinndlld 9 <x < 11. Vilin [9, 11]
pienin luku on 9 ja suurin luku 11. Niiden vilissd on esimerkiksi
luku 10.

Vastaus: 9 <x < 11, pienin 9, suurin 11, esim. 10

b) Vili [-9, —5] merkitddn epadyhtidlomerkinnilld —9 < x <—5. Vilin
[-9, —5] pienin luku on —9 ja suurin luku —5. Niiden vilissd on
esimerkiksi luku —7.

Vastaus: —9 < x < -5, pienin —9, suurin —5, esim. —7

¢) Vili [0, 1] merkitddn epayhtdlomerkinndlld 0 <x < 1. Vilin [0, 1]
pienin luku on 0 ja suurin luku 1. Niiden vélissd on esimerkiksi

1
luku ok

Vastaus: 0 <x < 1, pienin 0, suurin 1, esim. %

a) Muuttujan arvot vilin 1 < x < 2 piitepisteissd ovat x; = 1 jax, = 2.
Néitd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat kuvaajan
perusteella y; =2 jay, = 6.

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus vililld 1 <x <2 on
Vo= _6—2_&24

x,—-x 2-1 1

Vastaus: 4

b) Muuttujan arvot vilin 2 < x < 4 péétepisteissi ovat x; =2 jax, = 4.
Niitd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat kuvaajan
perusteella y; = 6 jay, = 0.

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus vélilld 2 <x <4 on
W=V _0-6 =—_6=_3

x,—x 4-2 2

Vastaus: —3
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105. a) Siirretddn liukusditimelld mittauksen toiseksi paivamadraksi 1.5.

Avaloisan ajan pituus (h)

Q

A 0.08

aika (vrk)
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

paivamaira : 1.5.

Valoisa aika pitenee 0.08 tuntia vuorokaudessa.

Havaitaan, etté valoisa aika pitenee vuorokautta kohti keskimaéarin
0,08 = 0,08 - 60 min = 4,8 min =~ 5 min.

Vastaus: pitenee 5 min/vrk

b) Siirretdén liukuséétimelld mittauksen toiseksi paivaméardksi 9.9.

25 Avaloisan ajan pituus (h)

@

aika (vrk)
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

o

piivamadiri : 9.9.

Valoisa aika lyhenee (.08 tuntia vuorokaudessa.

Havaitaan, etté valoisa aika lyhenee vuorokautta kohti keskiméérin
0,08 = 0,08 - 60 min = 4,8 min =~ 5 min.

Vastaus: lyhenee 5 min/vrk
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106.

107.

Autolla ajettiin 66 021 km — 65 781 km = 240 km.

Aikaa kului 2 h 30 min = 2,5 h.

Automatkan keskinopeus oli 240 km _ oo km
2,5h h

Vastaus: 96 km/h

a) Muuttujan arvot vélin [—4, 2] paitepisteissd ovat x; = —4 jax, = 2.
N4&itd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat
yi=f—4)= (-4’ =16jay, =fi2)=2=4.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililld [—4, 2] on

Yo=Y __4-16 :—12:_2
x,—-x, 2-(-4) 6 '

Vastaus: —2

b) Piirretddn funktion f'kuvaaja ja
merkitddn sille pisteet kohtiin, joissa
x=—4jax=2.

NPT 2,4
Piirretdén pisteiden kautta suora. at
S
1 2 3
Ohjelma antaa suoran
kulmakertoimeksi £ = —2, joten
funktion fkeskiméairdinen
muutosnopeus vélilld [—4, 2] on
2.
Vastaus: —2
2.4)
X
1 2] 3
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108.

109.

Muuttujan x arvot vélin [10, 25] pédétepisteissd ovat x; = 10 ja x, = 25.
N4&itd muuttujan arvoja vastaavat sadon y arvot ovat taulukon perusteella
y1=6790 ja y, = 5830.

Sadon keskimaérdinen muutosnopeus viélilld [10, 25] on
y,—» _5830kg—-6790kg

= —64.
X, — X, 25kg—-10kg

Kun lannoituksen mééri nostetaan 10 kilogrammasta 25 kilogrammaan,
sato pienenee jokaista lisdttya typpilannoitekilogrammaa kohti 64 kg.

Vastaus: pieneni 64 kg

a) Sovitetaan aineistoon lineaarinen malli.

AHenkirikosten uhreje 100 000 asukasta kohti

) = —0.17 z + 338.67

: Vug
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025 2030 35 2040

Ohjelma antaa funktioksi flx) =—0,17x + 338,67.

Vastaus: f{x) =-0,17x + 338,67
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b) Funktion kuvaaja on suora, joten kuvaajalle piirretyn sekantin
kulmakerroin on sama kuin suoran kulmakerroin £ =-0,17.
Henkirikosuhrien mééra 100 000 asukasta kohti siis vihenee
keskimairin 0,17 hengellé vuotta kohti.

Vastaus: Henkirikosuhrien méaira 100 000 asukasta kohti siis vidhenee
keskiméérin 0,17 hengelld vuotta kohti.

VAHVISTA OSAAMISTA

110.

Kun x = 0, funktio i saa arvon i{(0) =3 - 0 -7 =-7, joten A ja IV kuuluvat
yhteen.

Koska g(2) =3 - 2% =12 ja g(4) = 3 - 4* =48, on funktion g

48—12 _ 36 _1g valilla [2, 4]. Niin ollen

keskimadrdinen muutosnopeus =) >

B ja II kuuluvat yhteen.

Koska f(0)=4-5-0=4jaf{10)=4—5 - 10 =—46, on funktion f
kuvaajalle vilille [0, 10] piirretyn sekantin kulmakerroin

—-46-4 _-50 _ .
T0-0 ~ 10 5. Néin ollen C ja I kuuluvat yhteen.

Koska h(-3)=(-3)*+2 - (-3’15 (3)+14=50ja h(4)=4>+2 - 4* -
15 - 4+ 14 = 50, on funktion /4 kuvaajalle vilille [-3, 4] piirretyn sekantin
50-50 0 _
4-(-3) 1

kulmakerroin 0. Naéin ollen D ja III kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: IV, B: II, C: [ ja D: Il
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111.  Lasketaan funktion f(x) = 3x — 5 arvot vilien péétepisteissa.

fih)=3-1-5=-2
f4)=3-4-5=7

£100)=3- 100 — 5 =295
£200) =3 - 200 — 5 =595
£(~1000) = 3 - (~1000) — 5 = ~3005
(6000) =3 - 6000 — 5 = 17 995

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililld [1, 4] on

7_(_2)=2=3
4-1 307

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vélilla [100, 200] on
595-295 _ 300 _
200-100 100

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vélilld [-1000, 6000] on
17995—(-3005) 21000

- =3
6000 —(-1000) 7000

Funktion f muutosnopeus on joka vélilld 3. Témaé johtuu siitd, ettd
funktion f’kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 3, ja suoran pisteiden
kautta piirretty suoran sekantti on suoran suuntainen.

Vastaus: 3
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112.  a) Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x =1 ja
x = 3 kautta. Siirretdédn pistettd 4 y-akselin suuntaisesti niin, etta
sekantin kulmakertoimeksi saadaan k = —2.

~ / s hD)
IV =
2
k=-2
- -
2 ) : 3 8
-2 A=(3,-2)
-4

Pisteen 4 koordinaatit ovat (3, —2).
Vastaus: (3, —2)
b) Toimitaan vastaavasti kuin a-kohdassa. Piirretddn sekantti kohtien

x =—1 jax =3 kautta. Siirretdén pistettd 4 y-akselin suuntaisesti niin,
ettd sekantin kulmakertoimeksi saadaan £ = 0,5.

(8]~ 4 % S
IV

@

Pisteen 4 koordinaatit ovat (3, 3).

Vastaus: (3, 3)
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113.

¢) Toimitaan vastaavasti kuin a-kohdassa. Piirretddn nyt sekantti kohtien
x =—1 jax =3 kautta. Siirretdén pistettd 4 y-akselin suuntaisesti niin,
ettd sekantin kulmakertoimeksi saadaan & = 0.

(R]~ 4 % S

V]

0

3
/11\\//\@ 1)

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

| o

-1

=2

Pisteen 4 koordinaatit ovat (3, 1).

Vastaus: (3, 1)

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus saadaan jakamalla funktion
arvon muutos muuttujan arvon muutoksella. Keskimaérdinen
31-19 _12 _4

9-5 4 7

muutosnopeus vililla [5, 9] on siis

Tulos tarkoittaa kiytdnnossd, ettd henkilon iin muuttuessa viidesta
vuodesta yhdeksddn vuoteen henkilon massa kasvaa vuodessa
keskiméirin 3 kg.

Vastaus: 3. Henkilon massa kasvaa viiden ja yhdeksén ikdvuoden vélilla
keskimédrin 3 kg vuodessa.
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114.

115.

a) Kuvaajan x-koordinaatin pienin arvo on 0 ja suurin 4, joten kuvassa on

funktion kuvaaja vélilla [0, 4]. Vdite on siis epatosi.

Vastaus: epétosi, [0, 4]

b) Muuttujan x arvot vélin [0, 3] paétepisteissd ovat x; = 0 ja x, = 3.

Néitd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat kuvaajan
perusteella y; = —3 ja y» = 0. Funktion f keskiméardinen muutosnopeus

g Yo =N _0_(_3)_2_
valilla [0, 3] on Y, —x  3-0 —3—1-

Viite on siis tosi.

Vastaus: tosi
Kun kuvaajan pisteen x-koordinaatti on lukujen 1 ja 3 vililla, kuvaaja
on x-akselin yldpuolella, joten y-koordinaatti on suurempi kuin nolla.

Viite on siis tosi.

Vastaus: tosi

d) Tutkitulla vililla funktion arvo eli kuvaajan y-koordinaatti on

vahintdan —3 ja korkeintaan 1, eli =3 < f{x) < 1. Viite on siis epatosi.
Sen sijaan muuttujan arvo eli kuvaajan x-koordinaatti on vahintéén 0 ja
korkeintaan 4, eli 0 <x <4,

Vastaus: epétosi, x

Piirretdédn funktion f{x) = 20x00

+ 0,5mx* kuvaaja, kun x > 0.
Aajumiirin m&ara (cm?)

3000
2000

1000

halkaisija (¢rg)
0 2 4 6 8 10 12 14 16
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b) Merkitddn koordinaatistoon pisteet (2, f2)) ja (6, f(6)) ja piirretddn
suora niiden kautta.

1500 Ratuminyn maara (cm¢)
y = f(x)
(2, 1006.2831853072)

1000

200 (6, 389.882001098)

halkziisija (crg)
0 ) R 6 8 T

Ohjelma antaa suoran kulmakertoimeksi £ =—154,100... = —154,1.
Vastaus: k=~ —154,1

¢) Kohdan b tulos tarkoittaa, ettd kun tolkin pohjan halkaisija kasvaa
2 cmi:sté 6 cm:iin, tarvittavan alumiinin mééréd pienenee keskimédrin
noin 154,1 cm?, kun halkaisija kasvaa yhdelli senttimetrill.

Vastaus: Tarvittavan alumiinin mééra pienenee keskiméérin
n. 154 cm?, kun halkaisija kasvaa.

116. a) Muuttujan x arvot vélin [1980, 2020] péétepisteissd ovat x; = 1980 ja
x> = 2020. Niitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien mééran y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; =23 ja y, = 9250.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus valilld [1980, 2020] on

Yo=N _ 9250-23 _ N - .
x,—x,  2020-1980 230,675 =~ 231 tuhatta liittymaa/vuosi.

Vastaus: 231 000 liittymad/vuosi
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b) Kuvaaja nédyttad silmdmééraisesti jyrkimmaltd aikavileilld 1995-2000
ja 2005-2010. Lasketaan funktion f'keskimaérdiset muutosnopeudet
véleilld [1995, 2000] ja [2005, 2010].

Muuttujan x arvot vélin [1995, 2000] paétepisteissd ovat x; = 1995 ja
x> =2000. Néitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien méérén y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; = 1039 ja y, = 3729.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus valilld [1995, 2000] on

V2=V _3729-1039
X,—x,_ 2000—1995

= 538 tuhatta liittymaa/vuosi.

Muuttujan x arvot vélin [2005, 2010] paétepisteissd ovat x; = 2005 ja
x> =2010. Niitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien mééran y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; = 5385 ja y» = 8390.

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus viélilld [2005, 2010] on

Yo =N _ 8390 — 5385
x, —x, 2010-2005

27 M

= 601 tuhatta liittyméa/vuosi.

Muutosnopeus oli siis suurin vuodesta 2005 vuoteen 2010. Tuolloin
matkapuhelinliittymien méard kasvoi vuodessa keskimaérin 601
tuhannella.

Vastaus: aikavalilld [2005, 2010], 601 000 liittymaa/vuosi
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¢) Muutosnopeus oli kuvaajan perusteella pienin vuosina 1980-1985.
Lasketaan funktion f muutosnopeus viélilla [1980, 1985].

Muuttujan x arvot vélin [1980, 1985] péétepisteissd ovat x; = 1980 ja
x> = 1985. Niitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien mééran y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; =23 ja y, = 68. Funktion fkeskiméérdinen
muutosnopeus vililld [1980, 1985] on
Yo=Y 68-23
x,—x,  1985-1980

=9 tuhatta liittyméé/vuosi.

Muutosnopeus oli pienin vuodesta 1980 vuoteen 1985. Tuolloin
matkapuhelinliittymien méara kasvoi vuodessa keskimaarin
9000 liittymalla.

Vastaus: aikavalilld [1980, 1985], 9000 liittymé&a/vuosi
117. a) Pisteet D = (3, 3) ja E = (4, 0) ovat kuvaajalla, joten funktion f

0-3_-3__
4-3 1 3

keskimadrdinen muutosnopeus valilld [3, 4] on

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus on —3 ainakin vélill4 [3, 4].
Vastaus: esim. [3, 4]

b) Pisteet C = (1, —1) ja D = (3, 3) ovat kuvaajalla, joten funktion /'

3-(-1) _4_,
3-1 2 '

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus on 2 ainakin valilla [1, 3].

keskimadrdinen muutosnopeus valilla [1, 3] on

Vastaus: esim. [1, 3]

¢) Pisteet 4 = (-2, —2) ja D = (3, 3) ovat kuvaajalla, joten funktion f
3-(2)_5_,
3-(-2) 5

keskimédrdinen muutosnopeus vililld [-2, 3] on

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus on 2 ainakin vélilld [-2, 3].

Vastaus: esim. [—2, 3]
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d) Pisteet B =(—1, 2) ja C = (1,—1) ovat kuvaajalla, joten funktion /'

keskimédrdinen muutosnopeus vililld [-1, 1] on 1__1 (__%) = _73 =-1,5.
Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus on —1,5 ainakin vélilla

-1, 1].
Vastaus: esim. [—1, 1]

118. a) Sovitetaan aineistoon 3. asteen polynomifunktio sopivalla ohjelmalla.

4Lm,assa (a)

1
/ 99 2% — 0.677 2% + 1.376 x + 1.085
@ aika (d)
0 1 2 3 4 5

Ohjelma antaa funktioksi f{x) = 0,099x* — 0,677x* + 1,376x + 1,085.
Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 1,5 ja
x = 5,5 kautta.

5Amassa (9) (5.5, 4.655)

(15,1.959) °
1/
/. 99 2% — 0.677 2> + 1.376 = + 1.085
9 aika (d)
0 1 2 3 4 5

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi & = 0,674, joten funktion f
keskimddrdinen muutosnopeus valilla [1,5; 5,5] on
0,674 g/vrk = 0,67 g/vrk.

Vastaus: f{x) = 0,099x’ — 0,677x* + 1,376x + 1,085; 0,67 g/vrk
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b) Kuvaajan perusteella populaatio kasvaa noin hetkeen 1,5 vrk asti.
Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 0
jax = 1,5 kautta.

Amassa (g) /
5

2
/‘(T.;, 1.959) °
A (0, 1.085)
9 aika ((ll
5

0 1 2 3 4

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi k& = 0,583, joten populaation
keskimédrdinen kasvunopeus vililld [0; 1,5] on noin 0,58 g/vrk.

Vastaus: 1,5 vrk; 0,58 g/vrk
¢) Kuvaajan perusteella populaation koko on pienimmilldan

noin 3 vuorokauden kohdalla. Piirretdén funktion kuvaajalle sekantti,
joka kulkee kohtien x = 1,5 ja x = 3 kautta.

‘massa (g) ’
Z S (3,17
®  (1.5,1.959)
13 Y
éj
9 aika (cl_)_

0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi £ = —0,11, joten populaation
keskimédrdinen kasvunopeus vililld [1,5; 3] on noin —0,11 g/vrk.

Vastaus: 3,0 vrk:n kuluttua; —0,11 g/vrk
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119. a) Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

2"'ooﬂAlkoholiperénisiin sairauksiin ja alkoholimyrkytykseen kuolleet
2200

2000
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
f(apoed 163.46 - 1.22

kulutus (jitraa/15 vuotta tayitanyd)
0 2 4 6 8 0 12 14 16 18

Ohjelma antaa funktioksi fix) = 163,46 - 1,22".

Vastaus: fix) = 163,46 - 1,22"
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b) Piirretddn funktion fkuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x =9 ja
x = 11 kautta, ja méadritetddn ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

24OOéAIkoholiperaisiin sairauksiin ja alkoholimyrkytykseen kuolleet
2200

2000 o) Y
1800
1600
1400
1200 s 3251.42

1000
800
600
flz oy 163.46 - 1.22
kulutus (fitraa/15 vuotta tay:tanyt)

0
0 2 7 6 8 10 12 14 16 18

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi 251,42, joten a-kohdan
mallin mukaan alkoholiperiisiin sairauksiin ja alkoholimyrkytykseen
kuolleiden miérd kasvaa litran kulutuksen kasvua kohti keskiméérin
251,42~ 251:114.

Vastaus: kasvaa 251:11a
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120.  Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

ABKT per asukas ($)
40000

30000
20000

10000
f(z)|= 111.41 - 1.04"

PR 5 r MG lukutaitoisten osuus (%)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 80 ja
x =90 kautta.

ABKT per asiukas ($)

14000

12000

10000

8000

6000

4000

0
fla) = 111.41-1.042

lukutaitoisten osuus (%}
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130 140 150

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi k£ = 149,42, joten yhden

prosenttiyksikon nousu lukutaitoisten osuudessa kasvattaa mallin mukaan

bruttokansantuotetta 149,42 $ =~ 149 §.

Vastaus: 149 dollarilla
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121.  a) Funktion flausekkeessa muutoskerroin on ¢ = 0,994, joten joka
minuutti isotoopin méaérastd on jiljelld 99,4 % edellisen minuutin
madrdsta. Isotooppia hajoaa siis minuutissa 100 % — 99,4 % = 0,6 %.

Vastaus: 0,6 %
b) Lasketaan funktion f{x) =2 - 0,994x arvot vilien péétepisteissa.
f0)=2-0,994"=2
£100)=2-0,994'" =1,095...
£(200) =2 - 0,994** = 0,600...

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus vililla [0, 100] on

1,095..-2 _
o= ==0,00904...

Aikavililld [0, 100] isotooppia hajoaa minuutissa keskiméérin
0,00904... pg =~ 0,0090 pg.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililla [100, 200] on
0,600...—1,095... _
200100 0,00495...

Aikavililld [100, 200] isotooppia hajoaa minuutissa keskiméérin
0,00495... ug = 0,0050 pg.

Vastaus: 0,0090 pg ja 0,0050 pg

¢) Isotoopin midra viahenee ajan kuluessa. Kun suuremmasta ja
pienemmaéstd grammamééristd hajoaa sama prosenttiosuus, niin
suuremmasta madrastd hajoaa grammoina mitattuna suurempi maara
isotooppia.
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SYVENNA YMMARRYSTA

122.  a) Valitaan muuttujaksi aika vuosina vuodesta 1990. Sovitetaan
aineistoon 1. asteen polynomifunktio.

Aabsoluuttisest! kéyhien osuus (%)

45

40
f(z) = —0.96  + 35.36

(33.6, 3)
0 vuo3ia vuodesta 1929
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Ohjelma antaa malliksi funktion f{x) = —0,96x + 35,36. Funktion
kuvaaja kulkee pisteen (33,6; 3) kautta, joten mallin mukaan
absoluuttisessa kdyhyydessé elédvien suhteellinen osuus olisi 3 %
vuonna 1990 + 33,6 = 2023,6 = 2024.

Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

fabsol uuttisesti kéyhien osuus (%)
g(z) = 40.06 - 0.95"

(51.11, 3)

0 vuosia vuodesta 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
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Ohjelma antaa malliksi funktion g(x) = 40,06 - 0,95%. Funktion kuvaaja
kulkee pisteen (51,11; 3) kautta, joten mallin mukaan absoluuttisessa
koyhyydessé eldvien suhteellinen osuus olisi 3 % vuonna 1990 + 51,11
=2041,11 = 2041.

Vastaus: fix) = —0,96x + 35,36, vuonna 2024 ja g(x) = 40,06 - 0,95%,
vuonna 2041.

b) Ensimmadisen asteen polynomisen mallin kuvaaja on suora, joten
kuvaajalle piirrettyjen sekanttien kulmakerroin on sama kuin suoran
kulmakerroin &£ = —0,96.

Ensimméisen asteen polynomisen mallin mukaan kdyhien osuus aleni
sekd aikavalilld 1990-2000 ettd aikavalilld 2010-2020 vuosittain
keskiméérin 0,96 prosenttiyksikolla.

Vuosina 1990 ja 2000 oli kulunut 0 ja 10 vuotta vuodesta 1990, joten
ajankohtia vastaavat muuttujan x arvot ovat x = 0 ja x = 10. Piirretdan
funktion g kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 0 ja x = 10
kautta, ja midritetddn ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

kabsoluuttisesti kéyhien osuus (%)
51 9(z) = 40.06 - 0.95"
40

35
30
25

20

0 vuosia vuodesta 19
0 5 10 15 20 2% 30 35 40 45 50 55 60
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Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi £ =—1,59, joten kdyhien
maird aleni eksponentiaalisen mallin mukaan ajanjaksolla 1990-2000
keskimédrin 1,59 prosenttiyksikolld vuodessa.

Vuosina 2010 ja 2020 oli kulunut 20 ja 30 vuotta aikaa vuodesta 1990,
joten ajankohtia vastaavat muuttujan x arvot ovat x = 20 ja x = 30.
Piirretddn funktion g kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 20 ja
x = 30 kautta, ja méiéritetdén ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

Aabsoluuttisesti koyhien osuus (%)
\i g(x) = 40.06 - 0.95
40

35
30
\

25

20

vuosia vuodesta 19
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45N\ _50 55 60

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi £ = —0,58, joten kdyhien
méérd aleni toisen asteen polynomisen mallin mukaan ajanjaksolla
2010-2020 keskiméérin 0,58 prosenttiyksikdlld vuodessa.

Vastaus: lineaarinen malli: 0,96 prosenttiyksikolld vuodessa ja 0,96
prosenttiyksikdlld vuodessa; eksponentiaalinen malli:
1,59 prosenttiyksikolld vuodessa ja 0,58 prosenttiyksikolld vuodessa
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123. a) Mallinnetaan keskildmpdtiloja polynomifunktioilla, joiden asteluvut
ovat 1-4 ja muuttujana on vuodesta 1895 kulunut aika vuosina.

*vuoden keskilamgétila
16°C

14°C

flz) =[0.0131968504 = + 11.6490063742

8°C
6°C
4°C
2°C
gic vuosia vuodesta 182;
-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

1. asteen polynomifunktion lauseke on flix) = 0,013197x + 11,649.

Avuoden keskilamgétila
16°C

g(211°%£10.0000475321 22 + 0.0072553363 2 + 11.7717976659

SHe

(9

ZHe)

2:C

0°C vilosia vuodesta 189@
-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

2. asteen polynomifunktion lauseke on
g(x) = 0,00004753x* + 0,007255x + 11,772.
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Avuoden keskilampétila

° ° e . |

h(19°C3 —0.0000000691 z° + 0.0000604887 =~ + 0.006610086 x + 11.7783847786

8°C

6°C

4°Cc

25C

0°C vuosia vuodesta 1895
0 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

3. asteen polynomifunktion lauseke on
h(x) = —0,0000000691x + 0,0000604887x* + 0,006610086x
+ 11,778385.

Avuoden keskilampatila

i(z) = 0.0000000889 z* — 0.0000222833 z* + 0.001840861 27~ 0.0423880443 = + 12.073636611

4°C

2°C

0°C vuosia vucdesta 18 %

-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

4. asteen polynomifunktion lauseke on
i(x) = 0,0000000889x* — 0,000022833x" + 0,0018409x"
—0,04238804x + 12,0736366.

Vastaus: fix) =0,013197x + 11,649;

g(x) = 0,00004753x* + 0,007255x + 11,772;

h(x) =—0,0000000691x° + 0,0000604887x* + 0,006610086x
+11,778385 ja

i(x) = 0,0000000889x" — 0,000022833x> + 0,0018409x"
—0,04238804x + 12,0736366
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b) Kolmannen asteen polynomifunktio ennustaa lampdtilojen lahtevin
pitkdlla aikavililld laskuun, vaikka nousuvaihe on kestényt koko
mittaushistorian ajan. Taémén vuoksi malli ei ole kovin uskottava.

Avuoden keskilampétila

SR
= 29000000691 2* + 0.0000604887 > + 0.006610086 == + 11.7783847786

2°C

0°C vuosia vuodesta 18g§
) -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800

Neljannen asteen polynomifunktio ennustaa lampdétilojen ldhtevén pian
tunnetun mittaushistorian jilkeen huomattavasti jyrkempdén nousuun
kuin tdhén asti on mitattu. Tdméan vuoksi malli ei ole kovin uskottava.

Uskottavimmat neljistd mallista ovat 1. ja 2. asteen polynomifunktio,
jotka molemmat ennustavat lampotilojen nousevan suurin piirtein
nykyiselld vauhdilla.

Tutkitaan 1. asteen polynomifunktion antamat ennusteet.

Funktion kuvaaja on suora, joten kuvaajalle piirretyn sekantin
kulmakerroin on sama kuin suoran kulmakerroin £ = 0,013197.
Lampétila nousee siis 1. asteen polynomimallin mukaan keskiméérin
0,013197°C = 0,013 °C vuosittain.

Etsitdéin ohjelman avulla funktion kuvaajan ja suoran y = 15
leikkauspiste.
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Avuoden keskilampotila

(253.9237413342, 15)

—2C o
° ° >

10°C
r) = Q131968504 = + 11.6490063742

6°C

4°C

2°C

0°c Vuosia vuodesta 1395
J -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Ohjelma antaa leikkauspisteeksi (253,923...; 15), joten 1. asteen
polynomisen mallin mukaan keskildmpétila ylittdd 15 °C vuonna
1895 +253,923... =2148,923... = 2149.

Tutkitaan 2. asteen polynomifunktion antamat ennusteet.
Vuonna 2020 vuodesta 1895 oli kulunut 2020 — 1895 = 125 vuotta ja
vuonna 2100 vuodesta 1895 on kulunut 2100 — 1895 = 205 vuotta.

Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee pisteiden x = 125 ja
x = 205 kautta, ja mééritetdén ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

Avuoden keskilampotila

= 0.0000475321 2° + 0.0072553363 x + 11.7717976659
8°C
6°C
4°C
22C
0°C vuosia vuodesta 1-3§§

-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
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Sekantin kulmakerroin on £ = 0,0229..., joten keskildmpoétila nousee
2. asteen polynomisen mallin mukaan ajanjaksolla 2020-2100
keskimaéarin 0,0229... °C = 0,023 °C vuosittain.

Etsitddn ohjelman avulla funktion kuvaajan ja suoran y = 15
leikkauspiste.

Avuoden keskilampétila
24°C

22°C

20°C

(195.2326455165, 15)

R L/ of X
°  “woo °
ey °°
g(x) = 0.0000475321 22 4+ 0.0072553363 z + 11.7717976659
8°C
6°C
4°C
23]
0°Cc vuosia vuodesta 1-Sg§

-40  -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Ohjelma antaa leikkauspisteeksi (195,232...; 15), joten 2. asteen
polynomisen mallin mukaan keskildmpétila ylittdd 15 °C vuonna
1895 + 195,232... =2090,232... = 2090.

Vastaus: 1. asteen polynomifunktio: 0,013 °C/vuosi, vuonna 2149;
2. asteen polynomifunktio: 0,023 °C/vuosi, vuonna 2090
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124. a) MAdritetddn appletin avulla sadon keskimdirdinen muutosnopeus
valilld [0, 10]. Muutosnopeus on kohtien x = 0 ja x = 10 kautta
piirretyn sekantin kulmakerroin.

RlA L O0 4N = 5

A kaalisato (t/ha)

@

lannoitetta (kg/ha)
40 50 60 70

Appletin avulla kulmakertoimeksi saadaan k£ = 0,75, joten sadon
keskimédridinen muutosnopeus vililld [0, 10] on 0,75 tonnia/kg.

Madritetddn vastaavalla tavalla sadon keskimédrdinen muutosnopeus

vililla [10, 20].
¥ A LD OON e B
A kaalisato (t/ha) (%)
70
65
|47
55
lannoitetta (kg/ha)
% 10 20 30 40 50 60 70

Appletin avulla kohtien x = 10 ja x = 20 kautta kulkevan sekantin
kulmakertoimeksi saadaan k& = 0,22, joten sadon keskimédrdinen
muutosnopeus valilld [10, 20] on 0,22 tonnia/kg.

Vastaus: 0,75 tonnia’/kg ja 0,22 tonnia’kg
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b) Funktion kuvaajan perusteella sadon suurin mahdollinen mééra
néyttiisi olevan 65,73 tonnia/ha =~ 66 tonnia/ha.

Gle 4 OO N A

A kaalisato (t/ha) s
70

(71.78, 65.73)

65

60

55

lannoitteen maara (kg/ha) -
0 10 20 30 40 50 60 70

50

Vastaus: n. 66 tonnia/ha

¢) Tavoitesato on 95 % maksimaalisesta sadosta, eli
0,95 - 65,73 tonnia/ha = 62,443... tonnia/ha.

Piirretdén suora y = 62,443... ja madritetdén appletin avulla suoran ja
funktion kuvaajan leikkauspiste.

D OO L N e 5

Akaalisato (t/ha) )
70

65
42, 62.44)

(59.04, 65.73)

lannoitetta (kg/ha)
10 20 30 40 50 60 70

Leikkauspisteen x-koordinaatti on 9,42, joten jotta tavoitesato
saataisiin, pitdisi lannoittaa 9,42 kg/ha = 9,4 kg/ha.

Vastaus: 9,4 kg/ha
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d) Tavoitesato on 97 % maksimaalisesta sadosta, eli

0,97 - 65,73 tonnia/ha = 63,758... tonnia/ha.

Piirretdén suora y = 63,758 ja méiritetdén appletin avulla suoran ja
funktion kuvaajan leikkauspiste.
R D] OO LN e D

Akaalisato (t/ha) >

lannoitetta (kg/ha)
10 20 30 4 50 60 70

Leikkauspisteen x-koordinaatti on 13,31, joten jotta tavoitesato
saataisiin, pitdisi lannoittaa 13,31 kg/ha = 13,3 kg/ha.

Vastaus: 13,3 kg/ha

Tuotto saadaan vahentamalld tuloista menot. Tulot saadaan kaalin
myynnistd. Kaalitonnin hinta on 550 €. Menot aiheutuvat
fosforilannoitteen méaaristi. Lannoitekilo maksaa 2 €.
Tarkastellaan ensin 95 %:n tavoitesatoa.

Tulot: 62,443... - 550 € =34 343,925 € ~ 34 343,93 €
Menot: 9,42 - 2 € =18,84 €

Tuotto on siis 34 343,93 € — 18,84 € = 34 325,09 €.
Tarkastellaan sitten 97 %:n tavoitesatoa.

Tulot: 63,758... - 550 € =35 066,955 € ~ 35 066,96 €
Menot: 13,31 -2€=26,62 €

Tuotto on siis 35 066,96 € — 26,62 € = 35 040,34 €.

Lannoitusméaran nostamisella saadaan
35 040,34 € — 34 325,09 € = 715,25 €:n tuotto.

Vastaus: 715,25 €
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125. a) Koska funktion f'keskimédardinen muutosnopeus on kaikilla véleilla 2,

niin funktion f'kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 2. Funktion f'
lauseke on siis muotoa f{x) = 2x + b.

Sijoitetaan funktion flausekkeeseen x =5 ja f{5) = —1. Ratkaistaan
vakiotermi b yhtélon avulla.

—-1=2-5+b

-1=10+b
b=-1-10
b=-11

Vastaus: fix) =2x—11
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b) Funktio f'on toisen asteen polynomifunktio, joten sen lauseke on
muotoa f{x) = ax* + bx + c.

Koska f{0) = —1, joten sijoitetaan funktion flausekkeeseen x =0 ja
f(0) =—1 ja muodostetaan yhtalo.
~1=a-0°+b-0+c
c=-1

Funktion flauseke on siis muotoa f{x) = ax* + bx —1.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililld [0, 2] on 1, joten
saadaan yht&lo
f(2)- 1)
T L2
f(2)-f(0)=2
(a-2°+b-2-1)—(a-0°+b-0-1)=2
4a+2b-1+1=2
4a+2b=2

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililld [2, 4] on 4, joten
saadaan yht&lo
ACRNAC))
Ty 42
J@-f(2)=8
(a-4+b-4-1)—(a-2°+b-2-1)=8
12a+2b-1+1=8

12a+2b=8
Muodostetaan edelld saaduista yhtdldistd yhtdlopari ja ratkaistaan
siitd a ja b.
4a+2b=2
12a+2b=8
a=3
4
-1
=73

Funktion flauseke on siis f(x)= %xz —%x -1.

Vastaus: f(x) =%x2 —%x—l.
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1.2 Hetkellinen muutosnopeus

126. a) Kuvasta ndhdéén, ettd kuvaajalle kohtaan x = 3 piirretyn tangentin
kulmakerroin on 2. Funktion f derivaatta kohdassa x =3 on siis 2.

Vastaus: 2

b) Kuvasta ndhdéén, ettd kuvaajalle kohtaan x = —1 piirretyn tangentin
kulmakerroin on —2. Funktion f derivaatta kohdassa x = —1 on siis —2.

Vastaus: —2

127. a) Kuvan perusteella pisteet (—1, —2) ja (0, 4) ovat funktion fkuvaajalle
kohtaan x = —1 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on

4—-(-2
ﬁ = % =0, joten funktion fderivaatta kohdassa x =—1 on 6.
Vastaus: 6

b) Kuvan perusteella pisteet (1, 0) ja (2, —2) ovat funktion f'kuvaajalle
kohtaan x = 1 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on
-2-0 =2 . . .
2—10 = T =-2, joten funktion f'derivaatta kohdassa x =1 on —2.

Vastaus: —2
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128.

129.

130.

a) Kuvan perusteella pisteet (100, 5) ja (120, 6) ovat funktion fkuvaajalle

kohtaan x = 55 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on siis
6-5 _ 1 _
120100 20 %%

joten funktion f derivaatta kohdassa x = 55 on 0,05.

Kuvan perusteella pisteet (40, 0) ja (60, 2) ovat funktion fkuvaajalle

kohtaan x = 105 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on siis
2-0 _2 g,

60-40 20 7

joten funktion f derivaatta kohdassa x = 105 on 0,1.

Vastaus: 0,05 ja 0,1

b) Tulokset tarkoittavat, ettd vuonna 1955 maailman vakiluvun

kasvunopeus oli 0,05 miljardia eli 50 miljoonaa vuodessa, ja vuonna
2005 kasvunopeus oli 0,1 miljardia eli 100 miljoonaa vuodessa.

Vastaus: Vuonna 1955 maailman vikiluvun kasvunopeus oli 50
miljoonaa vuodessa, ja vuonna 2005 kasvunopeus oli 100 miljoonaa
vuodessa.

Kuvaajalle kohtiin x = —2 ja x = 1 piirretyt tangentit ovat x-akselin
suuntaisia, joten niiden kulmakerroin on 0. Funktion fderivaatta on siis
molemmissa kohdissa 0.

Vastaus: 0 ja 0

a) Kuvaajan perusteella lampdétila laskee noin klo 0—6 ja 17-24 ja nousee

noin klo 6-17.

Vastaus: laskee n. klo 0-6 ja n. klo 17-24, nousee n. klo 617
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131.

b) Kuvan perusteella pisteet (7; 13,9) ja (17, 20) ovat funktion f

kuvaajalle kohtaan x = 7 piirretylld tangentilla.
20-13,9 6,1

17-7 10
joten funktion f derivaatta kohdassa x =7 on 0,61.

Tangentin kulmakerroin on k = =0,61,

Kuvan perusteella pisteet (18, 20) ja (21; 14,6) ovat funktion f
kuvaajalle kohtaan x = 21 piirretyllé tangentilla.

14,6-20 _ -5,4
21-18 3 L8,
joten funktion f derivaatta kohdassa x = 21 on —1,8.

Tangentin kulmakerroin on k =

Tulokset tarkoittavat, ettd klo 7.00 lampdétila nousi 0,61 °C/ h ja
klo 21.00 lampétila laski 1,8 °C/h.

Vastaus: 0,61 ja —1,8; klo 7.00 lampétila nousi 0,61 °C/h ja klo 21.00
lampétila laski 1,8 °C/h

Siirretdén tangentti kohtaan x = 2.

. ~
[ pituus (cm) / =/
180 /
160
140
120
10
1%
80
/j
20
ikd (vuotta)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Henkildn pituus 2-vuotiaana oli noin 88 cm.
Kohdassa x = 2 tangentin kulmakerroin on £ = 9,9 = 10. Henkilon
kasvunopeus 2-vuotiaana on noin 10 cm/vuosi.

Vastaus: 88 ¢cm, 10 cm/vuosi
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b) Ikdvuosien 10 ja 20 vililla henkild néyttiisi kasvavan nopeimmin noin
14-vuotiaana. Siirretdén tangentti kohtaan x = 14.

0

pituus (cm)

ik (vuotta)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Kohdassa x = 14 tangentin kulmakerroin on £ = 8,7 = 9. Henkilo
kasvoi nopeimmin noin 14-vuotiaana, jolloin kasvunopeus oli noin
9 cm/vuosi.

Vastaus: 14-vuotiaana, 9 cm/vuosi

132.  a) Piirretdin funktion g(x) =0,5x* —x—4 /=90 sk
kuvaaja sopivalla ohjelmalla. 4
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b) Piirretdén ohjelman avulla funktion g
kuvaajalle tangentit kohtiin x =1 ja
x=3.

¢) Madritetddn b-kohdassa piirrettyjen
tangenttien kulmakertoimet ohjelman
avulla.

Kohtaan x = 1 piirretyn tangentin
kulmakerroin on 0. Funktion /'
derivaatta kohdassa x = 1 on siis 0.

Kohtaan x = 3 piirretyn tangentin
kulmakerroin 2. Funktion f'derivaatta

kohdassa x = 3 on siis 2.

Vastaus: 0 ja 2

y = g(x)

-
=3 0 1 2 3 5
(1,9(3)
[ ]
(1,9(1)
-5
y = g(x) Shy
4
3
2
il
-
3 5
k=2
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VAHVISTA OSAAMISTA

133. a) Syke on korkeimmillaan noin 153 lydntid/minuutti.

DEYZE po)

syke (lyontid/min)

0

175
(196,68, 152.98)

TS0

1
125

100

Vastaus: n. 153 lyontid/min ”

. aika (s)

0 60 120 180 240 300

SR Sydttokentta... [©)

b) Aika sekunteinaon2min 10s=2-60s+10s=130s.

Syke nousee hetkelld 130 s Blo 4@ po]
noin 1,3 lyontid minuutissa. syke (ybntid/min) &

175
150
125

100

Vastaus: n. 1,3 lyontid/min "

aika (s)
/ 60 120 180 240 300

Sybttokentta (©)

¢) Aika sekunteinaon3 min30s=3-60s+30s=210s.

Syke alenee hetkelld 210 s EVIAES S
noin 1,1 lydntid minuutissa. syke (yontia/min) @)
150 2!910]]144.8!)

125

100

Vastaus: n. 1,1 lyontid/min ™

60 120 180 240 300 N

Sybttokentt... ®
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134.

135.

a) Kuvaaja nousee kohdassa A jyrkemmin kuin kohdassa B, joten Hilla
kulkee nopeammin hetkelld A.

Vastaus: ajanhetkelld A

b) Juuri ennen hetked C kuvaaja nousee eli Hilla liikkuu. Hetken C
jéilkeen kuvaaja on x-akselin suuntainen, joten Hilla ei liiku. Hetkelld C
Hilla siis pyséhtyy.
Vastaus: Hilla pysihtyy.

¢) Hetkestd C hetkeen D kuvaaja on aika-akselin suuntainen, eli kuljettu
matka ei muutu. Hilla on siis tuon ajan paikallaan.

Vastaus: Hilla ei liiku.

Piirretiin funktion g(x) = x* — 2x” kuvaaja ja sille tangentit kohtiin x = 5 ja
x=-3.
I 5.15)) |

400

= x4 - 23 300
\(-3, f(-3) 2°

T

-100

-200

-300

-400

Kohtaan x = 5 piirretyn tangentin kulmakerroin on 350, joten funktion f
derivaatta kohdassa x = 5 on 350.

Kohtaan x = —3 piirretyn tangentin kulmakerroin on —162, joten funktion f'
derivaatta kohdassa x = —3 on —162.

Vastaus: 350 ja—162
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136. a) Kuvan perusteella pisteet (0, 6) ja (1, 0) ovat funktion f kuvaajalle
kohtaan x = 0 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on

k= (I)T_(? =—6, joten funktion fderivaatta kohdassa x = 0 on —6.
Vastaus: —6

b) Kuvan perusteella kohtiin x = —2 ja x = 3 piirretyt tangentit ovat x-
akselin suuntaisia, joten niiden kulmakerroin on 0. Siis funktion f
derivaatta on 0 kohdissa x = -2 jax = 3.

Vastaus: x=—2jax=3
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137. a) Siirretddn tangentti kohtaan x = 200.

A korkeus (km) s
200
150
100 (200, 85
k =~ 0.62
50
aika (s)
0 -
100 200 300 400 500 600 700
@

Funktion derivaatta kohdassa x = 200 on tangentin kulmakerroin
k=0,62.

Siirretéén tangentti kohtaan x = 500.

)

A korkeus (km)

(500, 185)

k =~ 0.06

100

50

aika (s)
100 200 300 400 500 600 70

Funktion derivaatta kohdassa x = 500 on tangentin kulmakerroin
k= 0,06.

Vastaus: n. 0,62 jan. 0,06
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b) Funktion fderivaatta on suurin siind kohdassa, johon piirretyn
tangentin kulmakerroin on suurin. Appletin mukaan tangentin

kulmakerroin on suurin, kun tangentti on piirretty kuvaajan pisteeseen,
jonka x-koordinaatti on vélill4 [211, 221].

200

150

100

korkeus (km)

(221,98

&)

aika (s)

100 200 300

‘@

400

500

600

700

Funktion f derivaatta on pienin siind kohdassa, johon piirretyn

200

150

100

korkeus (km)

(211,92

k=~ 0.63

aika (s)

Q

100

200

300

400

500

tangentin kulmakerroin on pienin. Appletin mukaan tangentin
kulmakerroin on pienin, kun tangentti on piirretty kuvaajan pisteeseen,

jonka x-koordinaatti on suurempi kuin 687.

200

A korkeus (km)

@

(700, 189)

150

100

aika (s) _

100 200

300

400

500

600

700

600

700

Vastaus: suurin aikavalilld 211 s—221 s, pienin, kun aikaa on kulunut
yli 687 s
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¢) Derivaatta ndyttidd ajan kuluessa ldhestyvén arvoa 0.
Vastaus: ldhestyy nollaa

d) Kohdan a tulos tarkoittaa, ettd ajanhetkelld 200 s raketti etdantyy
maasta 0,62 km sekunnissa ja ajanhetkelld 500 s 0,06 km sekunnissa.

Kohdan b tulos tarkoittaa, ettd raketin korkeus maanpinnasta kasvaa
nopeimmin aikavélilld 211 s—220 s ja hitaimmin, kun aikaa on kulunut
yli 687 s.

Kohdan ¢ mukaan raketti ei endé etddnny maanpinnasta.

Vastaus: a-kohta: Ajanhetkelld 200 s raketti etdéntyy maasta 0,62 km
sekunnissa ja ajanhetkelld 500 s 0,06 km sekunnissa. b-kohta: Raketin
etiisyys maanpinnasta kasvaa nopeimmin aikavélilld 211 s—221 s ja
hitaimmin, kun aikaa on kulunut yli 687 s. c-kohta: Raketti ei endé
etddnny maanpinnasta.

138. a) Nopeuden kasvu on suurin kohdassa, johon piirretyn tangentin
kulmakerroin on suurin. Appletin mukaan tdmé kohta on x =~ 161.

0

nopeus (m/s)

8000

6000

4000

2000

aika (s)

0 800 1000
Lihde : NASA (2017)
‘@

Nopeuden kasvu on suurin ajanhetkelld noin 161 s.

Vastaus: n. 161 s
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b) Nopeuden kasvu on pienin kohdassa, johon piirretyn tangentin
kulmakerroin on pienin. Appletin mukaan pienin kulmakerroin on
tangenteilla ajanhetken x = 549 jilkeen.

O

] nopeus (m/s)

8000
(549, 6416
6000

4000

2000

iki
. aika (S)V

0 200 400 600 800 1000

Nopeuden kasvu on pienin ajanhetkestd 549 s eteenpdin.

Vastaus: ajanhetkestd 549 s eteenpdin
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¢) Ajanhetkind x = 161 ja x = 548 kuvaajassa on terdvat kérjet. Ndihin
voidaan piirtdd useita tangentteja, joten derivaattaa ei voi maarittaa
ajanhetkind x = 161 ja x = 548.

~
nopeus (m/s) =~/

8000
6000
4000

(161, 2365
2000

0 aika (s)
0 200 400 600 800 1000
‘@
—~

lnopeus(m/s) =/

8000
(548,6410
6000
4000
2000
0 aika (s)
0 200 400 600 800 1000 o
‘@

Vastaus: Derivaattaa ei ole ajanhetkilld 161 s ja 548 s.
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139. a) Koska kesékuun alusta syyskuun loppuun on 30 + 31 + 31 + 30 =122
paivad, malli on jarkeva vililld 0 < x < 1220. Piirretdén funktion

g(x)=250-2%, jossa 0< x <122, ja piirretéin kuvaajalle tangentit
kohtiin x = 30 ja x = 90.

Asairastuneita y =51.357x - 2473.

3000
2500
2000
1500
1 006

(30, g(30))
500 ®

ailca (d)

0 b
0 20 4V 60 80 100

Kohtaan x = 30 piirretyn tangentin kulmakerroin on 12,24, joten
funktion g derivaatta kohdassa x = 30 on 12,24,

Kohtaan x = 90 piirretyn tangentin kulmakerroin on 51,357, joten
funktion g derivaatta kohdassa x = 90 on 51,357.

Tulokset tarkoittavat, ettd 30 vuorokauden kohdalla tartunnan
saaneiden maird kasvoi 12,24 =~ 12 henkil6lla vuorokaudessa ja 90

vuorokauden kohdalla 51,357 = 51 henkil6lld vuorokaudessa.

Vastaus: 12 ja 51, tartunnan saaneiden méaéra kasvoi 12 henkil6ll4 ja
51 henkilolla paivéssa

b) Kuvaaja on jyrkin tutkittavan ajanjakson lopussa eli hetkelld x = 122.
Tama vastaa syyskuun loppua.

Vastaus: syyskuun lopussa
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140.  a) Piirretddn funktion f{x) = —2x + 3 kuvaaja sopivalla ohjelmalla.
Piirretddn kuvaajalle tangentit kohtiin x=—1,x=0jax=1.
Madritetdén tangenttien kulmakertoimet ohjelman avulla.

Tangenttien kulmakertoimet ovat —2, joten funktion f derivaatta
kohdissax=—-1,x=0jax=1on 2.

Vastaus: —2, —2 ja —2

b) Kohdan a mukaan suoralle piirretty tangentti on suora itse, joten
tangentin kulmakerroin on sama kuin suoran kulmakerroin.

Funktion g(x) = kx + b kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on £.
Funktiolle mihin tahansa kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin on &

ja funktion f derivaatta jokaisessa kohdassa on siis 4.

Vastaus: k&
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141. Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

Apaksuus(cm)

500

f(x) = 2.86242 - 1.00049"

300

200

ika(\‘uotti

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000

Eksponentiaaliseksi malliksi saadaan f{x) = 2,86242 - 1,00049x.

Lampi on 10 000 vuotta vanha, joten 2000 vuotta sitten sen ik oli
10 000 — 2000 = 8000 vuotta.

Piirretdén funktion kuvaajalle tangentti kohtaan x = 8000 ja mééritetdén
tangentin kulmakerroin.

m)

600

400
f(x) = 2.86242 - 1.00049"

200 k =0.07121

100

ikd(vuottg

0 1000 2000 3000 4000 SVOOO 7000 8000 9000 10000 11000 12000

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan k£ = 0,07121.
Pohjasedimentin paksuus kasvoi siis 2000 vuotta sitten nopeudella
0,07121 cm = 0,7121 mm = 0,7 mm vuodessa.

Vastaus: fix) =2,86242 - 1,00049", 0,7 mm:n vuosinopeudella
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142.  Eksponentiaalisen mallin alkuperéinen arvo on 39 ja muutoskerroin
100 % — 1,5 % = 98,5 % = 0,985.
Malli on siis f{x) =39 - 0,985".

a) Piirretddn funktion f'kuvaaja ja piirretddn kuvaajalle sekantti niiden

pisteiden kautta, joiden x-koordinaatit ovat 0 ja 60.
“myrkyn maird (kg)

| wn
30 \ y = —0.3875x + 39

.

20 f(z) =39-0.985" ~—_(60, /(60))
—
10
aika (vrk) -
[ 10 20 30 40 50 @ o

Sekantin kulmakerroin on noin —0,39, joten jarvessi olevan myrkyn
méérd vihenee ensimmaéisen 60 pédivén aikana keskiméirin noin
0,39 kg =390 g vuorokaudessa.

Vastaus: 390 g/vrk

b) Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 30.
Amyrkyn miird (kg)

R
\\,/'(.r) = 39-0.985"

30, £(30))

20

y=—03746x + 36,0196 S
—

aika (vrk) .
0 10 20 30 40 50 60 70 o

Tangentin kulmakerroin on noin —0,37, joten 30 vuorokauden kuluttua

onnettomuudesta myrkyn mééra vahenee noin 0,37 kg =370 g
vuorokaudessa.

Vastaus: 370 g/vrk



Huippu 8 ¢ Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhtio Otava ¢ paivitetty 21.12.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

143.

a) Kaupungin A vékiluku kasvaa vuodessa 1,2 %, joten vikiluku tulee
1,012-kertaiseksi vuosittain.
Kaupungin B vékiluku vidhenee vuodessa 2,9 %, joten vékiluku tulee
0,971-kertaiseksi vuosittain.

Kaupungin A vékilukua kuvaa lauseke 50 000 - 1,012 ja kaupungin B
vakilukua 60 000 - 0,971%. Muodostetaan funktio kaupunkien
yhteenlasketulle vékiluvulle.

flx)=150000 - 1,012 + 60 000 - 0,971*

Piirretdédn funktion kuvaaja sopivalla ohjelmalla. Piirretdén kuvaajalle
tangentti kohtaan x = 5 ja méadritetddn tangentin kulmakerroin.

y (asukasta)
120000

(5,104863.047) ¢ = 50000 - 1.012" + 60000 - 0.971"

100000 —t— —

k = —891.04
80000

60000

40000

20000

X (Vuotta)
0 5 10 15 20 25] 30 35

Tangentin kulmakerroin on £ = —891,04, joten kaupunkien
yhteenlaskettu vékiluku vdhenee noin 890 asukasta vuodessa.

Vastaus: 890 asukasta/vuosi
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b) Mairitetdén ohjelman funktion analysointi -toiminnolla kohta, jossa
vikiluku on alhaisimmillaan.

y (asukasta) ® 0 Funktion analysointi Ll
2y f(x) = 50000 (1.012A%) + 60000 0.971... @ 2
y = 50000 - 1.0127 + 60000 - 0.971" ‘ (Vo
100000 —
o] Arvo
T Min (26.2434 , 96095.8672)
80000 Max (0, 110000)
‘ Nollakohta Ei juuria
60000
Integraali 3973567.5319
PintaAla 3973567.5319
40000 Keskiarvo 99339.1883
Pituus 16870.9698
20000
X (vuotta) ‘ 0 =xs 40
° 5 015 0 B 30 3 A — |

Vikiluku on alhaisimmillaan 26,243... vuoden kuluttua, joten
kaupunkien yhteenlaskettu vikiluku vihenee noin 26 vuoden ajan.

Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 0 ja
x = 26,243 kautta ja médritetdan sekantin kulmakerroin.

A y (asukasta)
120000

k‘ (0,110000) A s _
y = 50000 - 1.012" 4+ 60000 - 0.971°

100000

k = —529.823 (26.243,96095.867)

80000

60000

40000

20000

X (vuotta)
0 5 10 i155] 20 25 30 35

»

Sekantin kulmakerroin on k£ = —529,82, joten kaupunkien
yhteenlaskettu vikiluku vihenee keskimédirin noin 530 asukasta
vuodessa.

Vastaus: 26 vuoden ajan, 530 asukasta/vuosi
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144. a)

Aikax(s) | O | 2,89 | 464 | 631 | 792 | 9,58
Matkay(m)| 0 | 20 | 40 | 60 | 80 | 100

Lasketaan koko matkan keskinopeus. Muutetaan metrit kilometreiksi
jakamalla 100:1la ja sekunnit tunneiksi jakamalla 3600:11a.

100m _ 0,1km _ ~
TN ~37,578..km/h ~37,6 km/h

3600

Vastaus: 37,6 km/h

b)

Aika x (s) 0 2,89 | 4,64 | 6,31 | 7,92 | 9,58

Matkay(m)| 0 | 20 | 40 | 60 | 80 | 100

Lasketaan keskinopeudet eri vdlimatkoilla.

20m-0m_ 20m _ 0,02 km _ .

2,895-0s 2,89s 2,8 . =24,913.. km/h ~ 24,9 km/h
3600

40m-20m _20m _0,02km _ .
46hs—2895 1755 175 | = 41,142..km/h ~ 41,4 km/h

3600

60m—-40m _20m _0,02km _ _
631s—464s 1,67s 1,67 . =43,113..km/h ~ 43,1 km/h

3600
80m-60m _ 20m _ 0,02 km _ -
7925-631s 16ls L6l =44,720..Ja/h ~ 44,7 kan/h
3600
100m-80m _ 20m _ 0,02 km _ -
05857925 1.665 166 N =43,373..km/h = 43,4 km/h
3600
Havaitaan, ettd vdlimatkalla 60 m — 80 m Boltin keskinopeus on suurin
44,7 km/h. Koska kaikilla muilla osavéleilld keskinopeus on pienempi,
ei keskinopeus voi olla titd suurempi millddn pidemmalldkaan
vilimatkalla.

Vastaus: vilimatkalla 60 m — 80 m, 44,7 km/h
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¢) Sovitetaan aineistoon 5. asteen polynomifunktio.

120

ly(m)
f(x) = —0.0023 x* + 0.0667 x* — 0.7456 x° + 4.2246 x> — 0.5091 x

Funktion lauseke on
fix) =—0,0023x° + 0,0667x" — 0,7456x° + 4,2246x* — 0,509 1.x.

Madritetdédn funktiolle kohtiin x = 1 ja x = 7 piirrettyjen tangenttien
kulmakertoimet.

20

ly(m)

f(x) = —0.0023 x° + 0.0667 x* — 0.7456 x° + 4.2246 x* — 0.5091

=0 XT(
/'0'/2 B

Funktion derivaatta kohdassa x = 1 on 5,958... = 5,96 ja kohdassa
x=7o0n12,416...~12,42.

Kohdan derivaattojen erotus on
12,416... —5,958... = 6,457... = 6,46.

Boltin juoksunopeus kasvoi aikavililla 1 s - 7 s yhteensé 6,46 m/s =
23,3 km/h.

Vastaus: f{x) = —0,0023x’ + 0,0667x* — 0,7456x" + 4,2246x* — 0,509 1x.
Derivaatat ovat 5,96 ja 12,42 ja derivaattojen erotus 6,46.
Juoksunopeus kasvoi vililld [1 s, 7 s] yhteensd 6,46 m/s = 23,3 km/h.
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SYVENNA YMMARRYSTA

145.  a) Sovitetaan aineistoon muotoa f{x) = a Lz oleva funktio.
X

A

siteilyteho (W/m2)
250

200
1366, 406
Y=

22

150

100

50

etiisyys (AU)
Ohjelma antaa funktioksi f{x) = M
X
Vastaus: f{x) = M
X

b) Piirretddn funktion fkuvaajalle sekantti niiden pisteiden kautta, joiden

x-koordinaatit ovat 0,5 ja 1,5.
Asdeeilyteho (W/m?)

6250 1366, 406

2

o A
(0.5,5465.623)

5000

3750
y = —4858.332x 4 7894.789

2500

1250
(1.5,607.291)

Sekantin kulmakerroin on —4858,332, joten siteilyteho vihenee
keskimiirin 4858,332 W/m? = 4900 W/m? yhden AU:n etdisyytti
kohti.

Vastaus: 4900 W/m? yhden AU:n etiisyytti kohti
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¢) Piirretddn funktion f'kuvaajalle tangentti kohtaan x = 1.

niiiteilyliho (W/m?)
1366, 406
Y=—5 -
000 \\
3750

ar
y\: —2732.812x + 4099.217

2500

(1,1366.406)
1250

disyys (AU

0 0.5 1 1)\\ 2 2.5 3
Tangentin kulmakerroin on —2732,812, joten funktion f'derivaatta
kohdassa x = 1 on —2732,812. Séteilyn voimakkuus vidhenee siis Maan
kohdalla 2732,812 = 2700 W/m? yhden AU:n etiisyytti kohti.

Vastaus: 2700 W/m? yhden AU:n etiisyytti kohti

146. Sovitetaan aineistoon logaritminen funktio.

Akansanedustajia

350
300
250
200
150
100

50

9 vakiluku (miljoona i!

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

flz) = 88.05+ 75.66 In (z)

Ohjelma antaa funktioksi f{x) = 88,05 + 75,66 In x.
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Piirretdén kéyrélle sekantti, joka kulkee kohtien x = 5 ja x = 10 kautta, ja
maédritetddn sekantin kulmakerroin.

Akansanedustajia

350

300

250 (10, 262.25)

100

50

o vékiluku (miljoonag)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekantin kulmakerroin on 10,49, joten kansanedustajien méari kasvaa
noin 10 kansanedustajalla miljoonan asukkaan kasvua kohti.

Piirretddn kayrille tangentti kohtaan x = 5, ja mééritetddn tangentin
kulmakerroin.

Akansanedustajia

350 °
300
250
200
150
100

50

9 vékiluku (miljoonag)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

flz) = 88.05+ 75.66 In(x)

Tangentin kulmakerroin on 15,13, joten kansanedustajien méaéran
kasvunopeus on noin 15 kansanedustajaa/miljoonaa asukasta.

Vastaus: f{x) = 88,05 + 75,66 In x, 10 kansanedustajaa, 15
kansanedustajaa miljoonaa asukasta kohti
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147.  Koska derivaatta on negatiivinen kohdassa x = 50 (km/h), funktion
kuvaajalle piirretty tangentti on laskeva suora. Hahmotellaan tilannetta
kuvan avulla.

Akulutus(l/100, km)

o nopus(km/b).

[ 10 20 30 40 50 60 70 Xo'

a) Funktion f'derivaatta kohdassa x = 50 on negatiivinen, eli kuvaajalle
kohtaan x = 50 piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen.
Lyhyelld matkalla funktion kuvaaja kulkee likimain tangenttia pitkin.
Koska tangentti on laskeva suora, niin suoran pisteen x-koordinaatin
kasvaessa y-koordinaatti pienenee. Autoilijan kasvattaessa nopeutta
hieman x-koordinaatti kasvaa, joten polttoaineen kulutus alenee.

Vastaus: vihenee

b) Funktion f derivaatta kohdassa x = 50 on negatiivinen, eli kuvaajalle
kohtaan x = 50 piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen.
Lyhyelld matkalla funktion kuvaaja kulkee likimain tangenttia pitkin.
Koska tangentti on laskeva suora, niin suoran pisteen x-koordinaatin
pienetessd y-koordinaatti kasvaa. Autoilijan alentaessa nopeutta
hieman x-koordinaatti pienenee, joten polttoaineen kulutus kasvaa.

Vastaus: kasvaa
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148.

a) Funktio filmaisee kahvikupillisesta saadun myyntivoiton, kun

muuttujana on kahvikupillisen hinta x euroina. Funktion derivaatta
kuvaa kahvikupillisesta saadun myyntivoiton muutosta.

Kun x = 3, on kahvikupillisen hinta 3 €. Myyntivoitto saadaan, kun
myyntituloista vihennetdin menot. Menot yhti kahvikupillista kohden
eivdt muutu hinnan noustessa, joten mitd suuremmaksi kahvikupin
myyntihinta kasvaa, sitd enemméan myyntivoittoa yhdesta
kahvikupillisesta saadaan.

Funktion derivaatta kohdassa x = 3 on siis positiivinen.

Vastaus: positiivinen

b) Funktio filmaisee kahvilassa myytyjen kahvikupillisten méarad, kun

muuttujana on kahvikupillisen hinta x euroina. Funktion derivaatta
kuvaa myytyjen kahvikupillisten madéran muutosta.

Kun x = 3, kahvikupillisen hinta on 3 €. Yleens tuotteen hinnan
noustessa tuotetta myydaian vihemmaén kuin ennen. Myyntiméaéré siis
vihenee tuotteen hinnan noustessa.

Funktion derivaatta kohdassa x = 3 on siis negatiivinen.

Vastaus: negatiivinen
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149.

Koska valaistusvoimakkuus y on kdintéen verrannollinen etdisyyden x

nelidon, voidaan merkitd y = Lz, jossa k on vakio.
X

Ratkaistaan vakio & sekd lampulle A ettd lampulle B.

Lamppu A:
Koska valaistusvoimakkuus on 100 Ix, kun etéisyys lampusta on 1 m,

saadaan yhtdlo 100 = 1%, josta vakioksi & saadaan & = 100. Siis lampulle

100

A on voimassa y ==, jossa x on etdisyys lampusta A.
X

Lamppu B:
Koska valaistusvoimakkuus on 200 lx, kun etéisyys lampusta on 1 m,

saadaan yhtdlo 200 = 1%’ josta vakioksi k saadaan & = 200. Siis lampulle

B on voimassa y = &20, jossa x on etdisyys lampusta B.
X

Merkitéén kirjaimella x etdisyyttd metreind lampusta A. Lamput ovat
10 metrin etdisyydelld toisistaan, joten etdisyys metreind lampusta B
merkitdédn silloin 10 — x.

Lampun A aiheuttama valaistusvoimakkuus noudattaa lauseketta y = @
X
; _ 200 . .
ja lampun B lauseketta y = m Lamppujen yhteinen
- X
valaistusvoimakkuus noudattaa siis funktiota f(x)= @ + —(l 0200 7
X —-X

jossa x on etdisyys lampusta A.
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a) Piirretdédn funktion f'kuvaaja vilille [0, 10] ja sille tangentti kohtaan
x = 2. Médritetdéin tangentin kulmakerroin.

Avalaisthisvoimakkuus(Ix)

etdisyys(ng

1 ) 1 2 3\ 4 s 6 7 8 9 10

Kulmakerroin on £ =—24,219, joten valaistusvoimakkuus pienenee
kahden metrin etdisyydelld lampusta A nopeudella 24,2 1x/m.

Vastaus: 24,2 Ix/m

b) Méiritetddn funktion analysointi -toiminnolla kohta, jossa
valaistusvoimakkuus on pienin.

Avalaisthisvoimakkuus(lx)
f(x) = Jos[0 < x < 10, 100... (@] (&)
i0 Pisteet
Ominaisuus Arvo
Min (4.4249, 11.5...
60 Max (7,24.263)
Nollakohta lEi juuria
40 Integraali v77.381
PintaAla 77.381
Keskiarvo 15.4762
Pituus 30.3056
20
2 =x=7
0 etdisyvs(m)
1 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Valaistusvoimakkuuden pienin arvo on kohdassa x = 4,424... .
Etiisyys lampusta B on télloin 10 m —4,424... m =5,575... m.

Henkilo padsee noin 5,6 metrin padhin lampusta B.

Vastaus: 5,6 m:n padhin



