Huippu 4 e Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 25.3.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

1 MATEMAATTINEN
MALLINTAMINEN

1.1 Mallin tulkintaa
ALOITA PERUSTEISTA

101. a) Appletin mukaan kello 9.00 lukiolaisista opiskelee noin 98 %.

k% =,
100 (9,97.65)

kello
] 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

>

kello : 9.00

lukiolaisista opiskelee : 98 %
Vastaus: 98 %

b) Appletin mukaan ennen kello 8:aa, kello 10.40-11.50 ja kello 14
jalkeen alle 60 % lukiolaisista opiskelee.

Vastaus: ennen kello 8, kello 10.40-11.50 ja kello 14 jalkeen

c) Kello 10.30-12.00 opiskeluaktiivisuus laskee hetkellisesti, koska osa
opiskelijoista on lounaalla.

Vastaus: ruokailun vuoksi.
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102.

d)

a)

b)

Kuvaaja loppuu kello 17:44n, joten kotitehtdviin kéytettya aikaa ei
voida arvioida mallin perusteella.

Vastaus: ei voida

Koska lukuvélin paatepisteiden kohdalla olevat ympyrat on véritetty,
kuuluvat seka 2 etta 5 lukuvalille. Lukuvélille kuuluvat kaikki pisteet,
jotka ovat suurempia tai yhté suuria kuin 2 mutta pienempia tai yhta
suuria kuin 5, eli epayhtdlomerkintdnd 2 <x <5 ja
hakasulkumerkintana [2, 5].

Vastaus: 2 <X <5,[2, 5]

Koska 2 on varitetty, lukuvélille kuuluvat kaikki luvut, jotka ovat
suurempia tai yhté suuria kuin 2 eli epayhtalomerkintand x > 2 ja
hakasulkumerkinténa [2, oof.

Vastaus: x > 2, [2, oof

Koska 4 ei ole varitetty, kuuluu lukuvalille kaikki luvut, jotka ovat
pienempia kuin 4, eli epayhtalomerkintand x < 4 ja

hakasulkumerkintéana ]—oo, 4][.

Vastaus: x < 4, ]—o, 4]

d) Koska —1 on vadritetty ja 3 ei ole, —1 kuuluu valille, mutta 3 ei kuulu.

Lukuvalille kuuluvat kaikki pisteet, jotka ovat suurempia tai yhta
suuria kuin —1 mutta pienempid kuin 3 eli epdyhtaldmerkintana
—1 <x < 3 ja hakasulkumerkintina [—1, 3][.

Vastaus: —1 <x<3,[-1, 3]
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103.

104.

a) Massa x voi saada vain ei—negatiivisia arvoja eli x > 0.
Vastaus: X >0

b) Aika x alkaa nollasta ja paattyy neljaan tuntiin eli 0 <x <4.
Vastaus: 0 <x <4

c) Lampotila x alkaa O asteesta ja paattyy 35 asteeseen eli 0 < x < 35.
Vastaus: 0 <x <35

Piirretadn funktion kuvaajat ohjelmalla.

a) f{x)=3x+25

by y=3x+25
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c) h(x)=—x2+4,0<x<2

by y=>x+4

4

3

2

1

0 -
1 0 1 2 3

105.  Piirretdan funktion f(x) = 0,06x® — 0,5x2 + 1,25x kuvaaja ohjelmalla.
Y
y = 0,062 — 0, 52° + 1,25z

a) Maéritetddn ohjelmalla funktion arvo, kun muuttujan x arvo on 3.
fx):=3/50x3-1/2x*+5/4x

® | = f(x):= 0.06x> —0.5x>4+1.25x

) | f3)
~ 0.87

Funktion arvoksi saadaan f(3) ~ 0,87.

Vastaus: f(3) ~ 0,87
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b) Mééritetdan ohjelmalla, milld& muuttujan x arvolla funktion arvo on 4
yhtélosta f(x) = 4.

3 | fo=4

RatkaiseNumeerisesti: {x = 6.70919}

Funktion arvo on 4 muuttujan arvolla x = 6,709... ~ 6,71.
Vastaus: X = 6,71
106. a) f(45) =1,349 - 45 =60,705.
Tulos tarkoittaa sitd, etta taysi 45 litran tankillinen polttoainetta
maksaa 60,705 € = 60,71 €.
Vastaus: f(45) = 60,71. 45 litraa polttoainetta maksaa 60,71 €
b)
f(x)=42
1,349x =42 [ :1,349
x=31134...
X =31

Tulos tarkoittaa sitd, ettd Samuel tankkasi 31 litraa bensiinia.

Vastaus: x = 31. Samuel tankkasi 31 litraa bensiinia
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107. a) Kuvaajasta ndhdaan, ettd f(0) ~ 800. Tulos tarkoittaa sitd, ettd testin
alkuhetkelld bakteereja oli 800.

Vastaus: f(0) ~ 800. Alkuhetkella oli 800 bakteeria.

b) Kuvaajasta ndhdaén, etta f(t) = 0, kun t = 7,1. Tulos tarkoittaa sit4, ettd
hieman yli 7 minuutin kuluttua testin alkuhetkesté kaikki bakteerit

olivat kuolleet.

Vastaus: t =~ 7,1. Hieman yli 7 minuutin kuluttua kaikki bakteerit ovat

kuolleet.
c) Malli on kayttokelpoinen, kun koe on aloitettu, mutta bakteereja on

vield jljell4, eli valilla [0, 7].

Vastaus: aikavalilla [0, 7]

VAHVISTA OSAAMISTA

108. a) Appletin mukaan lampdtila oli korkeimmillaan klo 12.45 — 14.30,
jolloin se oli 0,2°C.

—~

’.lampétlla (c*) -t
aika (h)

2 4 6 8 o 12 14

2
o
2

-4
&
8

kello 13.30 lampétila 0.2°
o

Vastaus: 0,2 °C, klo 12.45-14.30
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b) Appletin mukaan vuorokauden matalin lampétila oli —16,3 °C kello
24.00.

P

rlampétlla (C) )
aika (h)

4 6

kello 24.00 lampaétila — 16.3°

| | i | |
L A L A L | | |
a @ R @ o b [

Vastaus: —16,3 °C, klo 24.00

c) Lampdtila oli alle 0 °C kello 0:n ja 11.45:n valill4 sekéd kello 15:n
jalkeen.

Vastaus: klo 0.00-11.45 ja klo 15.00-24.00.

d) Lampodtila laski kello 0.00 ja klo 4.30 valilla, nousi klo 4.30 ja klo
13.30 valilla ja laski kello 13.30 ja klo 24.00 valilla.

Vastaus: laski klo 0.00-4.30 ja klo 13.30-24.00, nousi
klo 4.30-13.30
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109. a) Sanayhdistelmén ”Elvis Presley” esiintymistiheys oli suurin vuonna
2000 ja sanayhdistelmén ”The Rolling Stones” vuonna 2002.

Vastaus: 2000 ja 2002

b) The Rolling Stones mainittiin useammin kuin Elvis Presley aikavalilla
1971-1973 ja vuonna 2011

Vastaus: 1971-1973 ja 2011

¢) Vuonna 2010 molempien sanayhdistelmien esiintymistiheydet olivat
véhenemassa.

Vastaus: vahenivét

110. a) Lukua —3 suuremmat ja lukua 1 pienemmat reaaliluvut merkitaan
epayhtalond —3 < x < 1 ja hakasulkumerkintana ]—-3, 1[. Lukusuoralle
piirrettdessa valin paatepisteissd olevat ympyrat jatetdan varittamatta,
koska —3 ja 1 eivat kuulu lukuvélille.

gf

3 b
Vastaus:

£C

S
-3<x<1ljal]-3 1
b) Negatiiviset reaaliluvut merkitd&n epayhtalénd x < 0,
hakasulkumerkinténé J—oo, O[. Lukusuoralle piirrettdessa luvun 0

kohdalla oleva ympyra jatetddn varittdmatta, koska 0 ei kuulu
lukuvélille.

S R4
0

Vastaus:

w.

o Q

x<0ja]-eo, 0f
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c)

d)

Ei-negatiiviset reaaliluvut ovat suurempia tai yhta suuria kuin 0. Ne
merkitéan epayhtalona x > 0, hakasulkumerkinténa [0, oof.
Lukusuoralle piirrettdessa luvun 0 kohdalla oleva ympyré véritetaan,
koska 0 kuuluu lukuvélille.

* &£
0

Vastaus:
o 2
0

x>0 jal0, o]

Luku 4 ja sitd suuremmat reaaliluvut, jotka ovat korkeintaan 7,
tarkoittaa lukujen 4 ja 7 valissa olevia reaalilukuja ja lisaksi lukuja 4 ja
7. Ne merkitadn epayhtdlond 4 < x <7, hakasulkumerkinténa [4, 7] ja
lukusuoralle piirrettyna

< T —
4 7

Vastaus:

°® o—at
4 7

4<x<7ja[4,7]
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111.  a) Lukuvéli merkitdan epayhtélona 2 < x < 3 ja hakasulkumerkinténa
]2, 3[. Lukusuoralle piirrettyna vali on

o o— %
~ ~ -

2 3

Lukuvalilla on esimerkiksi luku 2,5.

Vastaus:
2<x<3,]2,3[,esim. 2,5

NS

2 3

b) Luvuista pienempi on ilmoitettava ensin, joten lukuvali merkitdan
epayhtalond —6 < x < -5 ja hakasulkumerkintané -6, —5|.
Lukusuoralle piirrettyna véli on

o o—ik
-6 -5

Esimerkiksi luku —5,5 on kyseisella vélilla.
Vastaus: —6 < x < -5, -6, —5[ ,esim. —5,5,

o o—it

-6 -5
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c) Tutkitaan, kumpi luvuista on pienempi. —% =-0,333...ja

—% =-0,222..., eli —% on pienempi. Lukuvali merkitd&n epayhtalona
1 2
3 <X< 9’ , hakasulkumerkintané } 3 9[Ja lukusuoralle
piirrettyné
o o—ik
-1 2
3 9

Lukuvalilla on esimerkiksi luku —0,3.

1 2 2 _
Vastaus: 3<x< 9,} 3 9[ esim. —0,3,

S

0]
EINEN ()]

Wi

112.  Selvitetaan kysytyt asiat funktion lausekkeen avulla.
a) Lasketaan ilman Iampdtila merenpinnan tasolla.
f(0) =20 - 6,5 - 0 = 20, joten ilman lampétila merenpinnan tasolla on
20 °C. Vaite on siis epétosi.
Vastaus: epétosi, 20 °C

b) Koska muuttujan x kerroin on —6,5, niin ilman lampdatila laskee 6,5 °C
jokaista kilometria kohti ylospéin mentdessa. Vdite on epatosi.

Vastaus: epétosi, laskee 6,5 °C

c) Lasketaan ilman lampdtila 1,0 kilometrin korkeudella.
f(1) =20—6,5-1 =135, joten ilman l&mpdatila kilometrin korkeudella

on 13,5 °C. Viite on tosi.

Vastaus: tosi
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d) Tutkitaan yhtalon avulla, milla muuttujan x arvolla ilman lampétila on

e)

f)

0°C.
20-6,5x=0
-6,5x=-20 | (-6,5)
x =3,076...

Lampdtila on 0 °C noin 3,1 kilometrin korkeudessa. Véite on epétosi.
Vastaus: epétosi, 3,1 kilometrin

Edellisen kohdan perusteella [ampdtila on 0 °C noin 3,1 kilometrin
korkeudella ja b-kohdan perusteella Iampétila laskee siitd ylospdin
mentdessd. VAite on siis tosi.

Vastaus: tosi

Lampdtila on matalin 10 kilometrin korkeudessa. Lasketaan lampétila
siella.

f(10) =20 — 6,5 - 10 = —45, joten lampétila 10 kilometrin korkeudessa
on —45 °C. Vdite on siis epatosi.

Vastaus: epatosi, —45 °C
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113. a) f(150) = 1,26 - 150 + 120 = 309.
Tulos tarkoittaa, ettd auton vuokraaminen 150 kilometrin matkalle
maksaa 309 €.

Vastaus: f(150) = 309. 150 km ajomatka maksaa 309 €.

b) Ratkaistaan yhtalo f(x) = 500.
f (x)=500
1,26x+120 =500
1,26x =500-120
1,26x=380 |:1,26
x =301,587...
X =~ 300
Tulos tarkoittaa, ettd 500 euroa riittad 300 kilometrin ajomatkaan.

Vastaus: x = 300. 500 euroa riittdd 300 kilometrin ajomatkaan.
c) Videossa https://vimeo.com/210763704/ebe068f0c8 naytetaan, miten
tehtava voidaan ratkaista sopivalla ohjelmalla.

Piirretdan funktion f(x) = 1,26x + 120 kuvaaja ja merkitaan a- ja b-
kohtien tulokset kuvaajalle.

500‘
301,59, 500)
450
400

350

300

!

b)

.
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340

1
§ metka (krg)

d) Muuttujan x kertoimella eli luvulla 1,26 kerrotaan ajettujen kilometrien
méard, joten kilometriveloitus on 1,26 euroa. Lopputulokseen lisatddn
luku 120, joten vuokrauksen laht6hinta on 120 euroa.

Vastaus: 1,26 €/km on kilometriveloitus ja 120 € on perusmaksu.


https://vimeo.com/210763704/ebe068f0c8
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114.

a)

b)

Lasketaan funktion f arvo, kun x = 191.
f(191) = 0,414 - 191 = 79,074, joten Jessen askelpituus on 79,074 cm.

Muunnetaan pituudet samaan yksikkdon:
5 km =5 000 m =500 000 cm.

Lasketaan askelten maara 500 000 cm:n matkalla:

500 000 cm
79,074 cm
mallin mukaan noin 6 300 askelta.

=6323,190..., joten Jesse ottaa viiden Kilometrin matkalla

Vastaus: 6300 askelta

Koska Jaanan pituus on 168 cm, sijoitetaan muuttujan x paikalle luku
168.

f(168) = 0,414 - 168 = 69,552, joten Jaanan askelpituus on 69,552 cm.

10 000 - 69,552 cm =10 000 - 0,69552 m = 6955,2 m = 6,9552 km,
joten Jaanan pitéisi kavella noin 7,0 km.

Vastaus: 7,0 km
Kaksi metri& pitkan ihmisen askelpituus on mallin mukaan f(200) =
0,414 - 200 = 82,8. Hyvin vanhan ihmisen askelpituus on yleensé

pienempi kuin yhté pitk&n nuoren ihmisen, joten mallia ei voi kayttaa.

Vastaus: ei voi
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115. a) Tilastotiedot ulottuvat vuodesta 2010 vuoteen 2018, joten tilasto antaa
luotettavaa tietoa aikavalilta [2010, 2018].

Vastaus: [2010, 2018]

b) f(2016) = 1972 - 2016 — 3 863 525 = 112 027. Tulos tarkoittaa, ettd
vuonna 2016 sairaanhoitajia oli noin 112 000.

Vastaus: f(2016) = 112 027. Vuonna 2016 oli noin 112 000
sairaanhoitajaa.

c) Lasketaan lukujen 112 027 ja 111 417 suhde

112 027 . .

e — 0,

111417 1,00547...=105,47...%, joten mallin antama arvo on
105,47 % — 100 % =5,47... % ~ 5,5 % suurempi kuin todellinen
lukuarvo.

Vastaus: 5,5 %
d) Ratkaistaan funktion f nollakohta yhtalén avulla.

1972x -3863525=0
1972x=3863525 |:1972
X =1959,191...

Mallin mukaan sairaanhoitajia ei ollut lainkaan vuonna
1959,191...~ 1959. Tulos ei ole uskottava, koska sairaanhoitajia
tiedetdén olleen kauan ennen vuotta 1959.

Vastaus: vuonna 1959, ei ole
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116.

Kun tuotteiden maara on x ja kappalehinta 1,20 on tuotteiden
kokonaishinta 1,20x, joten ilmaisuun A sopii funktio i(x) = 1,20x eli V.

Kun tuotteiden maaré on x ja kappalehinta 1,20 ja liséksi tulee
muovikassin hinta 0,10 on tuotteiden kokonaishinta 1,20x + 0,10 joten
ilmaisuun B sopii funktio g(x) = 1,20x + 0,10 eli 1.

Kun tuotteiden kokonaishinta on x ja kappalehinta 1,20, saadaan
tuotteiden maara jakamalla kokonaishinta kappalehinnalla eli ﬁ joten

ilmaisuun C sopii funktio f(x):ﬁ eli I

Kun tuotteiden maaré on x ja kappalehinta 1,20 sekd alennus 10 % on
tuotteiden alennettu kokonaishinta 0,9 - 1,20x, joten ilmaisuun D sopii
funktio h(x) = 0,9 - 1,20x eli I1I.

Vastaus: A: IV, B: I, C: l jaD: Il
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117.

118.

a) Lasketaan, kuinka paljon yksi puu sitoo hiilidioksidia yhden vuoden

b

~—

aikana.
4400 kg
700

= 6,285... kg = 0,006285...t

Yksi puu sitoo hiilidioksidia 0,006285... tonnia, joten kysytty funktio
on f(x) = 0,006285...x = 0,0063x.

Vastaus: f(x) = 0,0063x

Ratkaistaan yhtélo f(x) = 4 500 000.
0,006285...x =4500 000 |:0,006285...

X =715909 090,9009...

X ~ 716 000 000
Tulos tarkoittaa, etté tarvitaan 716 000 000 puuta sitomaan Suomen
kaukoldmpdvoimaloiden yhden vuoden paéstot. Koska 716 000 000 >
500 000 000, Suomen metsissé olevien suurten puiden maara ei riita
sitomaan kaukoldmpdvoimaloiden péaéastoja.

Vastaus: x = 716 000 000. Voimaloiden vuosipéastojen sitomiseen
tarvitaan 716 000 000 puuta. Suomen metsissa olevien suurten puiden
maara ei riitd sitomaan kaukolampdvoimaloiden paastoja.

Funktion f kuvaajan pisteiden x-koordinaatit ovat vélilla [0,2; 5,5],
funktion g kuvaajan valilla [5,5; 6,9] ja funktion h valilla [6,9; 9].

Vastaus: Funktio f valille [0,2; 5,5], funktio g vélille [5,5; 6,9], funktio h
valille [6,9; 9]
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SYVENNA YMMARRYSTA

119.

120.

a)

b)

a)

b)

Sailio on tyhjentynyt, kun tilavuus on 0.
Ratkaistaan yhtaldsta V(t) = 0 tyhjenemiseen kuluva aika t.

520(20-t)*=0 |:520

(20-t)*=0
20-t=0
t=20

Sailié on tyhja 20 minuutin kuluttua.

Vastaus: 20 min kuluttua

Lasketaan veden maara tyhjennyksen alkaessa eli, kun t = 0.

V(0) =520 - (20 — 0)? = 208 000, joten vettd on tyhjennyksen alkaessa
208 000 litraa.

Vastaus: 208 000 litraa

Funktion V arvo on mielekés laskea, kun tyhjennys on alkanut eika se
ole viel& loppunut, eli kun 0 <t <20.

Vastaus: [0, 20]

Lasketaan kokonaistuotantokustannukset, kun tuotetaan 20 kappaletta
tuotetta.

f(20) = 20% — 25 - 20% + 300 - 20 + 500 = 4500

Vastaus: 4500 €

20 tuotteen kokonaistuotantokustannukset ovat 4500 euroa, joten
yhden tuotteen keskiméaréiset tuotantokustannukset ovat
4500 €
———==225¢€.
20

Vastaus: 225 €
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c)

d)

Kahdennenkymmenennen tuotteen tuotantokustannukset saadaan
vahentdmaélla 20 tuotteen tuotantokustannuksista 19 tuotteen
tuotantokustannukset.

f(19) = 19% — 25 - 192 + 300 - 19 + 500 = 4034

20 tuotteen tuotantokustannukset ovat b-kohdan mukaan 4500 euroa ja
19 tuotteen tuotantokustannukset 4034 euroa, joten 20:nnen tuotteen
tuotantokustannukset ovat 4500 € — 4034 € = 466 €.

Vastaus: 466 €

Lasketaan 21. tuotteen tuotantokustannukset vahentamalla 21 tuotteen
tuotantokustannuksista 20 tuotteen tuotantokustannukset.

f(21) = 21 - 25 - 21 + 300 - 21 + 500 = 5036

20 tuotteen tuotantokustannukset ovat b-kohdan mukaan 4500 euroa,
joten 21. tuotteen tuotantokustannukset ovat 5036 € — 4500 € =536 €.

Yhden tuotteen keskimaaréiset kokonaistuotantokustannukset nayttavat
koko ajan kasvavan, vaikka olettaisi yksikkokohtaisten kustannusten
laskevan, kun tuotetaan enemman. Malli ei siis ole kdyttokelpoinen
suurilla tuotantomaarilla.

Vastaus: Yhden tuotteen keskimaaraiset kokonaistuotantokustannukset
nayttavat koko ajan kasvavan. Malli ei ole kayttokelpoinen suurilla
tuotantomaarilla.
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121.  a) Piirretaan funktioiden f(x) = 76x —2x? ja g(x) = 0,3x? + 4x + 200

kuvaajat.
Arahamaara (€) y = g(x)
700
600
500
400
s y= f(z)
—206+
100
0 tugtteita (ki)
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 3\40 42—
-400

b) Lasketaan f(38) = 76 - 38 —2 - 382 = 0. Tulos tarkoittaa, etta kun
valmistetaan 38 tuotetta, myyntitulo on 0.

Vastaus: f(38) = 0, valmistettaessa 38 tuotetta myyntitulo on 0.

c) Lasketaan g(0) =0,3 - 0%+ 4 -0+ 200 = 200. Tulos tarkoittaa, etta
vaikka ei valmistettaisi yhtaan tuotetta, kustannukset ovat 200 euroa.

Vastaus: g(0) = 200, valmistettaessa 0 tuotetta kustannukset ovat 200 €
d) Myyntituloja kuvaava funktio f on kayttokelpoinen, kun myyntitulo on

ei-negatiivinen. Méadritetd&n alaspdin aukeavan funktion

f(x) = 76x —2x2 nollakohdat.

Ratkaistaan yhtalo 76x —2x? = 0 ohjelmalla.

Ratkaisuksi saadaan x = 0 tai x = 38, joten funktio f on
kayttokelpoinen, kun 0 < x < 38.

Tuotantokustannuksia kuvaava funktio g on kayttokelpoinen, kun
valmistettava méaaré on ei—negatiivinen, eli, kun x > 0.

Vastaus: funktio f, kun 0 < x < 38, funktio g, kun x>0
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e) Valmistaminen on voitollista, kun myyntitulot ylittavéat
tuotantokustannukset, eli kun funktion f kuvaaja kulkee funktion g
kuvaajan ylapuolella. N&in k&y kuvaajan mukaan, kun 3 <x < 28.

Tarkistetaan ratkaisemalla yhtélo f(x) = g(x). Yhtalon ratkaisuna ovat
ne x:n arvot, joilla tulot ja kustannukset ovat yhta suuret.

76X —2x% = 0,3x% + 4x + 200

Yhtalon ratkaisuksi saadaan ohjelmalla
x =3,0810...~ 3,0 tai x = 28,2233...~ 28.

Alaraja 3,0810... joudutaan pyoristimédn ylospéin, koska jos
valmistetaan 3 tuotetta, tuotantokustannukset ovat suuremmat kuin
myyntitulot.

Vastaus: 4 <x <28
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f) Voitto on suurin, kun funktion f kuvaaja on mahdollisimman kaukana
funktion g kuvaajan ylapuolella. Tutkitaan funktioiden f ja g erotusta ja
merkitdan se funktioksi h.

h(x) = f(x) — g(x) = 76x —2x? — (0,3x? + 4x + 200) = —2,3x2 + 72x — 200

500 ‘w
450

400
350
300
250
200
150
100

50
0 K
-2 0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 2\30

N Jh(z) = —2.327 + 722 — 200
Voitto on suurin, kun funktio h(x) saa suurimman arvonsa.
Maéaritetaan ohjelmalla, milla muuttujan x arvolla saavutetaan funktion
h suurin arvo.
» CAS *

h(x):=-2.3xA24+72x-200
1
23
® - h(x):= - x*472x—200
10
2 h{x)
=~ —23x24+72x—200
3 Adriarvopisteet(h)
~ {(15.652,363.478)}

Funktion h suurin arvo eli voiton suurin arvo saavutetaan, kun
tuotantomadré x on 15,652.. ~ 16 kpl.

Vastaus: 16 kpl
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122.

a) Sykekayrasta huomataan, ettd syke pienenee hyvin nopeasti jopa
nollaan asti, mikd on mahdotonta. Sykekdyra on kayttokelpoinen
mittausarvojen aikavélilla eli kun aikaa on kulunut véhintaan 0
minuuttia ja korkeintaan 5,5 minuuttia.

Vastaus: [0; 5,5]

b) Kuvaajalta katsottuna f(5) = 90. Tulos tarkoittaa sité, ettd viiden
minuutin kuluttua mittausten alkamisesta opiskelijan syke oli noin 90.

Vastaus: f(5) = 90. 5 min kohdalla syke oli noin 90 lydntia/min
c) Kuvaajalta katsottuna g(5) = —30. Tulos tarkoittaa sité, ettd viiden
minuutin kuluttua mittausten alkamisesta opiskelijan sykkeen

hidastumisnopeus oli noin 30 lyénti&/minuutti.

Vastaus: g(5) =~ —30. 5 min kohdalla sykkeen hidastumisnopeus oli
noin 30 lyontid/min.

d) Tarkastellaan vain kayttokelpoista aikavalia [0; 5,5]. Sykekayréltd
havaitaan, ettd sykkeen hidastumisnopeus oli suurin mittausten alussa
eli 0 minuutin kohdalla, jolloin se oli noin 50 lydntia/min.

Vastaus: 0 min; 50 lyontiéd/min

e) Sykkeen hidastuminen oli pienimmill&an eli l&hell& nollaa noin 3
minuutin kuluttua mittausten alusta.

Vastaus: 3 minuutin kohdalla
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1.2 Mallin sovittaminen mittaustuloksiin

123.

124,

Appletin funktion muuttujana on aika vuodesta 1980. Koska vuodesta
1980 vuoteen 2030 aikaa kuluu 2030 — 1980 = 50 vuotta, katsotaan
appletin funktion arvo kohdassa x = 50. Funktion arvo on 7181,65.

Koska funktion arvot ovat tuhansia, on katsojamaaraennuste 7 181 650 ~
7,2 miljoonaa.

Vastaus: 7,2 miljoonaa kertaa

A 111, koska funktion f(x) = x — 1, kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin 1

ja se kulkee pisteen (0,—1) kautta.

B V, koska funktion f(x) = —x + 1, kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin
—1 ja se kulkee pisteen (0,1) kautta.

C 1V, koska funktion f(x) = x? — 1, kuvaaja on ylospain aukeava
paraabeli.

D I, koska funktion f(x) = —x? + 1, kuvaaja on alaspain aukeava
paraabeli.

E VI, koska funktion f(x) = x® — 1, kolmannen asteen polynomifunktion
kuvaaja nousee vasemmalta oikealle mentéessd, kun 3. asteen termin
kerroin on positiivinen. Lasketaan yksi testipiste esimerkiksi arvolla x
=0, jolloin funktion arvo eli kdyrén y—koordinaatti on
f(0) = 0® — 1 = — 1. Funktion f kuvaaja kulkee pisteen (0, — 1) kautta,
kuten kuvaajastakin nahdaan.

F 1, koska funktion f(x) = —x® + 1, kolmannen asteen polynomifunktion
kuvaaja laskee vasemmalta oikealle mentéessd, kun 3. asteen termin
kerroin on negatiivinen.

Vastaus: A: 11, B: V, C: IV, D: Il E: VI jaF: |
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125.

a)

b)

c)

Vasemmanpuoleinen malli on 2. asteen polynominen malli, koska
toisen asteen polynomifunktion kuvaaja on paraabeli.

Oikeanpuoleinen malli on 3. asteen polynominen malli.

Vastaus: 2. aste: vasemmanpuoleinen malli, 3. aste: oikeanpuoleinen
malli

2. asteen polynominen malli poikkeaa pistejoukon pisteisté
melkoisesti, mutta 3. asteen polynominen malli noudattelee
pistejoukkoa kohtalaisen hyvin.

Vastaus: 2. aste: ei sovi kovin hyvin, 3. aste: sopii kohtalaisen hyvin
Muuttujan x arvojen kasvaessa 2. asteen malli antaa pistejoukon arvoja
pienempid arvoja tai jopa negatiivisia arvoja. Muuttujan x arvojen

kasvaessa 3. asteen mallin tuottamat arvot kasvavat voimakkaasti.

Vastaus: 2. aste: malli antaa pistejoukon arvoja pienempié ja jopa
negatiivisia arvoja, 3. aste: mallin arvot kasvavat voimakkaasti.
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126. a) Huomataan, ettd 3. asteen polynominen malli f(x) = —0,03x3 + 2,15x2 —
39,07x + 205,71 sopii parhaiten havaintoaineistoon.

[} munien maara (kpl)

[

100

80

60

40

20

o lampétila (°C) o

_)/ 20 25 30 35 0 45

Valitse aineistoon sopiva sovitus.

] Lineaarinen y=—003a°+2.15 z? — 39.07 z 4 205.71
: 2. asteen polynomi Funktion arvo:

J 3. asteen polynomi x:_.O ._ y = 205.71
: Kasvu .

[

Vastaus: 3. asteen polynominen malli f(x) = —0,03x3 + 2,15x? -39,07x +
205,71
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b) Katsomalla kuvaajaa ja kokeilemalla x:n eri arvoja, huomataan, etté
yhden asteen tarkkuudella 31 asteen lampétilassa tulee suurin maaré
munia, 86 munaa.

A munien maara (kpl) =
100

a0
&0
40

20

lampétila (°C) _

j.r./ 45
Valitse aineistoon sopiva sovitus.
) Lineaarinen y = —0.03 2® + 2.15 2% — 39.07 z 4 205.71
: 2 asteen polynomi Funktion arvo
J 3. asteen polynomi x::31 y = 85.98
: Kasvu

ra

Vastaus: 31°, 86 munaa
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127.  Videossa https://vimeo.com/210763710/24c240de71 naytetaan, kuinka
kolmannen asteen polynomifunktio sovitetaan pisteisiin.

Taulukoidaan annetut pisteet ohjelmaan ja sovitetaan pisteisiin kolmannen
asteen polynomifunktion kuvaaja.

¥ Algebra %]~ Piinoalue %] = Taulukkolaskenta

Funktio - fx
® f(x) = 0.02x —0 " A | &
Lista flz) =002z 0332 +1.23 24+ 3.94 1
® listal = {(-2, 0), (0 & 2
Piste 3
®A=(-2,0 f
5
6
7
8

0w O N
- wu s o

® B=(0,4)

®C=3,5) 4
® D=(6,3)

® E=(81)

Teksti

® tekstil = “f(x) = 2

/z 0 2 4 13 8 U 14

Funktioksi saadaan
f(x) = 0,02x3 — 0,33x? + 1,23x + 3,94.

Vastaus: f(x) = 0,02x3 — 0,33x? + 1,23x + 3,94.


https://vimeo.com/210763710/24c240de71
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128. a) Funktion kuvaaja

L .
1.2k
1
0.8
0.6
04
02
0 s
0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 14 16 1.8
flz) = 222 +4x—1
-02
Funktio 16
@ - 22+8x-1 d 14
12
Piste
(1,1
. 1
® A = Airiarvopisteet(f) N
- (1L1)
06
+
04
02
202 0 02 04 06 0.8 1 12 14 1.6 18
02
04 L]
(z) = 222 +4zx-1
06 f“ ! ! O\\

Ohjelman mukaan funktion suurin arvo on 1.

Vastaus: 1
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129. a) Appletissa huomataan, etta 3. asteen funktion kuvaaja kulkee
tarkemmin mittauspisteiden kautta.

A -~

hapenkulutus (//min)
4

3

aika (min)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

\/ Nayta sovitettu 2. asteen polynomifunktio.

f(z) = —0.016 2% + 0.447 z + 0.225, (z > 0)

:\/ Néyta sovitettu 3. asteen polynomifunktio.

g(z) = —0.001 2° +0.004 2 +0.343 x + 0305, (z ="

Vastaus: 3. asteen malli

b)

Q

J hapenkulutus (I/min)

aika (min)
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

[7\ Néyta sovitettu 2. asteen polynomifunktio.

z) = —0.016 2> + 0.447 £ + 0.225, (x>0
[ 0.016 0.44 0.225 (

I*‘ Nayta sovitettu 3. asteen polynomifunktio.

Kuvaajia verrattaessa huomataan, ettd 22 minuutin kohdalla 3.asteen
malli antaa hapenkulutukseksi negatiivisen lukeman, joka ei ole
realistinen. Toisen asteen malli antaa realistisemman arvion.

Vastaus: 2. asteen malli
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130. a) Syoétetéén pisteet ohjelmaan ja sovitetaan pisteisiin 2. asteen
polynomifunktio.

b

6

7 8 9 10 11 12 13

0o 1 [2
Ohjelma antaa funktioksi f(x) = —1,5x? + 10,5x — 14.

Vastaus: f(x) = —1,5x% + 10,5x — 14.

Funktio 5
P (3.5, 4.38)
@ f(x) = —1.5x* +10.5x — 14
4
Piste
A = Airiarvopisteet(f) ?
— (3.5, 4.38) 2
+

0 1 2 3 4 5\
-1
L.

f(z) = —15z2+105z—14 Y

Ohjelman mukaan funktion suurin arvo on 4,38, joten kivi kavi noin
4,4 metrin korkeudella.

Vastaus: 4,4 m:n korkeudella
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VAHVISTA OSAAMISTA

131. a)

40000
30000
20000

10000

4/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8

X:A2:A10
Regressiomalli
y = 197.05 x> — 1822.01 x* + 6135.56 x + 4925.25

Tyhja v.3
Tarkka arvo: x= 2.5 y= 11955.5781

Ohjelma antaa funktioksi esimerkiksi
f(x) = 197,05x* — 1822,01x? + 6135,56x + 4925,25.

Vastaus: esim. f(x) = 197,05x® — 1822,01x? + 6135,56x + 4925,25.

b) Koska muuttujan x yksikkdna on 10 000 kpl, saadaan 25 000 kpl:een
kustannukset sijoittamalla funktion lausekkeeseen x = 2,5 eli ohjelman
avulla
f(2,5) = 11 955,57...

~ 12000 (€)

Vastaus: 12 000 €
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132. a) Sovitetaan aineistoon 3. ja 4. asteen polynomit.

23.315 2 — §2.984 & + 131.601

ika (vkg)
40 5 60 0 8 90 100

-0 -80 -70 -60 -50 -40 -30 >

3. asteen malli

f(x) = -0,086x3 + 4,121x% + 129,941x — 226,593

4, asteen malli

f(x) = 0,005x* —0,643x3 + 23,315x? — 82,984x + 131,601

Vastaus: 3. asteen malli

f(x) = —0,086x° + 4,121x? + 129,941x — 226,593

4, asteen malli

f(x) = 0,005x* —0,643x3 + 23,315x? — 82,984x + 131,601

b) Kuvaajien perusteella huomataan, etta 4. asteen malli
f(x) = 0,005x* —0,643x3 + 23,315x? — 82,984x + 131,601 noudattaa
paremmin kalkkunan painon kehitysté aikavalilla 25-60 viikkoa.

Vastaus: 4. asteen malli
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c)

@ g(x) = SovitaPolynomi(I1,4)
— 0.01x*—0.64x%+2331 x> —8298x+]1
Lista
o - {(A2, B2), (A3, B3), (A4, B4), (A5, BS], (
— {(0, 46.7), (5, 318), (10, 1212), (15, 23
Piste
~ — Adriarvopisteet(g)

— (1.93,5373)

B = Aériarvopisteet g
@
— (39.23, 5923.07)

~ C = Asriarvopisteet(g)

— (54.07, 5429.86)

000
® (]
000
000
000
(]
000
000
f
10 20 30 40 \ ®\

Mallin perusteella kalkkunan paino on suurimmillaan noin viikolla 39.

Vastaus: 39 viikon ikdisena.
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133.

a) Annettujen tietojen perusteella paraabeli kulkee pisteiden (0,0) ja

(2,6;0) kautta. Kolmas piste saadaan tiedosta, ettd ojan syvyys on

1,1 m. Ojan syvin kohta on paraabelin huipussa. Huipun x-koordinaatti

0+2,6
2

paraabelin huippu on pisteessa (1,3; —1,1). SyOtetdén pisteet ohjelmaan

ja sovitetaan pisteisiin 2. asteen polynomifunktio.

on nollakohtien x = 0 ja x = 2,6 keskiarvo =13, joten

1Y

fz)| = 0.65 2% — 1.69
0.4

0.2

-0.2 0.2 0.4 08 08 1 12 1.4 16 18 2 22 2.4 {:] 28 3

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Ohjelma antaa funktioksi
f(x) = 0,65x — 1,69x ja paraabelin yhtal6 on 'y = 0,65x2 — 1,69x.

Vastaus: y = 0,65x2 — 1,69x.

b) Videossa https://vimeo.com/210764741/0bd7f6a67f naytetd&dn miten

tehtavan voi ratkaista ohjelmalla.

Ojan syvyys puolen metrin padssa reunasta saadaan maaritettya
laskemalla ohjelmalla funktion arvo, kun x = 0,5 eli

f(0,5) = —0,6825 ~ —0,68.

Ojan syvyys puolen metrin paéssa reunasta on noin 0,68 m.

Vastaus: 0,68 m


https://vimeo.com/210764741/0bd7f6a67f
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134.  Valitaan muuttujaksi roottorin halkaisija (m) ja funktion arvoksi
tuulivoimalan energian tuotto (kW). Sovitetaan arvoihin 2. asteen
polynomifunktion.

flz) = 0.39 2° — 0.02 2 + 0.04

b filL K
50 A B
e 1 1 04
2 2 16
40 3 3 35
35 4 4 6.3
5 5 9.8
30
6 6 14.1
25 7 7 19.2
2 8 8 25.1
9 9318
15 10 10 39.3
10 11 11475
12
5
13
0 w14

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13

-
[4)}

Ohjelma antaa funktioksi f(x) = 0,39x? — 0,02x + 0,04.

a)

b)

Ratkaisemalla yhtélo f(x) = 35 voidaan maérittda 35 kilowatin tehoisen
tuulivoimalan roottorin halkaisija.

Ohjelma antaa ratkaisuksi x = 9,44231..., joten 35 kW:n tuulivoimalan
roottorin halkaisija on oltava suurempi kuin 9,4 eli noin 9,5 m.

Vastaus: 9,5 m

Roottorin halkaisijaltaan 160 m tuulivoimalan teho saadaan
sijoittamalla funktion lausekkeeseen x = 160. Teho on
f(160) =10 087,787... =10 000 (kW).

Laskennallisen tehon 10 087,787... KW suhde todelliseen tehoon

_ 10087,787...
8 MW =8 000 kW on 8000

on 26 % suurempi kuin todellinen teho.

=1,260... eli laskennallinen teho

Vastaus: 10 000 kW, 26 % suurempi
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135.  a) Sovitetaan aineistoon 2. asteen polynomi.

"eakticnnopeus (mikromoolia/s)

1 .
0.8
06
0.4
02
0 —0.0024 % + 3r%um’tlla (%SP |u§1
-10 0o 10 20 30 40 / 50 60 70 an\ 100

Ohjelma antaa funktioksi f(x) = —0,0024x2 + 0,3080x — 8,8005.

Vastaus: f(x) = —0,0024x? + 0,3080x — 8,8005

b) Ohjelmalla havaitaan, etta reaktionopeus on suurimmillaan noin 63

asteen lampoatilassa.

Funktio

g(x) = SowitaPolynomi(l1,2)

— 0x*4031x-88
Lista

1L = [(AL B1J, (A2, B2). (A3, B3). (A4, B4), (A5

— {(47.0.38), (52, 0.5), (55, 0.8), (60. 0.95),

Piste

A = Azriarvopisteet(g)

— (63.34, 0.95)

Vastaus: 63 °C

y =07 +0.31x— 88

2
Tarkka arvo: x = y=

c) Malli on kayttokelpoinen mittaustulosten perusteella vélilla [47,75].

Vastaus: [47,75]
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a) Valitaan muuttujaksi x kuukauden jarjestysluku, joten tammikuussa
x = 1, maaliskuussa x = 3 ja niin edelleen. Keskildampdtilat ovat
funktion arvoja. Taulukoidaan annetut koordinaatit ja sovitetaan

pisteisiin viidennen asteen polynomifunktion kuvaaja.

64
0 2 3 4 8 7 8 10 1" 2
X: A1:A6
Regr omalli
y = 0.0044 x° — 0.1026 x* + 0.6417 x* — 0.2052 »* — 2.546 x — 1.4922
Tyhja M-I

Tarkka arvo: x= y=

Ohjelma antaa funktion lausekkeeksi

f(x) = 0,0044x° — 0,1026x* + 0,6417x3 — 0,2052x? — 2,546x — 1,4922.

Vastaus: f(x) = 0,0044x° — 0,1026x* + 0,6417x% — 0,2052x> — 2,546x —

1,4922
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b) Muiden kuukausien lampétilat voidaan maarittaa sijoittamalla arvoja
funktion lausekkeeseen ohjelman avulla.

Arvot ovat:
f(2=-3,77...
f(4)=432...
f (6) = 15,48...
f(8) =16,63...
f (10) =5,65...
f(12) =8,24...

~ 38
~4,3

~ 155
~ 16,6
~57
~8,2

Taulukoidaan kysytyt keskilampotilat.

kuukausi keskilampétila (°C)
helmikuu -3,8
huhtikuu 43
kesékuu 155

elokuu 16,6
lokakuu 5,7
joulukuu 8,2

Malli vaikuttaa muuten melko realistiselta, mutta sen mukaan
lampotilat 1ahtevéat loppuvuodesta jyrkkaan nousuun, toisin kuin
kokemus osoittaa. Joulukuun keskilampétila 30 vuoden
tarkastelujaksolta tuskin voi olla 8,2 astetta.

kuukausi keskilampétila (°C)
tammikuu -3,7
helmikuu -3,8
maaliskuu -0,9
huhtikuu 4,3
toukokuu 10,4
kesakuu 15,5
heinakuu 17,9
elokuu 16,6
syyskuu 11,9
lokakuu 5,7
marraskuu 2,1
joulukuu 8,2

Vastaus: Malli on melko realistinen joulukuuta lukuun ottamatta.
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137.  a) Koska muuttujana on kuukauden jarjestysluku, niin maalikuussa x = 3,
huhtikuussa x = 4 ja niin edelleen. Mehiléisten maéarat tuhansina
yksil6ind ovat muuttujan y arvoja. Taulukoidaan annetut pisteet ja
sovitetaan listan pisteisiin kuudennen asteen polynomifunktion
kuvaaja.

Amehiléisié (tuhatia)
80

60
40

20

kugkausi

%0 1 2 B4 5 & 7 8 9| 1

Ohjelma antaa mallin yht&loksi
y = —0,5x% + 16,7x% — 250,1x* + 1933,8x° — 8128,9x% + 17 578,9x —
15 249.

Vastaus: y = —0,5x® + 16,7x> — 250,1x* + 1933,8x% — 8128,9x? +
17 578,9x — 15 249.

b)

Amehilaisia (tuhatta)
80

g(x) = -0.45x" + 16.74x5 - 250.1
Vdli Pisteet

Ominaisuus Arvo

50 Min (7.8084 , 455212) *
Max (6.4685 , 66.3855)

40
5.8084 < x =< 78084

KULKE!I!E\
17

o 1 2 I3 4 5 6 7 8 8| 10 1 12 13 14 15 16

Ohjelma antaa funktion suurimmaksi arvoksi noin 66, kun x = 6,5,
joten mehildisia on eniten kesakuun puolessavélissa, jolloin niitd on
noin 66 000.

Vastaus: kesdkuun puolivéliss, 66 000
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(2.899 uukaLﬁi_
3 4 5 6 7 8 9 10
[ (9.24¥, 0)

Mehiléispopulaation suuruus on mallin mukaan 0 kuvaajan ja x-akselin
leikkauspisteissé (2,899; 0) ja (9,245; 0).

Hetki x = 3 vastaa maaliskuun alkua, joten hetki x = 2,899 on
helmikuun loppupuolella.

Hetki x = 9 vastaa syyskuun alkua, joten hetki x = 9,245 on syyskuun
alkupuolella

Vastaus: Helmikuun loppupuolella ja syyskuun , O.
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138.

Valitaan muuttujaksi x aika vuosina vuodesta 2000 mallinnuksen
helpottamiseksi. Sovittamalla pisteisiin eri asteisia polynomifunktioita
huomataan, etté 2. ja 3. asteen polynomit antavat melko samanlaiset ja
aineistoon sopivan kayran. Korkeamman asteen kdyrat muuttuvat
epéuskottavan jyrkasti pistejoukon ulkopuolella. Valitaan esimerkiksi 2.
asteen polynomi.

80000

(20, 54531.52)

1.84 2% + 1811.71 = + 63033.78

20000

-5 0 5 10 15 20 25

Toisen asteen malliksi saadaan g(x) = —111,84x? + 1811,71x + 63033,78.

Malli antaa ennusteeksi esimerkiksi vuoden 2020 suoritettujen
ajokokeiden madraksi 54 531, joka on liian alhainen todelliselle
lukumaérélle, joka on yli 60 000.

Vastaus: esim. f(x) = —111,84x? + 1811,71x + 63033,78, malli antaa
ennusteeksi esimerkiksi vuoden 2020 suoritettujen ajokokeiden méaréksi
54 531, joka on liian alhainen todelliselle lukuma&éralle, joka on yli

60 000.
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139.

Sovitetaan pisteisiin 2. asteen polynomifunktio.

[ () = 0.0004 z* — 0.0108 2 + 0.0975

0 X

=™
r
hk

~
© o

10.7
125
14.8
16.7

@~ oo AW N =

14

1 |01 2 3 4 5§ 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Funktioksi saadaan f(x) = 0,0004x — 0,0108x + 0,0975.

15

B
0.0368
0.0301
0.0223
0.0202
0.0169
0.0185

Tilavuus on tiheydelle kddnteinen suure, joten suurin tilavuus saavutetaan

pienimmaélla tiheydell&.

Funktion analysointitoiminnolla havaitaan, etta funktion pienin arvo

saavutetaan, kun x = 14,838 = 14,8.

Siis suurin tilavuus on vesipitoisuudella 14,8 %

Ano

f(x) = 0.0004x*- 0.0108x + 0.0875 ©

(14,838 ,0.0172)

<x<16

Fs

»

k {(x) = 0.0004 2" - 0.0108 z + 0.0975
0.055
0,05
0.045
0.04

3 Funktion analysointi

0.035
003 Vali Pisteet
o= Ominaisuus
002 Min
0015 13|
0.01
0.005

0 | o]

v 1 01 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 32 3

Vastaus: f(x) = 0,0004x2 — 0,0108x + 0,0975, 14,8 %
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140.  Siirtamalla punaisia pisteita sopiviin radan kohtiin saadaan kayra, joka
noudattaa suurin piirtein radan profiilia.

| | L] | | e | |

valokuva © Atacan Ergin

Kuvan lapinakyvyys:
Funktion lauseke : @

f(x) = 0.00002 z* — 0.00257 * + 0.13357 2 — 2.53828 z + 15.38

a) Radan paéatepisteet ovat mallin mukaan pisteissa (0;15,38) ja (80; 17,2),
joten mallin mukaan radan suurin korkeus maanpinnasta on noin 16 m.

Vastaus: esim. 16 m

b) Mallin avulla voi arvioida, ettd vaunu kdy maanpinnan tasolla noin 15
metrin ja 62 metrin padssa radan vasemmasta reunasta katsoen.

Vastaus: esim. 15 metrin ja 62 metrin pa4ssa radan vasemmasta reunasta
katsoen
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141.

Muodostetaan taulukko.

Kuvion jérjestysnumero n | Pisteiden lukumé&ara
1

5

12

22

35

G WIN|F-

Sovitetaan pisteisiin sopiva polynomifunktio kokeilemalla.

¥

Huomataan, ettd 2. asteen funktio f(x) = 1,5x* — 0,5x nayttaisi sopivan
pisteisiin hyvin. Tarkistetaan laskemalla antaako funktio tdsmalleen oikeat
pisteiden lukumaarét.

f(x) = 1,5x — 0,5x
1512-05-1=1
1522-052=5

15-32-0,5-3=12
15-42-0,54=22
15-5°-0,5-56=35

QB WIN || X

Koska funktio antaa oikeat arvot, ndyttaa siltd, ettd kuviojonon pisteiden
lukumé&ara voidaan laskea funktiolla f. Kuvion 15. jasenen pisteiden
lukumaara on taten f(15) = 1,5-15% — 0,5-15 = 330.

Vastaus: f(x) = 1,5x% — 0,5%, 330
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142.

Merkitaan kirjaimella y vaijerien korkeutta merenpinnasta x metrin paassa
toisesta tornista. Valitaan pituuden yksikoksi jalka.

Pisteet (X, y) muodostavat paraabelin, jolla pisteet (0, 746) ja (4200, 746)
annettujen tietojen perusteella ovat. Tornien puolessavélissa vaijerin
korkeus on 220 jalkaa, ja sen etéisyys tornista on &200 =2100 jalkaa,

joten myds piste (2100, 220) on paraabelilla.

Taulukoidaan paraabelin tunnettujen pisteiden koordinaatit, luodaan
pistelista ja sovitetaan siihen toisen asteen polynomifunktion kuvaaja.

X

700

746
220

800 746

500

400

300

200

100

0 | 14
-200 |0 200 400 600 200 1000 1200 1400 1600 1300 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 440 15

500 metria on jalkoina =220 jalkaa =1639,344... jalkaa. Vaijerien

0,305

korkeus kysytyssa kohdassa saadaan laskemalla funktion
f(x) = 0,00012x2 — 0,50095x + 746 arvo kohdassa x = 1639,344. ..

Ohjelmalla saadaan f(1639,344...) = 247,264...~ 247 3.

Vaijerien korkeus merenpinnasta on 247,3 jalkaa eli
247,3-0,305 m=75415... m~ 75 m.

Vastaus: 75 m:n korkeudella
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143.  Muodostetaan taulukko

Kuvion jarjestysnumero x | Pallojen lukumé&arg
1 1

2 5

3 14

Sovitetaan pisteisiin sopiva polynomifunktio kokeilemalla.

g
0 1 2 ] 4 5

Huomataan, etta 2. asteen funktio f(x) = 2,5x? — 3,5x + 2 nayttdisi sopivan

pisteisiin hyvin. Tarkistetaan laskemalla antaako funktio tdsmalleen oikeat
pallojen lukumaarét.

f(x) = 2,6x* —3,5x + 2
2512—-351+2=1
2522-352+2=5

2532-353+2=14

WIN || X
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Koska funktio antaa oikeat arvot, ndyttaa siltd, ettd kuviojonon pisteiden
lukuméara voidaan laskea funktiolla f. Kuvion kerrosten maéra on yhté
suuri kuin kuvion jarjestysnumero. Muodostetaan yhtélo pallojen méaérén
avulla ja ratkaistaan siité x.

2,5%x% — 3,5x + 2 =838

Symbolisen laskennan ohjelmalla saadaan yhtélon ratkaisuksi x = —17 tai X
=19. Vain positiivinen juuri kelpaa, joten 838 pallon rakennelmassa on 19
kerrosta.

Vastaus: f(x) = 2,5x2 — 3,5x + 2, 19 kerrosta
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SYVENNA YMMARRYSTA

144,

~ Taulukkolaskenta

LU LK EEIE S~ B

A | B [«
1 |Vuosi Vuosia vuodesta 2007 Hankerahan mdird (tuhatta euroa)
2 2007 0 54
3 | 2008 1 213
4 | 2009 2 198
5 2010 3 144
6 2011 4 792
7 2012 5 1143
8 2013 6 1250
9 |2014 7 1602
10 | 2015 8 1057
11 | 2016 9 993
12 | 2017 10 966
13 | 2018 11 1437
14 | 2019 12 1788

lHankerahan mddrd (tuhatta euroa)

2000

1500

1000 °

500

Vuosien madra vuodesta 2007
0 2 4 6 8 10 12 14

Sovitetaan pistejoukkoon 1., 2. ja 3. asteen polynomit. Kun asteluvuksi
valitaan 1, kuvaaja on suora ja sen yhtalo ony = 127,1x — 132,56.
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AHankerahan madra (tuhatta euroa)

f(x) = 127.1 x + 132.56

1500

1000

Vuosien madrd vuodesta 2007

18 20 22 24 26 28

Asteluvulla 2 kuvaajasta tulee paraabeli, jonka huippu on noin hetkelld x =
14 eli vuoden 2007 + 14 = 2021 kohdalla. Sen jalkeen hankerahoituksen
maéaara vahenee. Malli ennustaa hankerahoituksen loppuvan noin hetkella x
= 27 eli vuonna 2007 + 27 = 2034. Funktio on

f(x) = —8,17x2 + 225,15x — 47,2.
Hankerazhan mddrd (tuhatta euroa)
S e

2000

f(x) = —8.17x% + 225.15 x — 47.2
.

1500

1000

500

Vuosien madrd vubgesta 201

}/ 2 4 6 8

Asteluvulla 3 kuvaaja kasvaa voimakkaammin kuin ensimmaéisen asteen

malli. Funktio on
f(x) = 1,16x3 — 29,06x2 + 321, 47x — 123,79.
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Hankerahan maira (tsuhalta euroa)

.

2000
f(x) = 1.16 x> — 29.06 x* + 32147 x — L
.

1500
1000
500

Vuosien mddrd vuodesta 2007
14 16 18 20 22 24 26 28

Vastaus:

f(x) = 127,1x — 132,56;

f(x) = —8,17x2 + 225,15x — 47,2;

f(x) = 1,16x® — 29,06x? + 321, 47x — 123,79.

Asteluvulla 1 rahoitus kasvaa melko tasaisesti. Asteluvulla 2 rahoitus
loppuu vuonna 2034. Asteluvulla 3 rahoitus kasvaa voimakkaammin, kuin

asteluvun 1 mallilla.
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145.

y = 0,00000016x5 — 0,000021x° + 0,00095x*
-0,016x3 +0,014x2 +1,9x - 2,7

/

a) Havaitaan, ettd malli noudattaa pistejoukkoa melko hyvin, mutta
poikkeaa joissain kohdissa pistejoukon pisteista.

Vastaus: Malli noudattaa pistejoukkoa melko hyvin, mutta
poikkeaa joissain kohdissa pistejoukon pisteista.

b) Havaitaan, ettd mallin antamat arvot pienenevat jopa negatiivisiin
arvoihin pistejoukon vasemmalla puolella ja kasvavat hyvin voimakkaasti
pistejoukon oikealla

puolella.

Vastaus: Mallin antamat arvot pienenevét jopa negatiivisiin arvoihin
pistejoukon vasemmalla puolella ja kasvavat hyvin voimakkaasti
pistejoukon oikealla puolella.

c) Mitd korkeampaa astetta polynomi on sitd herkemmin polynomin arvo
muuttuu muuttujan arvon muuttuessa. Tasta johtuen Ennustavuus on usein
huono.

Vastaus: Mita korkeampaa astetta polynomi on sitd herkemmin polynomin
arvo muuttuu muuttujan arvon muuttuessa. Ennustavuus on usein huono.
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146.  a) Valitaan muuttujaksi x vuodesta 2000 kulunut aika. Sovitetaan susien
havaintoaineistoon asteluvultaan 1-8 olevat polynomifunktiot.
Huomataan, ettd 8. asteen polynomifunktio kuvaa tilannetta tarkimmin.

0.00000111 z**° — 0.0000869 =™ 4 0.00291 =5 — 0.0543 2> 4 0.614 % 02 4157 2™ - 2457 4

=
-1‘0123455rasmﬂ|21:|41515171319202|2223m2525

Sovitetaan vastaavasti hirvien maaran aineistoon polynomifunktioita.
Tassakin tapauksessa 8. asteen polynomifunktio kuvaa tilannetta
tarkimmin.

g(x) =|0.0000888 25 — 0.00508 & 4 0.165 &5 — 2,27 2% 4 15,7 240 4 42,4 23— 36.7 22 + 177 2 + 1030
3000

2800
2600
2400

2200

Vastaus: 8. asteen polynomifunktio
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b) Huomataan funktion lausekkeesta ja analysointitoiminnolla, ettd mallin
mukaan susien suurin méara on noin 29 tarkastelun alussa vuonna
2000 ja vuonna 2000 + 5 = 2005. Mallin mukaan susien pienin maara
on noin 1 vuonna 2000 + 17 = 2017.

38y

x)

0.00000111 2>

0.0000869 7%

+0.00291 2%

0.0543 2>

F0.614 220 — .19 230
el

Vali Pisteet

Ominaisuus

Nollakohta

Integraali

0.0204

& 7 200
+15.7

f(x) = 0.00000111x*8.00 - 0...

24.5 x + 29.5

J | ¥

Arva
(17.0726 , 0.8348) ~
(5.4495 , 28.2969)

Ei juuria

299.768

=x=s19

1 .4
o 1 2 3 4 5 7 8 9 0 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 24 22 23 24 25 26 27T 28
Huomataan, ettd mallin mukaan hirvien suurin maara on 2051 vuonna
2000 + 19 = 2019. Mallin mukaan hirvien pienin arvo on 463 vuonna
2000 + 6 = 2006.
3000
2800
2600
<
2400
g(x) = 0.0000862x"8.00 - 0.00598x"... & | &
2200
Vali Pisteet
2000
Ominaisuus Arvo
1800
Min (6.8168 , 463.0047) |~
1093 0.0000862 z* — 0.00598 7% + 0.165 25 — 2.27 zJPOh 15, pax (19, 2051.1212)
1400 ¥
1200 Nollakohta Ei juuria
100
{ Integraali 41354.7397 .
600 0 =x=<19
400 .
200
0 ad
[ 2 4 6 ] 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
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Huomataan, ettd eldinten madrien huiput seuraavat suurin piirtein
toisiaan. Kun hirvien maara kasvaa, susienkin maara kasvaa, koska
susilla on enemman saalista. Susien maaran kasvaessa hirvien maara
vahenee, koska niita saalistetaan enemmaén. Kun hirvien maara
viahenee, susienkin maara vahenee, koska saalistettavaa on vahemman
jne.

Vastaus: Susien suurin maara 29, saavutettiin vuosina 2000 ja 2005,
pienin madra 1, saavutettiin vuonna 2017. Hirvien suurin maara 2051,
saavutettiin vuonna 2019, pienin maaré 463, saavutettiin vuonna 2006.
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147.  Videossa https://vimeo.com/210764751/bd5424elda ndytetdan, miten
tehtévé voidaan ratkaista ohjelmalla.

a) Muuttuja x on verisuonen halkaisija ja funktion f arvo virtausnopeus.
Annettujen tietojen perusteella piste (0,020; 0,017) on funktion f
kuvaajalla. Sovitetaan pisteeseen neljannen asteen potenssifunktion
kuvaaja.

Avirtausnopeus (mm*3/s)
0.03

0.02

0.01

_ halkaisija (mrm‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02

Ohjelma antaa funktion lausekkeeksi f(x) = 106 250x*.
Vastaus: f(x) = 106 250x*

b) Kuvaajan perusteella virtaus nayttaisi moninkertaistuvan halkaisijan
kaksinkertaistuessa. Selvitetadan tarkka tulos laskemalla kirjaimilla. Jos
d on verisuonen halkaisija, niin siihen ndhden kaksinkertainen
halkaisija on 2d. Lasketaan funktion f arvo molemmissa tapauksissa ja
verrataan tuloksia.

f(d) = ad*
f(2d) = a - (2d)* = a - 2%d* = 16ad*

Jalkimmainen arvo on 16—kertainen edelliseen verrattuna, joten
verisuonen halkaisijan kaksinkertaistuessa veren virtausnopeus 16-
kertaistuu.

Vastaus: 16-kertaistuu


https://vimeo.com/210764751/bd5424e1da
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148.

Videossa https://vimeo.com/210764761/d3afd4ded5 ndytetdan, miten
tehtdva voidaan ratkaista ohjelmalla.

Sovitetaan pisteisiin muotoa ax® oleva funktio.
Sovita[listal, {x"3}]

» Algebra Xl |» Piirtoalue XI} ~ |askentataulukko ]
Funktio y AL KIBEEI=Y B~
® f(x) = 0.0000128029 x* | 800 A | B | ¢
Lista 1 | Pituus (mm) ' Paino (g)
® lista1 = {(200, 89), (220,122)| 700 2 200 89
Piste
® A=(200,89) | | 220 122
- B=(220,122) 600 4 240 162
® C=(240,162) | 5 | 260 210
@ D=(260,210) 500 6 280 268
® E=(280,268) 7 300 335
~® F=(300,335) 8 320 413 4
® G=(320,413) “0o o | 340 503
@ H=(340,503) ——
® |=(360, 606) . | 10 | 360 606
® J=(380,723) 11 380 723
Teksti 12
200 —a
| 13 |
% | 14 |
100 1 15
| 16 |
0 x | 17
0 50 100 150 200 250 300 350 400 18
19
< > | 100 T« >
Syottokentta: M

Muodostuu funktio f(x) = 0,0000128029x3, joka nayttaa sopivan pisteisiin
erittain hyvin. Funktio ilmaisee, ettd ahvenen massa on suoraan
verrannollinen ahvenen pituuden kolmanteen potenssiin.

Néiden mittaustulosten perusteella ndyttaa silté, etti ahvenet ovat hyvin
lahella yhdenmuotoisia, koska geometrian kurssissa opittiin, etta paino on
suoraan verrannollinen tilavuuteen ja tilavuus on suoraan verrannollinen
pituuden kolmanteen potenssiin.

Vastaus: f(x) = 0,000 012 802 9x, nayttaa


https://vimeo.com/210764761/d3afd4ded5

