Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

1 GEOMETRIAN PERUSTEITA

1.1 Geometrian peruskasitteita

101.  a) Kulmat a ja < BCD ovat alle 90°, joten ne ovat terévia.
Vastaus: a ja << BCD
b) Kulmat y ja << DCA ovat 90°:n ja 180°:n vilissd, joten ne ovat tylppié.
Vastaus: y ja < DCA
¢) Kulma £ on suorakulma.

Vastaus: S

102. A Kulma 36° on vililld 0 < o < 90°, joten se on terdva kulma. Kulmaa
36° vastaa vaihtoehto I.

B Kulma 180° on oikokulma, joten sité vastaa vaihtoehto I'V.

C Kulma 175° on vililld 90° < a < 180°, joten se on tylppa kulma.
Kulmaa 175° vastaavaa vaihtoehto II.

D Kulma 90° on suorakulma, joten sitd vastaa vaihtoehto III.

E Kulma 201° on vélilld 180°< o < 360°, joten se on kupera kulma.
Kulmaa 201° vastaa vaihtoehto V.

Vastaus: A: L B: IV, C: I, D: lll jaE: V
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103. Kulman « kérki on pisteessd Q, oikealla kyljelld on piste R ja vasemmalla
kyljella piste P.

Téten a = < ROP.
Vastaavasti f = < QPR jay= < PRQ.
Vastaus: a = < ROP, = < OPRjay= < PRQ

104.  Appletin kulmatyodkalun avulla kulman BAC suuruudeksi
saadaan 39,61° ja kulman FDE suuruudeksi saadaan 217,72°.

4, S

0

39.61°

217.72°

F

Vastaus: <« BAC=39,61°ja <« FDE =217,72°

105. a) Kolmion kulmien summa on 180°. Kulma « saadaan,
kun180°:sta vihennetdédn tunnettujen kulmien arvot, eli

0=180°—-51°—-62°=67°.

Vastaus: a = 67°
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b) Kulma a saadaan, kun 180°:sta vihennetiin tunnettujen kulmien arvot,
eli o =180° —90° — 63°=27°

Vastaus: a =27°

¢) Muodostetaan yhtélo kolmion kulmien summalle ja
ratkaistaan siitd kulma a.

o+o+20=180°
40=180° | :4
o =45°

Vastaus: a = 45°

106.  Videossa https://vimeo.com/182675208/8fd7a4985a niytetién,
miten tehtéivd voidaan ratkaista ohjelmalla.

247°

Vastaus:

107.  Kulmat a ja 60° ovat vieruskulmia, joten a = 180° — 60° = 120°.
Kulmat £ ja 48° ovat ristikulmia, joten § = 48°.

Kulma y on kulman 56° kanssa samankohtaisen kulman vieruskulma ja
suorat s ja [ ovat yhdensuuntaisia,

joten y = 180° — 56° = 124°.

Vastaus: a = 120°, f =48°, y = 124°
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108. Kulma a on kulman 40° kanssa samankohtainen ja lisiksi
suorat k ja / ovat yhdensuuntaisia, joten kulma a = 40°.

Kulmat a, £ ja 90° muodostavat oikokulman, joten o + § + 90° = 180°.
Sijoitetaan saatuun yhtdloon a = 40° ja ratkaistaan yhtalosta f.
40° + B+ 90° = 180°
S =180°—-90° —40°
£ =50°
Kulma g = 50°.
Merkitéén kolmion kolmatta kulmaa kirjaimella € Kulma & saadaan, kun
kolmion kulmien summasta eli 180°:sta vihennetién
kolmion tunnetut kulmat.
£=180°—29° — 102° = 49°
Kulma y on kulman & vieruskulma, joten y = 180° — 49° = 131°.
Vastaus: a =40°, f=50°jay=131°

109.  Piirretddn koordinaatistoon pisteet
A= (1’ 4), B= (_25 1), C= (_19 _4).]aD = (45 _2)

b A=(1,4)
4 o
3
2
B=(-21)
) -
P
3 2 1 0 1 2 3 4 S 6
-1
D=(4,-2)
-2
-3
@ -4
C=(-1,-4
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a) Piirretdédn suorat AC ja BD sekd merkitddn suorien leikkauspiste.
Mitataan suorien vélinen kulma kolmen pisteen
(4, leikkauspiste ja B) avulla.

4
3
2

\B =(-2,1)

77.47°

1Y AJ(1,4)

C=(-1/-4

Suorien vilinen kulma on 77°.

Vastaus: 77°

b) Piirretdéin kolmio ABC ja mitataan sen kulmat.

| V. 1,4
4
30.96°
3
B=(-2,1) g
b
123.69°
PR
-3 -2 -1 0 1 12 3 4 5 6
D=(4-2)
-2
=3
25.35°
-4
C=(1,-4)

Kolmion kulmien suuruudet ovat 124°, 31° ja 25°.
Kulma <« CBA = 124° on yli 90° ja alle 180° eli
tylppé kulma, joten kolmiossa on tylppé kulma.

Vastaus: 124°, 31° ja 25°. On.
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VAHVISTA OSAAMISTA

Kulman <t CHE vieruskulmia ovat kulmat << EHD ja < GHC.

Vastaus: <X EHD ja < GHC

b)

Kulman DHG ristikulma on kulma CHE.

Vastaus: << CHE
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Kulman HGB samankohtaiset kulmat ovat kulmat FGA, EHD ja GHC.

Vastaus: < FGA, <« EHD ja <« GHC

111.  a)

140°

m

Suorat / ja m ovat yhdensuuntaisia, joten samankohtaiset kulmat
140° ja S ovat yhti suuria eli f = 140°.

Kulmat £ ja y ovat vieruskulmia, joten y = 180° — 140° = 40°,
Kolmion kulmien summa on 180°, joten isommasta kolmiosta saadaan

o=180°—-105°—py=180°—-105° —40° = 180° — 145° = 35°.

Vastaus: a = 35°
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b) Kulman 113° vieruskulma on 180° — 113° = 67°.

Samankohtaiset kulmat 67° ja 68° eivit ole yhti suuria, joten
suorat s ja ¢ eivét ole yhdensuuntaisia.

Vastaus: eivit ole

112.  Videossa https://vimeo.com/499543151/1691e10472 ndytetddn, miten
tehtéivd voidaan ratkaista ohjelmalla.

Piirretdén tehtdvinannon suorat ja méaritetdsn suorien leikkauspisteisiin
muodostuneiden kulmien suuruudet ohjelmalla.

Leikkauspisteisiin muodostuneet kulmat ovat 45° ja 135°.

Vastaus: 45° ja 135°
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113.

114.

Auringonside heijastuu vesildtikostd maahan ndhden samassa kulmassa
kuin se osuu siihen. Piirretddn mallikuva.

Seind, maa ja heijastunut auringon side muodostavat kolmion,
josta tunnetaan kulmat 42° ja 90°.

Heijastuva valo muodostaa seinén kanssa kulman
a=180°—90°—42° =48°.

Vastaus: 48°

a) Kun 180 asteen kulmasta vihennetian terdva kulma, saadaan kulma,
jonka suuruus on 90 ja 180 asteen vilissd. Kulma on tylppa,
joten véite on epétosi

Vastaus: epétosi, tylppéd kulma

b) Ristikulmat ovat yhté suuria, joten suoran kulman ristikulma
on suora kulma. Viite on tosi.

Vastaus: tosi

¢) Tylpan kulman suuruus on vililld 90° < a < 180°. Kun lasketaan
kahden tylpan kulman summa saadaan kulma,
joka on 180 ja 360 asteen vélissd. Kulma on suurempi kuin
oikokulma, joten viite on epétosi.

Vastaus: epétosi, suurempi kuin oikokulma
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d) Vieruskulmien summa on 180° ja kolmion kulmien summa on 180°.
Jos merkitdén yhtd kolmion kulmaa kirjaimella o, sen vieruskulman
suuruus on 180° — a. Toisaalta myds kolmion kahden muun kulman
summa on 180° — a. Joten véite on

Vastaus: tosi

115.  Videossa https://vimeo.com/182675258/63b5464954 niytetddn, miten
tehtdva voidaan ratkaista ohjelmalla.

& [Al€)<HAXE] S

Piste ()
© A=(332,138) /
© B=(1.68,1.38) ;

) B'=(0.92,4.03)
© c=(168,45) cB=3.12
b

Jana
O a=5 0=32° . B

Kulma

Puu on 3,12 m = 3,1 metrid korkea.

Vastaus: 3,1 metrid
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116.

Biljardipallo kimpoaa reunasta samassa kulmassa kuin se tulee siihen,
joten kulma o saadaan laskettua suorakulmaisesta kolmiosta,

jossa on a ja suora kulma seké 35° kulma.

Koska kolmion kulmien summa on 180°, niin

a=180°—-90°—35°) =55°.

Koska pallo kimpoaa reunasta samassa kulmassa kuin se tulee siihen,
kulma ¢ = 55°.

Kulmat ¢ saadaan laskettua kolmiosta, jossa on suora kulma ja 55° kulma.
Koska kolmion kulmien summa on 180°, niin

&= 180°—90° — 55°) =35°.

Koska pallo kimpoaa reunasta samassa kulmassa kuin se tulee siihen,

kulma 8 = 35°.

Vastaus: a = 55°, f=35°
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117.

118.

Merkitdan toiseksi suurimman kulman suuruutta kirjaimella x.
Talldin pienimmén kulman suuruus on x — 4° ja suurimman 2x.
Muodostetaan yhtéld kolmion kulmien summalle ja ratkaistaan siitd x.

x+x—4°+2x=180°

4x = 180° + 4°
4x=184° | : 4
x=46°

Pienin kulma on 46° — 4° = 42° ja suurin kulma on 2 - 46° = 92°.

Vastaus: 42°, 46° ja 92°

a) Merkitddn pienemmaén kulman suuruutta kirjaimella x,
jolloin suuremman kulman suuruus on x + 13°.
Vieruskulmien summa 180°, joten x + x + 13° = 180°.
Ratkaistaan yhtélostd pienemmén kulman suuruus x.

x+x+13°=180°

2x = 180° — 13°
2=167° ||:2
x=83,5°

Suurempi kulma on 83,5° + 13° = 96,5°.

Vastaus: 83,5° ja 96,5°



Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

b) Merkitddn kolmion pienimmén kulman suuruutta kirjaimella x.
Talldin toiseksi pienimmén kulman suuruus on 2x ja suurimman 3x.

Kolmion kulmien summa on 180°, josta saadaan yht&lo
x+2x + 3x =180°.

Ratkaistaan yhtélostd pienimmén kulman suuruus x.
x+ 2x + 3x=180°
6x=180° |:6
x=30°

Toiseksi pienimmén kulman suuruus on 2 - 30° = 60° ja
suurimman kulman 3 - 30° = 90°.

Vastaus: 30°, 60° ja 90°

119.  Videossa https://vimeo.com/182675351/2b1bfe26bf nidytetddn, miten
tehtidva voidaan ratkaista ohjelmalla.

Tuntemattomien sivujen pituudet ovat 9,1 ja 7,1 ja kulman
suuruus on 57°.

Vastaus: sivun pituudet 9,1 ja 7,1 ja 57°
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120.  Kulman 49° vieruskulma on y = 180° — 49° = 131°, joten samankohtaiset
kulmat eivit ole yhtd suuret eivétkd suorat ole yhdensuuntaiset.

Suora m nousee oikealle mentiessa jyrkemmin kuin suora £, joten suorat
leikkaavat pisteen P oikealla puolella.

Vastaus: Eivit ole. Oikealla puolella.

121.  a) Ristikulmat ovat yhti suuret, joten x + 30° = x°.
Tisti saadaan toisen asteen yhtild —x* + x + 30 = 0.

Yhtélon voi ratkaista ohjelmalla tai toisen asteen yhtdlon
ratkaisukaavalla

_ 1R —4-(=1)-30 _ 1414120 _ ~1£121 _~1+11
2:(-1) ) ) -2

X

_ 1411 _10 _

P el O ) VR
) 5= 5 tai x= 5 - 6

Vain positiivinen ratkaisu kelpaa, joten x = 6°.

Vastaus: x = 6°
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b) Vieruskulmien summa on 180°, joten 5x + 26° + x* + 10x = 180°.
Tisti saadaan toisen asteen yhtilé x* + 15x — 154 = 0.

Yhtélon voi ratkaista ohjelmalla tai toisen asteen yhtdlon
ratkaisukaavalla

15152 —4-1-(~154)
21
~15+/225+616

2
—15++/841
2
—15+29
2

_-15+29 _14_, . _-15-29 44
x=—= 5 7 tai x > > 22
Vain positiivinen ratkaisu kelpaa, joten x = 7°.

Vastaus: x =7°

122.  Piirretéén tilanteesta kuva, johon merkitéén

piste (10, 5), piste (10, 8), x-akselin piste ja kulma, jonka kérki on x-
akselin pisteessé.

y

(10, 8)

8

2 (10, 5)

4

2

(2.45, 0)
13.14° .
0 2' 4 6 8 10 12 14 16 18
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a) Selvitetddn siirtdmalla x-akselin pistetta,
milloin piirretty kulma on suurin.

by
(10, 8)
8
° (10, 5)
4
2
(3.69, 0),
13.34° "
) 7k 6 8 10 12 14 16 18

Suurin kulma on 13,34°.
Vastaus: 13,34°
b) Nékdkulma on suurin, kun katsojan x-koordinaatti on 3,69

ja patsaan jalustan x-koordinaatti on 10.

Nékokulma on suurin, kun katsojan etdisyys patsaan jalustasta
on 10 — 3,69 = 6,31 = 6 metrii.

Vastaus: 6 m



Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

SYVENNA YMMARRYSTA

123.  Kulma a ja 18° ovat ristikulmia, joten kulma o = 18°.

Jatketaan suoraa s leikkaavaa puolisuoraa alaspéin niin, etté

kuvioon muodostuu kolmio.
il /7/ .

Suorat s ja ¢ ovat yhdensuuntaisia, joten samankohtaiset
kulmat 117° ja y ovat yhtd suuria, eli y = 117°.

Kolmion kulmien summa on 180°, joten
0=180°—18°—7)=180°—18°—117°) =45°.

Kulmat £ ja  ovat vieruskulmia, joten f = 180° — ¢ = 180° — 45° = 135°.

Tarkistetaan piirtamalla ohjelmalla.
117°

18°

Vastaus: a = 18°, f=135°
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124.

125.

Kulma a on kulman 3x vieruskulma, joten a = 180° — 3x.

Kolmion merkitsemétén kulma on myos kulman 3x vieruskulma
eli se on myds 180° — 3x.

Kolmion kulmien summa on 180°, josta saadaan yhtilo
(180° — 3x) + (180° — 3x) + x = 180°.

Ratkaistaan yhtéalostd kulma x.
180° — 3x + 180° — 3x + x = 180°
—5x =180° - 180° — 180°
—5x=-180° || : (-5)
x=36°
Kysytty kulma o = 180° — 3 - 36° = 180° — 108° = 72°.
Vastaus: a = 72°
Pohjoinen ja itd ovat toisiaan vastaan suorassa kulmassa.

Koillinen on 45° kulmassa pohjoisesta itdén (tai iddstid pohjoiseen).

Piirretddn mallikuva laivojen kulkureiteista.

pohjoinen

M/S Wellamo

M/S Aino
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Laivojen sijainnit ja kurssien leikkauspiste muodostavat kolmion, jonka
yksi kulma on 45°, toinen kulma on 90° + 12° = 102° ja

kolmas on kysytty kulma a.

Kolmion kulmien summan avulla saadaan

o =180°—(45°+102°) = 180° — 147° =33°.

Laivojen kurssit leikkaavat toisensa 33 asteen kulmassa.

Vastaus: 33 asteen kulmassa

126.  Lasketaan ensin, kuinka pitka kaari vastaa yhté astetta.

40 000 km

360 =111,111...km

Yksi aste on 60 kulmaminuuttia, joten yhté kaariminuuttia
vastaavan kaaren pituus on

111,111...km

50 =1,85185...km = 1850 m

Vastaus: 1850 metrid
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1.2 Kolmio

127. a) Terdvikulmaisessa kolmiossa kaikki kulmat ovat alle 90°.
Kuvissa I, III ja IV olevat kolmiot ovat likimain terdvakulmaisia.

Vastaus: [, [Il ja IV

b) Tylppakulmaisissa kolmioissa on yksi tylppa kulma.
Kuvassa VI on likimain tylppékulmainen kolmio.
Vastaus: VI

¢) Suorakulmaisessa kolmiossa on 90°:n kulma.
Kuvissa Il ja V olevat kolmiot ovat likimain suorakulmaisia.
Vastaus: Il ja V

d) Tasakylkisessd kolmiossa on ainakin kaksi yhtd pitkdd sivua.
Kuvissa I, III, IV, V ja VI olevat kolmiot ovat likimain tasakylkisia.
Vastaus: I, [T, IV, V ja VI

e) Tasasivuisen kolmion kaikki sivut ovat yhté pitkdt.
Kuvissa I ja III olevat kolmiot ovat likimain tasasivuisia.

Vastaus: I ja III
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128.  Kolmion korkeusjana piirretddn kannan vastaisesta karjesti ja se on
kohtisuorassa kantaa vastaan.

a)

Kolmion korkeus on 3.

b)

Kolmion korkeus on 4.

Kolmion korkeus on 3.



Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

129. a) Kolmion piiri on sivujen pituuksien summa.
p=40m+32m+42m=114m=11m
Kolmion pinta-ala on

A:%:4,Om-3,0m:12m
2 2 2

2
=6,0 m’

Vastaus: 11 m ja 6,0 m?

b) Piiri on p = 3,0 mm + 4,5 mm + 3,4 mm = 10,9 mm ~ 11 mm.

2
Pinta-alaon A4 = 3,0 mmé3,4 mm _ 10,22mm

=5, mm’

Vastaus: 11 mm ja 5,1 mm?

¢) Piirionp=32cm+62cm+44cm=13,8cm~ 14 cm.

Pinta-alaon 4 =

2
e 3,2 cm2'4,1 cm _ 13,1220111 =6,56 cm® = 6,6 cm’

Vastaus: 14 cm ja 6,6 cm?
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130.  Piirretddn koordinaatistoon pisteiden 4 = (1, 6), B = (-6, -2)ja C=(4,-3)
muodostama kolmio ja méadritetddn sen pinta-ala.

Ma_ae

6

/i

ABC:n pinta-ala = 43.5

/ \ X
yy/r L o 2 4
—
B = (-6, -2)
4 C=(4-3)

Kolmion ABC pinta-ala on 43,5.

Vastaus: 43,5

131.  a) Sijoitetaan kanta a = 8,0 cm ja pinta-ala 4 = 22 cm? kolmion pinta-alan

laskukaavaan 4= ah ja ratkaistaan yhtdlostd korkeus /.

2

_8,0-h
2="70 |2
44=8,0n |:8,0
h=55

Kolmion korkeus on 5,5 cm.

Vastaus: #=15,5 cm
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132.

b) Sijoitetaan kanta @ = 6,5 cm ja pinta-ala 4 = 22 cm* kolmion pinta-alan

laskukaavaan 4= %h ja ratkaistaan yhtdlostd korkeus 4.

6,5-h
22= >3 -2
44 =6,5h I: 6,5
h=6,769...
h=68

Kolmion korkeus on 6,8 cm.

Vastaus: &= 6,8 cm

TAPA 1:
Iso kolmio on suorakulmainen ja sen kateettien pituudet
ovat 6,1 cm ja 4,5 cm.

ah _6,2cm-4,5cm

5 =13,95 cm® = 14 cm®.

Pinta-alaon 4=

TAPA 2:
Otetaan ison kolmion hypotenuusa 7,7 cm kolmion kannaksi.
Kolmion korkeus on tilléin 3,6 cm.

A:a—h: 7,7 cm-3,6cm

— 2 ~ 2
> 7 =13,86 cm” =14 cm".

Pinta-ala on

TAPA 3:

Taydennetiédn kolmio suorakulmioksi.

A:@: 6,2 cm-4,5cm
2 2

Kolmion pinta-ala on puolet suorakulmion pinta-alasta.

=13,95 cm? =14 cm”.

Suorakulmion pinta-ala on 4,5 cm - 6,2 cm = 27,9 cm?.

2
27.9em” _ 13 95 cm? ~ 14 cm’.

Kolmion pinta-ala on siis 5

Vastaus: 14 cm?



Huippu 3 e Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 17.5.2021
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

133.  Viritetyn alueen pinta-ala saadaan viahentdmalla suorakulmion
pinta-alasta nurkissa olevien suorakulmaisten kolmioiden pinta-alat.

6 m 1m

2m+3m=5m

S5m+2m=7m
A = Asvorakulmio — A1 — A2 — A3 — As

522 23 1.2 63

B R N
=35-5-3-1-9
=17 (m?)

Pinta-ala on 17 m?.

Vastaus: 17 m?

134.  Kolmion piiri saadaan laskemalla sivujen pituuksien summa
x+2x+ (x+3).
Piiri on toisaalta 24 m, joten saadaan yhtalo x + 2x + (x + 3) = 24.
Ratkaistaan yhtélosta kirjain x.
x+2x+(x+3)=24

4x+3=24
4x=21 |4
x=5,25
Kolmion sivujen mitat ovat
X: 5,25
2x: 2-525=10,5
x+3: 5,25+3=28,25

Vastaus: 5,25; 10,5 ja 8,2
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VAHVISTA OSAAMISTA

135.

136.

Kolmio on tasakylkinen, joten korkeusjana jakaa huippukulman puoliksi.

Huippukulman puolikas on 30°, joten huippukulma on 2 - 30° = 60°.
Talloin kantakulmat ovat yhteensd 180° — 60° = 120°.

Koska tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté suuret, ne ovat 60°.
Kolmion kaikki kulmat ovat yhté suuret, joten kolmio on tasasivuinen.
Koska kannan puolikas on 2,5, niin kanta on yhteenséa 5.

Tasasivuisen kolmion kaikki sivut ovat yhté pitkét, joten x = 5.

Vastaus: x =5, a = 60°

a) Tasakylkisen kolmion on kyljet ovat pitkt, joten viite on epétosi.
Vastaus: epétosi, kaksi

b) Tasasivuisen kolmion kaikki sivut ovat yhta pitkid. Tasakylkisessd
kolmiossa on kaksi yhté pitkéa sivua, joten tasasivuinen kolmion on
my0s tasakylkinen kolmio. Viite on tosi.
Vastaus: tosi

¢) Tasakylkisen kolmion korkeusjana puolittaa huippukulman ja kannan,

joten viite on epétosi.

Vastaus: epétosi, huippukulman ja kannan
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d) Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat yhté suuria. Koska kolmion
kulmien summa on 180°, on yhden tasasivuisen kolmion

180° _ fno s .y
kulman suuruus =60°. Viite on epitosi.

3
Vastaus: epétosi, 60°

e) Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat ovat 60°, joten ne ovat terdvia.
Tasasivuinen kolmio on siis terdviakulmainen kolmio. Viite on epétosi.

Vastaus: epitosi, terdvikulmainen
137. Korkeusjanat ovat kérjestd vastakkaiselle sivulle piirrettyji janoja.

Kolmioon voidaan piirtdd kolme korkeusjanaa.
Ay

(8,4

4

Videossa https://vimeo.com/182676176/f745b680b7 néytetién,
miten tehtdvad voidaan ratkaista ohjelmalla.
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138.

139.

(8, 4)

1

: 4
7(6,1)
7

Vastaus:
Merkitdan kolmion korkeutta kirjaimella x.

Talloin kolmion korkeus on 4x. Muodostetaan yhtdlo kolmion pinta-alan
avulla ja ratkaistaan siitd kirjain x.

x-4x _
> =64
2x* =64 |:2
x*=32

x=+32  taix=—/32
x=5,656...tai x =-5,656...

Koska korkeus x on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain
x=15,656...m~5,7m.

Kolmion kanta on 4 - 5,656... m=22,627... m =~ 23 m.

Vastaus: kanta 23 m ja korkeus 5,7 m

Merkitéén kolmion pisintd sivua kirjaimella x.

Talloin toiseksi pisin sivu on x — 2 ja lyhin sivu on (x —2) -2 = x — 4.
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a) Terassin aitaamiseen tarvitaan 21 m koytté, ja terassin 3 metrin
mittainen sisdantuloaukko jatetadn vapaaksi.

Kolmion muotoisen terassin piiri on siten 21 m + 3 m = 24 m.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd pituus x.
x+tx-2+x-4=24
3x=30 II: 3
x=10

Terassin sivujen pituudet ovat

10 m,

I0m-2m=8mja

I0m-4m=6m.
Vastaus: 6 m, 8 mja 10 m

b) Kolmio on suorakulmainen, joten sen lyhimmét sivut ovat kanta ja
korkeus. Pinta-ala on

_ah_6m-8m _48m’ _ 2
A—2— ) =21m

Terassin pinta-ala on 24 m?.
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Vastaus: 24 m?

140.  a) Piirretddn kolmion korkeusjana. Korkeusjanan pituus z = 5.

Kolmion kannan pituus a = 6.

shv
€
Z 5
- a - 0 =
A SRV
6
. . h_6-5_30
- =1 _0>_J5Y_15
Kolmion pinta-ala on > 5 > 5

Tarkistus:
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by

2 ABC:n pinta-ala = 15

-4 —3/-2 -1 0 1 2 \3
A

B

e

Vastaus: 15

b) Kehystetddn kolmio suorakulmiolla, joka kulkee kolmion
karkipisteiden kautta ja jonka sivut ovat koordinaattiakselien
suuntaiset.

Kolmion pinta-ala 4 saadaan, kun suorakulmion pinta-alasta
véhennetddn nurkkiin jadvit suorakulmaisten kolmioiden
pinta-alat A1, 4> ja 4s.

y
D € F
] L]
A, Aq
A

A ,<
3159 B x

-2 -1 0 1 2 3 4 5

Kolmion pinta-ala on

A = Asuorakulmio — A1 —A2 —A3
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2-3 24 1.6
=63 2 2 2
=18-3-4-3
=8
Tarkistus:
Ay
C
3 /\
ABC:n pinta-ala =8
A i
R——
-2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
Vastaus: 8

141. a) Merkitiddn kantakulman suuruutta kirjaimella a.
Huippukulman suuruus on talldin a + 72°.

o+ 72°

Muodostetaan yhtéloé kolmion kulmien suuruuksille ja
ratkaistaan siiti kantakulma a.

ata+o+72°=180°
30=108° |3
o=36°

Kolmion kantakulmien suuruudet ovat 36° ja
huippukulman suuruus on 36° + 72° = 108°.
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Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

142.

b) Merkitddn kolmion sivujen pituuksia 8x, 8x ja 13x. Muodostetaan

Vastaus: 36°, 36° ja 108°

yhtéld kolmion piirille ja ratkaistaan siitd tuntematon x.

8x 8x

13x

8x+8x+13x=11,6
29x=11,6 ||:29
x=04
Kolmion sivujen pituudet ovat
8x=8-04cm=3,2cmja
13x=13-04cm=52cm.
Vastaus: 3,2 cm, 3,2 cmja 5,2 cm
Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté

suuret, joten kulman a viereinen kulma on 70°.

Koska suorakulmion kaikki kulmat ovat 90°, niin
kulma a = 90° — 70° = 20°.

Samoin vasemmanpuoleisen suorakulmaisen
kolmion tuntematon terdvd kulma on 20°.

Kulmat 20° ja § ovat suorakulmaisen kolmion
terdvit kulmat. Niiden summa on 90°, joten

20° + B = 90°
B=90°—20°=70°

Vastaus: a =20° ja f=70°

70°

707
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b) Oikeanpuoleisen tasakylkisen kolmion huippukulman puolikas on 18°,
joten huippukulma on 2 - 18° = 36°.

Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté suuret, joten

180°=36" _

oikeanpuoleisen kolmion kantakulmat ovat 72°.

kantakulma

uippukulma

kantakulma

Vasemmanpuoleisen kolmion kantakulma on a = 98° — 72° =26° ja
huippukulma g = 180° — 2 - 26° = 128°.

Vastaus: a = 26° ja = 128°
143.  Piirretddn metsdpalstasta mallikuva. Tdydennetddn metsapalsta
suorakulmaiseksi kolmioksi, jonka hypotenuusa on sama kuin
metsédpalstakolmion sivu.

Metsépalstan pinta-ala 4 saadaan, kun ison suorakulmaisen kolmion
pinta-alasta véhennetién pienten suorakulmaisten kolmioiden
pinta-alat 4| ja A3 ja suorakulmion pinta-ala 4.
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by
3
A Al

ik

0 2
= 5 £ 0o 1 2 3 4 "6

=il

2

6-8 2.5 6-1
2 2 213
=24-5-2-3
=14

Metsépalstan pinta-ala kartalla on 14 km?.

Tarkistus:
by

4

ABC:n pinta-ala = 14
"

-4 g 5 TG 1 2 5 4 5 6

=2

Vastaus: 14 km?
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144.

Merkitddn tukiriman vaakasuoraa pituutta eli @
tasakylkisen kolmion kantaa kirjaimella x.

Talldin pystysuoran tukiriman pituus eli
kolmion korkeus on 370 — x. 370 — 2

Muodostetaan yhtilo kyltin pinta-alalle
1,68 m? = 16 800 cm? ja ratkaistaan siité
pituus x.

A= kanta - korkeus
B 2
x(370—x)
2
33600=370x—x’

x*=370x+33600=0 | a=1,b=-370,c=33600

16800 = 12

Ratkaistaan yhtdlo ohjelmalla tai sijoittamalla kertoimet a, b ja ¢ toisen
asteen yhtélon ratkaisukaavaan:

x:—biVb2—4ac

2a
—(=370) £/(=370)? = 4-1-33 600
= 21

= 370£/2500
2

370450
T
x:wzzlo tai xzwzmo

Jos vaakasuoran tukiriman pituus on 210 cm, on pystysuora tukirima
370 - 210 =160 cm.

Jos vaakasuoran tukiriman pituus on 160 cm, on pystysuora tukirima
370 - 160 =210 cm.

Vastaus: 160 cm ja 210 cm
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145.  Suurimman suorakulmaisen kolmion
pinta-ala on kateettien avulla laskettuna

43_12_o

Pinta-ala voidaan laskea myos niin, ettd kannaksi valitaan 5 yksikkoa
pitkd sivu ja korkeudeksi 4.

Télloin kolmion pinta-ala on %

Asetetaan pinta-alat yhté suuriksi ja ratkaistaan yhtdlostd korkeus /.

Sh_
3 =6 -2
Sh=12 -5

12
h="5=24
Vastaus: 222,4

5
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SYVENNA YMMARRYSTA

146.  a) Piirretdén kulmio ABC ja médritetédn sen pinta-ala.

Ay

B=(5,5)

ABC:n pinta-ala = 10

=(1,1) GI=1(6.51)

Kolmion 4BC pinta-ala on 10.
Vastaus: 10

b) Piirretdéin jokaisen sivun keskipiste ja muodostetaan keskipisteiden
avulla uusi kolmio.

Mairitetdén uuden kolmion pinta-ala.

1 \% B=G5,5)
5
4
3 b E
2 / DEF:n pinta- ala—ZS\
1 e}

= (1, 1) C=(6, l)

0 1 2 3 4 s 6 7

Uuden kolmion pinta-ala on 2,5.

Vastaus: 2,5
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¢) Kohdan b kolmion pinta-alan ja kolmion ABC pinta-alan suhde
on25:10=1:4.

Kolmioiden suhde séilyy samana, vaikka kolmion 4BC muotoa
muuttaa.

Vastaus: %, suhde sdilyy samana

147.  Kolmion piiri on sivujen pituuksien summa 3,6 +2,9 + 5,1 = 11,6 m.

Piirin puolikas p = “’g 2o58m

Lasketaan kolmion pinta-ala Heronin kaavan avulla.

A=Ip(p-a)p-b)p—c)
=.5,8-(5,8-3,6)-(5,8-2,9)-(5,8—5,1)
=.5,8-2,2-2,9-0,7
=5,0894...
~5,1

Pinta-ala on noin 5,1 m?.

Vastaus: 5,1 m?
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148. a) Kulman vastaisen sivun pituus on 2 + 3 = 5.
Merkitéddn kulman lyhempéé viereisté sivua kirjaimella x
ja ratkaistaan sen pituus verrannosta.

2_
3
-3

98]
=
Il
&~ D olx

=
Il

Kolmion piirion 5+ 6 +4 = 15.

Tarkistus:

Vastaus: 15
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b) Kolmion suurin kulma on pisimmén sivun vastainen kulma.

Ratkaistaan, kuinka pitkiin osiin kulman puolittaja jakaa
kolmion sivun, jonka pituus on 10.

Merkitéédn lyhempéd osaa kirjaimella x.
Talloin pidempi osa on 10 —x.

Muodostetaan verranto viereisten sivujen suhteen avulla ja ratkaistaan
siitd tuntematon x.

x_ _4
10—-x 7
7x=4-(10-x)
Tx=40-4x
1lx =40 |11
_40
T
x=3,636...

Lyhempi osa on noin 3,64 ja pidempi osa on noin 10 — 3,64 = 6,36

Vastaus: 3,64 ja 6,36

149. Videossa https://vimeo.com/182676253/2dcbd45c¢43
havainnollistetaan kolmion kolmannen sivun pituuden tutkimista.

a) Kolmion kolmas sivu on korkeintaan kahden muun sivun pituuksien
summan mittainen.

Kolmion sivun yléraja on siten 5cm + 6 cm = 11 cm.
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1L i)

Vastaus: 11 cm

b) Kolmion kolmas sivu on lyhimmilléén silloin, kun muut sivut ovat
paéllekkiin.

Kolmion sivun alarajaon 6 cm—5 cm = 1 cm.

Vastaus: 1 cm
¢) Kolmion kolmannen sivun pituus on vélilld 1 cm — 11 cm.

Jos kolmas sivu on yldrajan tai alarajan mittainen, kolmiolla ei ole
endd pinta-alaa vaan se on surkastunut janaksi.

Vastaus: jana
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1.3 Pythagoraan lause

150. a) Hypotenuusa on suoran kulman vastainen sivu. Sen pituus on 15.
Vastaus: 15
b) Kolmion kateetit ovat suoran kulman viereiset sivut.
Niiden pituudet ovat 9 ja 12.
Vastaus: 9 ja 12

¢) Pythagoraan lauseen mukaan kateettien nelididen summa on
hypotenuusan nelid, joten yhtils on 9% + 122 = 152,

Vastaus: 9° + 122 =152

151. a) Lasketaan hypotenuusan x pituus Pythagoraan lauseella.

x*=12* +16°

x> =400

x =400 tai x = —/400
x=20 taix=-20

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain
x =20. Sivun x pituus on 20.

Vastaus: 20
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b) Lasketaan kateetin x pituus Pythagoraan lauseella.

x* +20° =29°
x> =297 -20°
x> =441

x =+441 tai x=—+441

x=21 taix =-21

Koska kateetin x pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x = 21. Sivun x pituus on 21.

Vastaus: 21

¢) Lasketaan kateetin x pituus Pythagoraan lauseella.

x* +36 =85
x* =85 -36
x* =5929

X =+/5929 tai x =—~/5929
x=77 taix =-77

Koska kateetin x pituus on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain
x =77. Sivun x pituus on 77.

Vastaus: 77

152. a) Lasketaan hypotenuusan x pituus Pythagoraan lauseella.

x?=4,1 +5,6
x> =48,17

x=+/48,17 taix=-/48,17

x=6,940... tai x =—6,940...

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x = 6,940... = 6,9. Sivun x pituus on noin 6,9 m.

Vastaus: 6,9 m
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b) Lasketaan kateetin x pituus Pythagoraan lauseella.

¢)

x* 43,22 =53
x’=5,3"-3,2°
x> =17,85

x=+/17,85 taix=-/17,85

x=4,224... taix=-4,224...

Koska kateetin x pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x =4,224... =42.

Sivun x pituus on noin 4,2 dm.

Vastaus: 4,2 dm

Lasketaan hypotenuusan x pituus Pythagoraan lauseella.
x* =7 +24
x> =625

x=+/625 taix=-v625
x=25 tai x =-25

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen,
ratkaisuksi kdy vain x = 25.

Sivun x pituus on 25 cm.

Vastaus: 25 cm
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153. Piirretddn hahmotelma kolmiosta. Merkitddan kolmannen
sivun pituutta kirjaimella x.

14,3 cm

1\
5,6 cm

Lasketaan kateetin x pituus Pythagoraan lauseella.

X2 +5,6=14,3"
x*=14,3-5,6"
x?=173,13

x=+/173,13 taix=-/173,13

x=13,157... taix=-13,157...

Koska kateetin x pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x = 13,157... = 13,2.

Lasketaan kolmion pinta-ala. Kolmio on suorakulmainen, joten sen
kateetit ovat kanta ja korkeus.

Kolmion pinta-ala on

_ah _ 5,6 cm-13,137...cm

_ 2 2
> > =36,842...cm” =36,8 cm”.

A

Kolmannen sivun pituus on 13,2 ¢cm ja kolmion pinta-ala on 36,8 cm?.

Vastaus: 13,2 cm ja 36,8 cm?
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154.

155.

Lasketaan hypotenuusan x pituus Pythagoraan lauseella.

x*=3"+47
x* =25
x=+/25 taix=-25

x=5 tai x = -5

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x = 5.

Sivun x pituus on 5.

Lasketaan hypotenuusan y pituus Pythagoraan lauseella.
y =5 +12°

y* =169

y=+169 taiy=-+169
y=13 taiy =—13

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain y = 13.

Sivun y pituus on 13.

Vastaus: x=5jay =13

a) Terdviakulmaisessa kolmiossa kaikki kulmat ovat terdvid. Kuvan
kolmiossa on yksi suora kulma, joten kolmio on suorakulmainen ja

véite on vaarin.

Vastaus: védrin, suorakulmainen

b) Suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusa on suoran kulman vastainen
sivu. Suoran kulman viereiset sivut ovat kateetteja. Kuvan kolmiossa

kateetin pituus on 8, joten véite on védrin.

Vastaus: viirin, kateetin
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¢) Ratkaistaan sivun x pituus Pythagoraan lauseella.

8 +x* =10
x* =10 -8
x> =36

x=+/36 taix=-/36

x=06 taix =—6

Koska sivun x pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kiy vain x = 6.

Vastaus: oikein

d) Kolmion piiri on sivujen pituuksien summa 10 + 8 + 6 = 24.
Kolmion piiri ei ole 22, joten viite on vaérin.

Vastaus: véirin, 24

ah _8:6

e) Kolmion pinta-ala on 4= > >

=24, joten viite on vairin.

Vastaus: véirin, 24
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156. Merkitdén hypotenuusan pituutta kirjaimella x ja ratkaistaan se
Pythagoraan lauseen avulla.

x'=15"+8’

x> =289

x=+/289 tai x =—/289
x=17 taix =—17

Koska hypotenuusan x pituus on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain x = 17.

Pinta-ala lasketaan kateettien avulla.

4= =138 —0

Hypotenuusan pituus on 17 ja kolmion pinta-ala on 60.

Tarkistus: Piirretdén suorakulmainen kolmio, jonka kateettien pituudet
ovat 15 ja 8.

Mairitetdén hypotenuusan pituus ja kolmion pinta-ala ohjelman avulla.

17

CAB:n pinta-ala = 60

15

Vastaus: hypotenuusan pituus 17, pinta-ala 60
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157. a) Tutkitaan, toteuttavatko kolmion sivut Pythagoraan lauseen.

Kahden lyhimmén sivun neliéiden summa on
3,9 +8,0°=79,21.

Pisimman sivun nelid on 8,8% = 77,44.

Koska 79,21 # 77,44, kolmio ei toteuta Pythagoraan lausetta,
joten se ei ole suorakulmainen.

Vastaus: ei ole
b) Tutkitaan, toteuttavatko kolmion sivut Pythagoraan lauseen.
Kahden Iyhimmaén sivun nelididen summa on
9%+ 40% = 1681.
Pisimmin sivun nelié on 41° = 1681.
Koska 1681 = 1681, kolmio toteuttaa Pythagoraan lauseen,

joten se on suorakulmainen.

Vastaus: on
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158.  Lasketaan janan pituus eli pisteiden

(XI, yl) = (_107 2)Ja
(x2,12) = (2, 11) etdisyys d.

d=\(x,—x) +(3,-»)
=\(2-(-10))" +(11-2)’
=J(2+10)*+9°
Ny
—Ji44+81
=~/225
=15

Janan keskipiste M:

Piirretdén pisteiden (—10, 2) ja (2, 11) vélille ja mééritetddn sen
pituus ja keskipiste.
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(-10, 2)

| i

Janan pituus on 15 ja keskipiste (—4,6%).

Vastaus: pituus 15, keskipiste (—4,6%)
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VAHVISTA OSAAMISTA

159.  Piirretdén tilanteesta mallikuva, johon merkitdén
vaijerin pituutta kirjaimella x.

22m—1,5m <
= 20,5 m

250 m
Lasketaan vaijerin pituus x Pythagoraan lauseella.

x?=20,5%+2507
x?=62920,25

X =4/62920,25  taix =—4/62920,25

x=250.839... tai x =-250.839...

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x = 250,839... = 251.

Vaijerin pitdd olla 251 m pitka.

Vastaus: 251 metrid

160. a) Merkitddn nelion sivun pituutta kirjaimella x.

Ratkaistaan tuntematon x nelion pinta-alan

yhtélosta. Y

x-x=2,56 N
x*=2,56 T

x=+/2,56 taix=-—/2,56

x=1,6 taix =-1,6

Koska sivun x pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x = 1,6.
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b) Tasasivuisen kolmion korkeusjana

Merkitddn nelion lavistdjaa kirjaimella y ja ratkaistaan se Pythagoraan
lauseen avulla.

)C2 +)C2 =y2
1,6°+1,6° =y°
¥ =512

y=+/5,12 taiy=-+/5,12

y=2,262... taiy=-2,262...

Koska ldvistdjan pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain y = 2,262... = 2,26.

Nelion ldvistdjan pituus on noin 2,26 m.

Vastaus: 2,26 m

puolittaa kolmion kannan ja jakaa
kolmion kahteen yhtenevéin 3.8 cm 38 em
suorakulmaiseen kolmioon. h ’
Suorakulmaisen kolmion kannan pituus 1,9 cm [

3,8 cm :
on == =19 cm. 3.8 cm

Ratkaistaan korkeus 4 Pythagoraan lauseella.

1,9 + h* =3,8°
h*=3,8-1,9°
h* =10,83

h=410,83 tai h=-410,83

h=3,290... taih=-3,290...

Koska korkeus / on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain £ =3,290... = 3,3.

Kolmion korkeus on noin 3,3 cm.
Vastaus: 3,3 cm
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161. a) Tutkitaan, mitk4 palojen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen
a’+ b=

Lasketaan aitapalojen neli6t ja nelididen summat.

2,0°=4,0

2,1°=441
2,77=17.29
2,9°=8,41

2,02+2,1>=8,41
2,02+2,77=11,29
2,12+2,77=11,7

Tuloksista havaitaan, ettd mitat 2,0 m, 2,1 m ja 2,9 m toteuttavat
Pythagoraan lauseen, joten néilld aitapaloilla voidaan muodostaa
kolmionmuotoinen aitaus, jossa on suorakulma.

Vastaus: 2,0 m, 2,1 mja 2,9 m

b) Suorakulmaisen kolmion pinta-ala voidaan laskea valitsemalla toinen
kateetti kannaksi, jolloin toinen kateetti on korkeus.

2,0m-2,1m _

3 2,1m?>.

Aitauksen pinta-ala on 4=

Piirretdén kolmio ohjelmalla ja mitataan sen pinta-ala.

€

2 () i
ABC:n pinta-ala = 2.1

l N,

A 2> I8

Vastaus: 2,1 m*
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162.

163.

Merkitddn kaapin suurinta korkeutta
kirjaimella x ja ratkaistaan se Pythagoraan
lauseella.

x*=2,50% 40,507
x’=6,5

x=4/6,5 tai x = —+/6,5

x=2,549... taix=-2,549...

2,50 m

0,50 m

Koska x on positiivinen, ratkaisuksi
kdy vain x = 2,549... = 2,55.

Kaapin suurin korkeus on 2,55 m ja huoneen korkeus on 2,6 m, joten
Liina ja Aatu mahtuvat kddntdmaan kaapin pystyyn.

Vastaus: mahtuvat

Merkitéén suorakulmaisen kolmion lyhemmén kateetin pituutta
kirjaimella x. Pidemmaén kateetin pituus on silloin 3x + 4,0.

36

3z +4,0

Ratkaistaan tuntematon x Pythagoraan lauseella.

x*+ (3x +4,0)* =367
x* + (3x + 4,0)3x + 4,0) = 1296
X+ 9% + 12x+ 12x + 16 = 1296
10x%+ 24x — 1280 =0 |la=10,b=24,c=-1280

Ratkaistaan yhtdlo toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavalla. (Yhtélon voi
ratkaista myds ohjelmalla.)
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164.

Y= —b+b* —4ac

2a
e —24+./24* —4-10-(-1280)
- 2-10
_ —24+-/51776
= —24£51776
20
x=2AFNSITT6 _ 10177, tai x=—24=331776 _ 15 577 .

20 20
Sivun pituus on positiivinen luku, joten vain x = 10,177... kelpaa.

Kolmion kateettien pituudet ovat

x=10,177=10 ja
3x+4,0=3-10,177... +4,0=34,531...~ 35
Vastaus: 10 ja 35

a) Valitaan (x1, y1) = (-2, 3) ja (x2, y2) = (1, 5).

Sijoitetaan koordinaatit pisteiden etiisyyskaavaan

dz\/(xz _x1)2+(y2 _yl)z'

d=J(1-(=2))>+(5-3)* =3 +2> =9+ 4 =13 =3,6055...

Pisteiden etdisyys on \/E =3,61.

Vastaus: \/B =361

=3,61
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b) Janan pituus on sama kuin pisteiden vélinen etdisyys.

Valitaan (x1, y1) = (3, 4) ja (x2, y2) = (-1, =5).

Sijoitetaan koordinaatit pisteiden etiisyyskaavaan

d:\/(xz_x1)2+(y2_yl)2-

d=\(=1-3)" +(=5-4)° =(-4)" + (-9)’
=16+81=+/97 =9,848...~ 9,85

Janan pituus on V97 =9,85.
Vastaus: V97 = 9,85

165. Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

Sivun 4B pituus:
d ;=2 —=(=3)+(2—-(=1))* =+/5+3 =425+ 9 =34 = 5,830...

Sivun AC pituus:
d,e =\(=1-(=3))> + (7= (-1))* =v2> +8% =4+ 64 =/68 ~8,246...

Sivun BC pituus:
dye =\J(-1-2)2 +(7-2)* =(-3) +5% =/9+25 =/34 =~ 5,830...

Tutkitaan, toteuttavatko sivut Pythagoraan lauseen.
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Kahden Iyhemmén sivun nelién summa on

(v34) +(v34) =34+34=68
Pisimmin sivun nelié on (\/@ )2 =68.
Pythagoraan lause toteutuu, joten kolmio on suorakulmainen.

Tarkistus: Piirretdéin kuva ohjelmalla ja méédritetdan
kolmion kulmien suuruudet.

Vastaus: on
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166.

Katto on tasakylkisen kolmion muotoinen. Katon lape on kolmion kylki.
Merkitéén sité kirjaimella c¢. Jaetaan kolmio korkeusjanalla kahteen
yhteneviain suorakulmaiseen kolmioon ja merkitdin kateetteja
lausekkeilla x ja 3x. Piirretdén mallikuva.

3x 3z

Kolmion korkeus on x ja kanta on 3x + 3x = 6x.

Kolmion pinta-ala on 4 = 6XTX

Tiedetiin, etti pinta-ala on 3,9 m®.

Ratkaistaan tuntematon x yhtélostd 3,9 = Al

ohjelmalla.

Ratkaisuksi saadaan x = 1,140... tai x = —1,140...
Pituus on aina positiivinen luku, joten ratkaisuista kelpaa vain x = 1,140...
Kateettien pituudet ovat x = 1,140... m ja 3x =3 - 1,140... = 3,420...
Ratkaistaan lappeen pituus ¢ Pythagoraan lauseella yhtélosta
c?=1,140... 7 + 3,420..%

Yhtélon ratkaisuksi saadaan ohjelmalla ¢ = 3,605... tai ¢ = —3,605...

Pituus on positiivinen luku, joten lappeen pituus on 3,605...= 3,6 m.

Vastaus: 3,6 metrid
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167.

168.

Laajennut rautatiekisko nousee korkeimmilleen Helsingin ja
Riihiméden puolivélissa.

Muodostuu siis tasakylkinen kolmio, jonka

kanta on 71 km =71 000 m ja
kylkien yhteispituus on 71 km + 8,0 m = 71 008 m.

35504 m
h
35 500 m

71 000 m

1008

> =35504 m.

Yhden kyljen pituus on 7

Ratkaistaan korkeus /# Pythagoraan lauseen avulla suorakulmaisesta

71000

> =35500 m.

kolmiosta, jonka kanta on

h* +35500% =35 504>
h? =284016

h=4284016 taih=-./284016

h=532,931... taih=-532,931...

Koska /4 on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain 2 = 532,931... = 530.

Rautatiekisko nousisi noin 530 m.
Vastaus: 530 m:n korkeudelle

a) linan reitti muodostaa suorakulmion, jonka kateetit ovat kulkemat
matkat itddn ja eteldén.
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Piirretdén linan reitistd mallikuva ja merkitdén alku- ja loppupisteen
valista etdisyyttd kirjaimella x.

500 m

e

1200 m

Ratkaistaan x Pythagoraan lauseella.

x> =500% +1200°

x* =1690 000

x=4/1690000 taix=—+/1690000

x=1300

tai x =—-1300

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen, ratkaisuksi
kéy vain x = 1300.

lina paityy 1300 metrin pddhén l&htopisteestd.

Vastaus: 1300 metrin etdisyydelle 14htopisteesti

b) Lounaaseen kuljettaessa on kuljettava yhté pitkd matka eteldén ja
lanteen. lina on suoraan ldhtopisteen eteldpuolella, kun hén on
kulkenut 500 m eteldén ja 500 m lédnteen. Kuljettu matka muodostaa
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tasasivuisen suorakulmaisen kolmion. Piirretdén kuljetusta matkasta
mallikuva ja merkitddn lounaaseen kuljettua matkaa kirjaimella y.

500 m

R 1200 m
\
\
\
\
\
\
\
\
L |
| ///
500 m | L7
I s Y
e
|17z
¢

Ratkaistaan x Pythagoraan lauseella.

3> =500 + 500
y? =500 000

¥ =4/500000 taiy=-/500000

y=707,106... taiy=-707,106...

Koska hypotenuusan pituus on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain
y="707,106... = 700.

linan on kuljettava lounaaseen 700 m. Hén on télloin
1200 m + 500m =1700 m etdisyydelld ldhtopisteesta.

Vastaus: 700 metrid lounaaseen, 1700 metrin etdisyydelld
lahtopisteestd
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¢) Piirretddn a- ja b-kohdan tilanteet koordinaatistoon ja
mitataan sivujen pituudet.

I
I
|
1
I
' BE
! \
I \
1 \
I \
I \
1 \
17 1
1 \
1 \
\
pomoe E
7/
I Ve
7
) 7
1 7
1 7
A N 720711017
17
]

Koska koordinaatiston pituusyksikkd on 100 metrid, tulokset pitdd
vield kertoa luvulla 100.

Vastaus: —

169. Merkitdén toisen paitepisteen x-koordinaattia kirjaimella x ja
y-koordinaattia kirjaimella y.
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Keskipisteen x-koordinaatti on péétepisteiden keskiarvo, joten

saadaan yht&lo 4 ; X 0.

Ratkaistaan yhtélostd toisen péaatepisteen x-koordinaatti x.

4+x _ )
X0 |2

4+x=0
x=—4

Ratkaistaan vastaavasti toisen paitepisteen y-koordinaatti y.

3+y

a2

3+y=4
y=4-3

Toinen péétepiste on (—4, 1)

Vastaus: (4, 1)

SYVENNA YMMARRYSTA

170. Kolmiot ovat tasakylkisid, joten niiden korkeusjanat puolittavat kannat.
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Lasketaan kolmioiden korkeudet.

B3 =5
h12 :52_32
B =16

h =16 taih =-16
h =4  taih =-4

Koska korkeus /4 on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain /; = 4.

hl+4" =5
h22 :52 _42
nY=9

h, =9 taih, =—/9
h, =3  taih, =-3

Koska korkeus /%, on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain 4, = 3.
Lasketaan kolmioiden pinta-alat.

_ah_6-4 _ _ah_8-3_
A= 5 5 12 4, > 5 12
Pinta-alat ovat samat.

Vastaus: on totta
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171.

Piirretdéin mallikuva.
Merkitdan kolmion kannan pituutta 2x.
Talloin kylki on 2 - 2x = 4x.

4z 4z
Tasakylkisen kolmion korkeusjana jakaa h
kolmion kahteen yhtenevéén suorakulmaiseen
kolmioon. Muodostetaan lauseke kolmion
korkeudelle /# Pythagoraan lauseen avulla. 27 T
xr

h’+x* =(4x)
h?=16x>-x*
h* =15x7
h =+15x2 tai h =—15x?
ho=J15 x> taih =-/15 x>
h =15x tai h = —/15x

Koska korkeus / on positiivinen, ratkaisuksi kiy vain 4= h =+/15x.

Sijoitetaan saatu korkeuden lauseke kolmion pinta-alan laskukaavaan ja
ratkaistaan siité x.

_ah
A= 2
2

x=3,802... tai x=-3,802...

Koska x on positiivinen, ratkaisuksi kdy vain x = 3,802...
Kolmion korkeus on

h=-15x=+15-3,802..m=14,727.. m=15m.

Vastaus: 15 m
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172. a) Videossa https://vimeo.com/182676305/4be2154ala néytetiddn, miten
tehtévé voidaan ratkaista ohjelmalla.

Esimerkiksi:

Y Yy

2 I
ol/z¢5\675910 l23/°56789\'°\

Normaalit leikkaavat samassa pisteessa.

Ominaisuus séilyy, kun kolmion muotoa muutetaan. Kun kolmio on
tylppékulmainen, on normaalien leikkauspiste kolmion ulkopuolella.

Terdviakulmaisen kolmion normaalit leikkaavat kolmion sisdpuolella
olevassa pisteessa.

Vastaus: Normaalit leikkaavat samassa pisteessd. Piste on
teraviakulmaisessa kolmiossa kolmion sisédpuolella ja
tylppékulmaisessa kolmiossa kolmion ulkopuolella.

b) Videossa https://vimeo.com/182676372/3628ababab niytetdin, miten
tehtéivd voidaan ratkaista ohjelmalla.

Esimerkiksi:

Y Y

P
o 1 2 3 4 s 6 7 8 9 0 1 o 1 3 4 7‘/7 8 9 0 11
-1 -1
-2 /

Keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessé, joka on kolmion ympari
piirretyn ympyrén keskipiste.
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Ominaisuus sdilyy, kun kolmion muotoa muutetaan. Keskinormaalien
leikkauspiste on tylppakulmaisessa kolmiossa kolmion ulkopuolella ja
terdvakulmaisessa kolmiossa kolmion sisépuolella.

Vastaus: Keskinormaalien leikkauspiste on kolmion ympdri piirretyn
ympyrén keskipiste. Piste on terdvikulmaisessa kolmiossa kolmion
sisdpuolella ja tylppdkulmaisessa kolmiossa kolmion ulkopuolella.

Videossa https://vimeo.com/182676428/09468c0bb1 néytetiin, miten
tehtévé voidaan ratkaista ohjelmalla.

Esimerkiksi:
\ \
6 6
5 s
’ =
3 3
2 2
A .
0 1)
o 1 2 3 7 5 6 o 1 2 3 4 5 6 \7 8 9 10

Kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessé, joka on
kolmion siséédn piirretyn ympyréan keskipiste.

Kun muutetaan kolmion muotoa, ominaisuus séilyy.

Vastaus: Kulmanpuolittajien leikkauspiste on kolmion siséén piirretyn
ympyrén keskipiste. Ominaisuus séilyy.
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173.

Ratkaistaan ensimmaisen suorakulmaisen
kolmion hypotenuusan x pituus Pythagoraan
lauseella. 1

X =1P+1
=2
x=+J2

Koska sivu x on positiivinen, ratkaisuksi kidy vain x = V2.

Ratkaistaan toisen kolmion hypotenuusan y 1
pituus.

=P +(v2) ANAE
Y =1+2
y=i\/§

Koska sivu y on positiivinen, ratkaisuksi kiy vain y = /3.

Ratkaistaan kolmannen kolmion hypotenuusan z pituus. 1

=1+ (\/g )2

22 =1+43 .
z=+J4

Koska sivu z on positiivinen, ratkaisuksi kiy vain z =+/4.

Ensimmiisen kolmion hypotenuusa on v/2, toisen kolmion hypotenuusa
on +/3 ja kolmannen kolmion hypotenuusa on /4 .

Voidaan paitella, ettd hypotenuusan pituus on luvun "kolmion
jérjestysluku + 1" nelidjuuri.

Siis tuhannennen kolmion hypotenuusan pituus on v1001.

Vastaus: v1001
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174.  Todistetaan Pythagoraan lause oikeaksi oikean- ja vasemmanpuoleisen
nelidn pinta-alojen avulla.

b a
Nelididen sivut ovat a + b, joten niiden pinta-alat ovat yhtd suuret.

Muodostetaan pinta-alojen lausekkeet kuvioiden avulla.
Molemmissa nelidissé on neljd yhtenevid suorakulmaista kolmiota.

Oikeanpuoleisessa nelidssd on kolmioiden lisdksi kaksi pientd nelidité,
joiden sivut ovat a ja b. Ndiden pinta-alat ovat a® ja b°.

Oikeanpuoleisen nelion pinta-ala on

Aoikea:a2+b2+4 ' %b =a2+b2+2ab.

Vasemmanpuoleisessa neliossd on kolmioiden liséksi nelio,
jonka sivu on ¢ ja pinta-ala ¢*.

Vasemmanpuoleisen nelidn pinta-ala on

Avasen= C2 +4 - a—zb = C2 +2ab.

Asetetaan nelididen pinta-alat yhté suuriksi.
Aoikea= Avasen
a* + b* +2ab = ¢* +2ab
a’+ b =c?

Tamai on Pythagoraan lause.

Vastaus: —



