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Funktion kasvaminen ja viheneminen

Funktion kasvamista ja vahenemista voidaan tutkia
derivaatan avulla.

Esimerkki 1

Missa funktio f(x) = x3 - 3x2 - 9x - 1 on kasvava ja missa
vaheneva?

Ratkaisu

Derivoidaan funktio.

f'(x)=3x2-3-2x-9-1-0=3x2-6x-9
Ratkaisua voidaan jatkaa kahdella tavalla.
Tapa 1

Maaritetaan derivaattafunktion nollakohdat.

3x2-6x-9=0 a=3,b=-6jac=-9
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funktion f

Funktio on kasvava sielld, missa derivaatta f’(x) > 0.
Ratkaistaan epayhtalo laskentaohjelmalla.

3x2-6x-9>0

x<-1ltaix>3

Funktio on vaheneva siella, missa derivaatta f’(x) <O0.
Ratkaistaan epayhtalo laskentaohjelmalla.

3x2-6x-9<0

-1<x<3
Vastaus

Funktio on kasvava valeilld x<-1 ja x> 3 ja vaheneva valilla

-1<x<3.

Suurin ja pienin arvo

Funktion suurinta ja pieninta arvoa voidaan etsia
derivaatan avulla. Usein suurinta ja pieninta arvoa etsitaan

joltain valilta.

Esimerkki 2
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Mé&arita funktion f(x) = -x2 + 16x - 20 suurin ja pienin arvo
valilla5<x<10.
Ratkaisu
Derivoidaan funktio f(x).
f’(x)=-2x+16
Maaritetaan derivaattafunktion nollakohdat.
—2x+16=0

-2x=-16 | : (=2)
x=8

Derivaatan nollakohta x = 8 on tutkittavalla valilla.
Ratkaisua voidaan jatkaa kahdella tavalla.

Tapa 1

Polynomifunktio saa suljetulla valilla suurimman ja
pienimman arvonsa joko valin paatepisteessa tai valilla
olevassa derivaatan nollakohdassa. Lasketaan nama arvot.

f(5)=-52+16-5-20=35

f(10) = -10%+ 16 - 10 - 20 = 40
f(8)=-82+16-8-20=44
Arvoista suurin on 44 ja pienin 35.

Tapa 2
Laaditaan funktion f(x) kulkukaavio. Derivaattafunktion f

’(x) kuvaaja on laskeva suora.

Kulkukaavion perusteella funktion suurin arvo on
derivaatan nollakohdassa x = 8.

f(8) =-8%2+16-8-20=44
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{ion pienin arvo on joko kohdassa x =5 tai x = 10.

f(10) = -102 + 16-10-20=40

5 10
Aﬂ/)gista pienempi on 35.

7.\ _—r \

Vastaus

Funktion suurin arvo valilla 5 <x <10 on 44 ja pienin arvo
35.

Esimerkki 3

Alumiinilangasta valmistetaan elintarvikkeiden
hyonteissuojan rungoksi kuvan mukainen kehikko, jonka
paadyt ovat nelioita. Alumiinilankaa on kaytossa 2,2 m.
Miten kehikon mitat pitaa valita, jotta suojan tilavuus olisi
mahdollisimman suuri?

Ratkaisu

Merkitaan kehikon paatynelion sivun pituutta x:lla ja
kehikon leveytta y:lla. Kehikon tilavuus on

2

Vix)=Ap-h=x-y-x=x°.
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ayutta. Kogka alumijiilankap on

Esimerkki 4 mtmiSr/imman apyen-voi-sehuttasgderivoimalla,

y on ilmaistava x:

'I .I..éw . , _ 3 | r@ﬁﬁi&rﬁ[ o au.

98 friitiielaRadviikastaiiReiddikeroa?

lrimnbhee®gn simikohta. Jps kulkusuunta muuttuu
Ratkaisu 2,2 i .
vawepevasta kasvavaksi, on kyseessa minimikohta.
y=-bx+2,2 |[:2 o :
AR AR kohdassa on funktion aariarvo eli

||§1)|(§r_v9_;a| minimiarvo.

Vikamitesaamsdisrivaattafunktion nollakohdat
laskentaohjelmalla.

V(x) =x2(=3x +1,1) = -3x3 + 1,1x2.

3x2 -27=0 .
Selvitetaan, mitka x:n arvot ovat tassa tilanteessa

x=31talx== , o Lo
mahdollisia. Kumpikaan mitoista ei voi olla negatiivinen,

joteditanaanakaion Ax) kidkierjaisa ddaradktufurikbion f
ix%)l(«hj_\ﬁaﬁjg%n ylospain aukeava paraabeli.

1jelmalla.

f'(x) + — +

max min

REMASRRER B%kﬁ?t%@i RRhiTkitYR YR k0 on
amallayélin paatepiste.

gGJr?thr%%%gadaan joko valilla olevassa derivaatan
ollakohdassa tai valin jommassakummassa

ROSFEgEss 12 3] D iy s .

paatepisteessa. Lasketaan arvot laskentaohjelmalla.
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F(oktidlla on minimiarvo kohdassa x =3, ja se on
V(35 )= sroes =0,2190..

45 )~ 60 750
Wﬁ 33_—&7 -3+10=-44,
30 )

Suurimman ja pienimman arvon tutkimista varten

ﬁiirr_etéén_ laskentaohjelmalla funktion kuvaaja. Sen avulla
e}gkon tilayuus ﬁn suurin, kun x~ 0,244 (ﬂg Leveys on

voidaan myos tarkistaa saadut aariarvokohda

talloin -3-0,244+1,1=0,368 (m).

y A
160 +

140 T
120 1
100

80 +
60 T

f)

elion sivun pituus on 24 cm

Kuvaajan perusteella funktiolla ei ole suurinta tai pieninta
arvoa. Esimerkiksi funktion arvo f(7) = 164 on suurempi
kuin maksimiarvo 64 ja funktion arvo f(-7) = -144 pienempi
kuin minimiarvo -44.

Vastaus

Aariarvokohdat ovat maksimikohta x = -3, jossa
maksimiarvo on f(-3) = 64, ja minimikohta x = 3, jossa
minimiarvo on f(3) = -44. Funktiolla ei ole suurinta tai
pieninta arvoa.

tja aariarvot.
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Funktion kasvaminen ja viheneminen

e Funktio on kasvava valilla, jolla sen
kuvaaja nousee ylospain liikuttaessa
vasemmalta oikealle.

e Funktio on vaheneva valilla, jolla sen
kuvaaja laskee
alaspain liikuttaessa vasemmalta
oikealle.

Funktion kasvamista ja vahenemista
voidaan tutkia derivaatan avulla:

e Funktio f(x) on kasvava sellaisella valill3,
jossa derivaatta f’(x) > 0.
e Funktio f(x) on vaheneva sellaisella
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Funktion aariarvot

Funktion aariarvokohdissa funktion
kulkusuunta muuttuu. Adriarvokohta voi
olla maksimikohta tai minimikohta.

e Maksimikohdassa funktio muuttuu
kasvavasta vahenevaksi. Funktion arvoa
tallaisessa kohdassa kutsutaan
maksimiarvoksi.

¢ Minimikohdassa funktion muuttuu
vahenevasta kasvavaksi. Funktion arvoa
tallaisessa kohdassa kutsutaan

minimiarvoksi.

Funktion maksimiarvo ei valttamatta ole
funktion suurin arvo eikd minimiarvo

valttamatta ole pienin arvo.
yA

maksimiarvo

fx)

minimikohta

maksimikohta X

minimiarvo

Lukuvalien merkitseminen

Lukuvaleja voidaan merkita
epayhtalomerkkien tai hakasulkeiden
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valilla, jossa derivaatta f’(x) < 0. avulla. Esimerkiksi vali [1, 4] tarkoittaa

valia 1<x<4javali]2,oof valia x> 2.
Valilla saa olla yksittaisia kohtia, joissa

derivaatta on nolla. Tallaisia voivat olla
esimerkiksi valin paatepisteet.

Funktion suurin ja pienin arvo

e Funktion suurin tai pienin arvo voidaan
etsia derivaatan ja kulkukaavion avulla.

e Tyyppia a <x<b olevalla suljetulla valilla
funktion suurin ja pienin arvo on joko
valilla olevassa derivaatan
nollakohdassa tai jommassakummassa
valin paatepisteessa. Talloin
kulkukaaviota ei valttamatta tarvita,
vaan riittaa laskea kaikki nama arvot ja

valita niista suurin ja pienin.

LASKIMET JA LASKENTAOHJELMAT

» Funktion kulkukaavio voidaan piirtaa joko koejarjestelman
kaavaeditorin taulukkotoiminnolla (Array), piirto-ohjelmalla tai
laskentaohjelmalla. Koejarjestelman kaavaeditoria kdytettaessa
derivaattafunktion kuvaaja voidaan hahmotella jollain muulla
ohjelmalla tai kuvaajan muoto voidaan selittaa sanoin.

» Geometriaohjelman ja muiden laskentaohjelmien piirtotiloissa on
toiminto, joilla voidaan tarkistaa esimerkiksi lasketut suurimmat ja
pienimmat arvot. Toiminnon nimi voi olla esimerkiksi Adriarvot
(Turning Point) tai Maksimimipiste/Minimipiste (Maximum/Minimum).
Nama piirtotilan toiminnot antavat toisinaan vastaukset
pyoristettyina likiarvoina.

+ Joidenkin laskentaohjelmien laskentatilassa on myos funktion
suurimman ja pienimman arvon suorat maaritystoiminnot, jotka
antavat vastaukset tarkkoina arvoina. Toiminnot voivat olla
esimerkiksi fMax ja fMin. Ohjelmasta riippuen toiminnot antavat joko
pelkdn x:n arvon, jossa suurin tai pienin arvo saavutetaan tai x:n
arvon lisaksi kysytyn suurimman tai pienimman arvon.
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