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Esimerkki 1

Ihmisen pituus noudattaa normaalijakaumaa. Piia on 169
cm pitka ja Paavo 181 cm. Naisten keskipituus on 166 cm ja
keskihajonta 5,9 cm. Miesten keskipituus on 178 cm ja
keskihajonta 6,4 cm. Laske, kuinka monen keskihajonnan

verran
a) Paavon pituus poikkeaa miesten keskipituudesta
b) Piian pituus poikkeaa naisten keskipituudesta.
¢) Kumpi on suhteellisesti pidempi, Paavo vai Piia?

Ratkaisu

a) Paavon pituus poikkeaa miesten keskipituudesta

181 — 178

3 -
5 iy 0,46875 ~ 0,47 keskihajontaa.

b) Piian pituus poikkeaa naisten keskipituudesta

169 — 166

3 .
59 =59 ° 0,5084...~0,51 keskihajontaa.

c) Seka Paavo etta Piia ovat molemmat keskimaaraista
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pidempia. Koska Piian pituuden poikkeama keskiarvosta
on keskihajonnalla mitattuna suurempi kuin Paavon, Piia
on suhteellisesti pidempi kuin Paavo.

Vastaus

a) Paavon pituus on 0,47 keskihajontaa suurempi kuin
keskiarvo.

b) Piian pituus on 0,51 keskihajontaa suurempi kuin
keskiarvo.

c) Piia on suhteellisesti pidempi kuin Paavo.

Normitettu arvo ja normittaminen

Kun kahden eri satunnaismuuttujan arvot noudattavat
normaalijakaumaa, mutta niiden odotusarvot ja
keskihajonnat poikkeavat toisistaan, niita ei voida suoraan
verrata keskenaan. Muuttujien arvoja voidaan verrata, kun
lasketaan arvoja vastaavat normitetut arvot. Normitettu
arvo kertoo, kuinka monen keskihajonnan verran ja
kumpaan suuntaan muuttujan arvo poikkeaa
odotusarvosta. Normaalijakaumaa, jossa odotusarvo on 0
ja keskihajonta 1, kutsutaan normitetuksi

normaalijakaumaksi.

Positiivinen normitettu arvo tarkoittaa sita, etta
satunnaismuuttujan arvo on odotusarvoa suurempi.
Negatiivinen normitettu arvo tarkoittaa vastaavasti, etta
satunnaismuuttujan arvo on keskiarvoa pienempi.
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Normitettu arvo zon

missa

X on satunnaismuuttujan arvo

1 on odotusarvo

o on muuttujan arvojen keskihajonta.

Esimerkiksi normitettu arvo z = -1 tarkoittaa sita, etta
muuttujan arvo on yhden keskihajonnan verran pienempi
kuin odotusarvo.

Mikali normaalijakauman odotusarvoa tai keskihajontaa ei
tunneta, mutta jokin jakaumaan liittyva todennakoisyys
tunnetaan, odotusarvo tai keskihajonta voidaan usein
maarittaa normitetun normaalijakauman avulla.

Normitettujen arvojen avulla voidaan verrata toisiinsa
kahta samantyyppista jakaumaa myos silloin, kun ne eivat
ole normaalisti jakautuneita.

Esimerkki 2

Satunnaismuuttuja Z noudattaa normitettua
normaalijakaumaa. Maarita todennakoisyys
a)P(Z<1)

b) P(-1<Z<1)

c)P(Z>1).

Ratkaisu

Todennakoisyydet saadaan suoraan laskentaohjelmalla.
Normitetun normaalijakauman odotusarvoon =0 ja
keskihajontaono=1.

a) P(Z<1)=0,8413...~0,84

b) P(-1<7<1)=0,6826...~0,68
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Esimerkki 3
TodktaiBkdisyys gmaara rasi p\Rattaa likimain
ap0OrBdalijakaur j @skiajonta on 19. Maarita

i At tkktfen maara on

o] A8 tEKaHmMaarg ] $ave, ¢
cpBjbEaEn 1 007 tolendakaisyydalla 6,06

Ratkaisu

Ratkaistaan odotusarvo jakaumalle, jossa 6 % arvoista on
vahintaan 1 007.

Laskentaohjelmat eivat yleensa laske suoraan odotusarvoa
muiden tietojen perusteella. Selvitetaan odotusarvo
normitetun normaalijakauman avulla.

Syotetaan laskentaohjelmaan odotusarvo 0 ja keskihajonta
1.

Selvitetaan laskentaohjelmalla normitetun
satunnaismuuttujan arvo a, jolle P(Z>a) = 0,06.

Saadaana=1,554773... ~1,5548.

Tapa 1

Yhtalon voi ratkaista myos
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Kaytetaan normituskaavaa.

X~ H
(o

= 1,5548 | - 19
1007 — y = 29,5412

—pu = 29,5412 — 1 007
~977,4588 | :(=1)
977,4588 ~ 977

I
= T
o

Tapa 2

Lisataan odotusarvoon keskihajonta 1,5548-kertaisena ja
muodostetaan yhtalo. Ratkaistaan yhtalosta p.

u + 1,5546 - 19 = 1 007
u + 29,5412 = 1 007

y = 1007 — 29,5412

u = 977,4588 =~ 977

Vastaus

Cocktailtikkujen lukumaaran odotusarvo on 977.

laskentaohjelmalla.
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Esimerkki 4

a) Satunnaismuuttuja noudattaa normitettua
normaalijakaumaa. Maarita odotusarvon suhteen
symmetrinen vali, jolla satunnaismuuttujan arvo on
todennakaoisyydella 95 %.

b) Tuotannossa pakkauksen painon odotusarvo on 5 kg ja
keskihajonta 100 g. Pakkauksista poistetaan ne 5 %, joiden
paino poikkeaa eniten keskipainosta. Mitka ovat ne
painorajat, jotka johtavat pakkauksen hyvaksyntaan?

Ratkaisu

a) Jakauma on symmetrinen, joten valin ulkopuolelle jaa
100 % - 95 % =5 % jakaumasta. Se jakautuu tasan valin
kummallekin puolelle eli molemmille puolille jaa 2,5 %.

Syotetaan laskentaohjelmaan odotusarvo p =0 ja
keskihajonta o = 1.

Selvitetaan satunnaismuuttujan arvo a eli valin alaraja
laskentaohjelmalla, kun alarajan vasemmalle puolelle
jaava todennakoisyys on 0,025.

P(Z <-1,96) = 0,025, joten a = -1,96.

I
4 3 2 -1 0 1 2 3 4

-1,96

Selvitetaan satunnaismuuttujan arvo b eli valin ylaraja
laskentaohjelmalla, kun ylarajan oikealle puolelle jaava
todennakaoisyys on 0,025.

P(Z>1,96) = 0,025, joten b = 1,96.
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Esimerkki 5 , etta norp

poikkeaa od8tezar
Suomalaisista 5®
verran.

aalijakaumassa 95 % arvoistz6) =

intaan 1,96 keskihajonnan
Jinkielendan ruotsia.

Kyselytutkimu arvottiin 800 suomalaista.
cliiataigsa on
mtje%lleedae%ela%au&@ra%ehh]wﬂaé[b@m ka@tta maklgauksen
p)ab‘m@nm;h’dmﬂgn’aataan 1,96 hajgnnan etaisyydelle
kesloamvastijakaumaa, jonka tunnuslukuina ovat

binomijakauman odotusarvo ja keskihajonta.
1,96 - 100 = 196 ~ 200 (g)

Ratkaisu
Alaraja sallitulle painolle on

ik it kgatdnd ismuuttuja on kyselyyn valikoituneiden

ruotsia aidinkielenaan puhuvien maara X.
Ylaraja sallitulle painolle on

5k didddgrEsa kgotsia puhuvien maara otoksessa
noudattaa binomijakaumaa, jonka parametrit ovat n =800

japE8s.

%Fyéc’ Vasﬁgr?t%o n?aznftc}d%ersl k0|snyJakaum|sta

Bl tﬁ%%’%?apsay‘éaeé‘asnrbga AR b8 B adn.

K8adaan P(30 < X< 50) = 0,9124... ~ 0.91.

b) Maaritetaan binomijakauman odotusarvo ja
keskihajonta joko laskentaohjelmalla tai laskukaavojen

avulla.

Odotusarvo on
1 =np=800-0,05=40.

Keskihajonta on

o=+/npq =./800 - 0,05 - (1 — 0,05) =6,16441... ~6,164.

Valitaan laskentaohjelman todennakdisyysjakaumista
normaalijakauma ja syotetaan odotusarvo ja keskihajonta
ohjelmaan. Saadaan P(30 <X <50) =0,8952... ~ 0,90.

Kuva havainnollistaa, kuinka normaalijakauma mukailee

binomijakaumaa.
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Avainkasitteet

« normitettu arvo
« normitettu normaalijakauma
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