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Esimerkki 1

Kuvassa on funktion f(x) kuvaaja valilla 0 <x <.

yl\
5__

a) Maarita funktion f(x) derivaatan nollakohdat.
** ka on funktion suurin arvo tarkasteluvalilla? Milla
cujan x arvolla funktio saa suurimman arvonsa?
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c) Mika on funktion pienin arvo tarkasteluvalilla? Milla

muuttujan x arvolla funktio saa pienimman arvonsa?

d) Mita erityista on niissa muuttujan x arvoissa, joilla

funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa?

Ratkaisu

yl\
5__

a) Derivaatan nollakohdat ovat x =1 ja x = 4.

b) Funktion suurin arvo tarkasteluvalilla on 5, ja funktio saa
sen kohdassa x = 6.

c¢) Funktion pienin arvo tarkasteluvalilla on -3, ja funktio
saa sen kohdassa x = 4.

d) Kohta x = 6, jossa funktio saa suurimman arvonsa, on
tarkasteluvalin toinen paatepiste. Kohta x = 4, jossa funktio
saa pienimman arvonsa, on toinen derivaatan

nollakohdista.

Funktion suurin ja pienin arvo

.iolla f(x) on suurin arvo kohdassa c, jos funktio ei
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missaan muussa kohdassa saa sita suurempaa arvoa.
Kuvassa funktion suurin arvo on f(c).

Funktiolla f(x) on pienin arvo kohdassa c, jos funktio ei

missaan muussa kohdassa saa sita pienempaa arvoa.
Kuvassa funktion pienin arvo on f(c).

Funktio voi saada suurimman tai pienimman arvon
useassa tai ei yhdessakaan kohdassa. Kuvassa funktiolla on
suurin arvo kahdessa kohdassa. Pieninta arvoa silla ei ole

lainkaan.

Polynomifunktion suurin ja pienin
arvo suljetulla valilla

Suljetuksi valiksi sanotaan muotoa a <x<b olevaa valia,
jossa molemmat paatepisteet ovat mukana. Suljettu vali
voidaan merkita myos [a, b].

Polynomifunktiolla f(x) on suljetulla valilla aina suurin arvo
ja pienin arvo. Ne ovat joko valin paatepisteessa tai valilla
olevassa derivaatan nollakohdassa. Suurin ja pienin arvo
voidaan selvittaa laskennallisesti seuraavalla tavalla:

1. Derivoidaan funktio f(x).

2. Maaritetaan derivaatan nollakohdat.

3. Lasketaan funktion f(x) arvo valin paatepisteissa ja
derivaatan nollakohdissa. Naista arvoista suurin on
funktion suurin arvo ja pienin funktion pienin arvo
tarkasteluvalilla.

Toinen mahdollinen tapa selvittaa polynomifunktion
suurin ja pienin arvo suljetulla valilla on laatia funktion
kulkukaavio, rajata se tarkasteluvalille ja maarittaa arvot
kulkukaavion avulla.
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Kulkukaaviosta nahdaan, etta funktidl{a bopienin arvo

valilla -1 <x<4 kohdassa x= 1. Pi

-lja4.

na

valilld -1 <x <4 jpko kohdassa x = -1 taikohdassa x = 4.
Lasketaan molemmat arvot.

1) — +
;}—15- =1)2=2-

Néjaritétadn derbraatan nollakohdat.

—~

Roska18 on arvoista suurempi, se on funktion suurin arvo

valilla -1<x<4.
2=2]:2

E Vastaus kannattaa tarkistaa piirtdmalla funktion f(x) kuvaaja.

. Ohjelmissa on yleensa kuvaajan analysointitoiminto suurimman ja
E pienimman arvon maarittamiseen valilla. Pelkka kuvaajasta luettu
. vastaus ei kuitenkaan ole riittava, ellei tehtdvda nimenomaan

E pyydeta ratkaisemaan kuvaajan tai ohjelman avulla.

Vastaus

Basiénanvearklid rafieatncvitid -1 < x < 4 paatepisteissa
seka valilla olevassa derivaatan nollakohdassa. Suurin ja

Esimerkki 3 vat ndiden arvojen joukossa.

—1\2_ 5.
firshrts e dn(rdd £ 528 3x2 - 36x suurin arvo valilla [-3,
6].
f(4)=42-2-4+5=13

Ratkaisu
f1)=14-2-1+5=4
Vali [-3, 6] on epayhtalomerkein ilmaistuna -3 <x <6.
Funktion suurin arvo valilla -1 <x<4 on 13 ja pienin arvo 4.
Derivoidaan funktio f(x).
Tapa 2

f’(x) = 6x2 - 6x - 36
"~ 'itaan funktion f(x) kulkukaavio. Derivaattafunktion f

Aardfnadeniouaexa sodlekohdat laskentaohjelmalla.

-

' Koska funktion arvoa tutkitaan valilld -1 <x <4, E
1,aVOON 1 kulkukaavioon lisataan myds vélin patepisteet |
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6x%2-6x-36=0
x=-2taix=3

Molemmat derivaatan nollakohdat ovat tarkasteltavalla
valilla [-3, 6].

Lasketaan funktion f(x) arvo valin [-3, 6] paatepisteissa
seka valilla olevissa derivaatan nollakohdissa.
Laskentaohjelmalla saadaan

f(-3) =27 f(-2) = 44
f(6) = 108 f(3) = -81.

Naista arvoista suurin on 108, joka on funktion suurin arvo
valilla [-3, 6].

Vastaus

Suurin arvo on 108.

Esimerkki 4

Maarita laskentaohjelman avulla vakiolle a sellainen arvo,
etta funktion g(x) pienin arvo valilla [-1, 3] on -8. Perustele
tulos laskennallisesti.

Piirretaan funktion g(x) kuvaaja geometria- tai
laskentaohjelmalla ja luodaan vakiolle a liukusaadin.
Kuvaan on merkitty tarkasteluvalin paatepisteet.

Vakion @ muuttaminen nostaa ja laskee kuvaajaa, mutta ei
muuta sen muotoa. Funktio saa aina pienimman arvonsa

tarkasteluvalilla kohdassa x = -1.

Muutetaan vakion a arvoa niin, ettd g(-1) = -8.
saatimen asetuksia (rajat ja askel) voidaan joutua

) .(tamaan.
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Ohjelmaramufaan plenin arvo valilla [-1, 3] dn -8, kun g = ) o o :
= ' Funktion kuvaajan voi piirtdad myos pelkastaan :
<5725 © 40 . valilla [-1, 3]. Toiminto voi olla ohjelmasta :
' riippuen esimerkiksi :
A 1 1 :
a=-525 y - Funktio(7x* + X% — 2x% + a,-1,3)tai ;
F\ A1 1 1
\.’ (x) >0 ' piocemise (- x® + x3 92 i
g ! P/ecerse(Zx + x° —-2x° + a,-1<x<3). .
20 T : :
10+

-12 -10 -8

Laskennallisessa perustelussa taytyy varmistaa, etta
ohjelmasta saatu vakion a arvo on tarkka eika pelkka
likiarvo. Lisaksi pitaa perustella, miksi pienin arvo saadaan
juuri valin alkupisteessa x = -1.

Derivoidaan funktio g(x).

g’ (x) =x3 +3x2 - 4x

Maaritetaan derivaatan nollakohdat laskentaohjelmalla.
x3+3x2-4x=0

x=-4taix=0taix=1

Derivaatan nollakohdista vain x=0 ja x = 1 kuuluvat
tarkasteluvalille [-1, 3].

Lasketaan funktion g(x) arvo valin paatepisteissa seka
valilla olevissa derivaatan nollakohdissa laskentaohjelman
avulla.
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Arvoista pienin on se, jossa vakiota a edeltava luku on

pienin. Tama on arvo

Koska pienimman arvon pitaa olla -8, vakion a arvo

saadaan yhtalon avulla.
Ohjelmasta saatu vakion a arvo oli siis tarkka.
Vastaus

a=-5,25

Polynomifunktion yleinen suurin ja
pienin arvo

Jos tarkastelua ei ole rajattu suljetulle valille,
polynomifunktiolla ei valttamatta ole suurinta arvoa,

pieninta arvoa tai kumpaakaan.

Toisen asteen polynomifunktiolla on aina joko suurin arvo
tai pienin arvo, mutta ei molempia.

¢ Jos funktion kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli,
funktiolla on pienin arvo, mutta ei suurinta arvoa.

e Jos funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli,
funktiolla on suurin arvo, mutta ei pieninta arvoa.

Jos tarkastelua ei ole rajattu suljetulle valille, toisen asteen
polynomifunktion suurin tai pienin arvo perustellaan joko
kulkukaaviolla tai kuvaajan muodon avulla.

Kolmannen asteen polynomifunktiolla ei ole koskaan
suurinta eika pieninta arvoa, ellei tarkastelua rajoiteta

jollekin valille.

arkki 5
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Maarita funktion f(x) = 3x% — 12x + 6 suurin ja pienin arvo, jos
ne ovat olemassa.

Ratkaisu

-unkti pienin arvo derivaatan avulla.

ﬁifﬁlﬁd‘aén funktio f{»

P

Maaritetaan derivaatan nollakohdat.

6x-12=0
6x=12|:6
xX=2

Ratkaisua voidaan jatkaa kahdella eri tavalla.
Tapa 1

Laaditaan funktion kulkukaavio. Derivaattafunktion f ’(x)

kuvaaja on nouseva suora.

Kulkukaavion perusteella funktio saa pienimman arvonsa
kohdassa x = 2.

f2)=3-22-12-2+6=-6
Tapa 2

Funktion kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli. Funktion
pienin arvo on kuvaajan huipun kohdalla.

H--*un x-koordinaatti on derivaatan nollakohta x = 2.
ion pienin arvo on huipun y-koordinaatti eli funktion

f'C0
3]

5.9.2022 klo 13.12



Digiedita

9/10

https://shop.edita.fi/digikirja/summa7#3(20)Derivaatta(20)ja(20)funkti...

arvo kohdassa x = 2.
f2)=3-22-12-2+6=-6
Vastaus

Pienin arvo on -6, suurinta arvoa ei ole.

Esimerkki 6

Maarita funktion f(x) derivaatan suurin arvo.
Ratkaisu

Derivoidaan funktio f(x).

f(x) = -2x% + 12x

Koska tehtavana on selvittaa derivaattafunktion suurin
arvo, derivoidaan toistamiseen. Derivaattafunktion
derivaatan merkinta on f”’(x).

F(x)=-2-2x+12-1=-4x+12

Maaritetaan derivaattafunktion derivaatan f”’(x)
nollakohdat ratkaisemalla yhtalo f ’(x) = 0.

-4x+12=0
—4x=—12|:(—4)
x=3

Laaditaan derivaattafunktion f’(x) kulkukaavio. Funktion f

”’(x) kuvaaja on laskeva suora.

Kulkukaaviosta nahdaan, etta derivaattafunktion f’(x)

suurin arvo on kohdassa x = 3.

:-2-32+12-3=18

7'
\ )
_ X
3
1100 + -

J') _— T
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Saatu tulos kertoo, etta alkuperaisen funktion kuvaaja
nousee jyrkimmin kohdassa x = 3. Derivaattafunktion

suurin arvo 18 on funktion suurin kasvunopeus.

Vastaus

Derivaatan suurin arvo on 18.

Avainkasitteet:

e SuUurin arvo
s pienin arvo
« suljettu vali
« valin paatepiste
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