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g8) Taulukoidaan appletin avulla Viljan ja Viin6én kokonaissadst6ja.

Kuukausi Vilja (€) Viins (€)

j 1 40 20
2 85 44
3 135 72,8
12 810 791,61
13 910 969,93

Vainolla on 13. kuukautena siastdssi enemman rahaa kuin Viljalla.

Johdannossa laskettiin yhteen aritmeettisen ja geometrisen lukujonon
perakkaisii jasenid eli laskettiin aritmeettinen ja geometrinen summa.
Lukujonoja kasiteltiin moduulissa MAB2. Ohessa on kertausta lukujonojen

ominaisuuksista.

‘ ARITMEETTINEN LUKUJONO

" Lukujono on aritmeettinen, jos sen perikkiisten jisenten erotus d
on vakio.
J. Erotuslukuond=a, 1 —a,.
Aritmeettisen lukujonon yleinen jisen ona, =a; +(n—1) - d.
Aritmeettisen lukujonon n:n ensimmaisen jasenen summa on

i n-(a,+a
S, =a,+a,+...+a, =-(—12-—L).

GEOMETRINEN LUKUJONO

Lukujono on geometrinen, jos sen perikkaisten jasenten suhde q

on vakio.

an+1

Suhdeluku on g= T

n
Geometrisen lukujonon yleinen jisen ona, =a; - q"~ L
Geometrisen lukujonon n:n ensimmaisen jisenen summa on
n
a, (1-4")
7=

Josg=1,summaonS,=n-a.

S,=a,ta,+...+a,= ,josq#1.

1.1 Aritimeettinen ja geometrinen lukujono sekd niiden summat 1
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‘ Aritmeettinen lukujono atkaa 4, 7, 10, ...

| a) Madrita lukujonon yleinen jasen ja laske 20. jasen ay,.

| b) Laske lukujonon 20 ensimmadisen jisenen summa.

| ¢) Kuinka monta jasenti lukujonon alusta lihtien on laskettava yhteen,

jotta summa on 14257

Ratkaisu a) Lukujonon ensimmainen jasen on a; = 4 ja erotusluku d saadaan kahden
perikkiisen jisenen erotuksena.
d=ay—ay=7—-4=3
Sijoitetaan ensimmainen jasen ja erotusluku aritmeettisen lukujonon
yleisen jasenen lausekkeeseen ja sievennetdin.
a,=a;+(m—-1)-d=4+(n-1)-3=4+3n-3=3n+1

Lukujonon yleinen jasenona,=3n+1ja
20.jasen on agg=3-20+1=61.

h) Summan ensimmaiinen yhteenlaskettava on a; = 4 ja yhteenlaskettavien
lukumaara n = 20. Viimeinen yhteenlaskettava eli 20. jisen on a-kohdan

mukaan a,( = 61. Sijoitetaan tiedot aritmeettisen summan lausekkeeseen

_n-(a;+a,)
S, ===
20-(4+61
Summa on S,, = —(2—)= 650.
c) Tapat

Summan ensimmainen yhteenlaskettava on a; = 4. Yhteenlaskettavien

lukumi4rad n ei tiedets, joten viimeisen yhteenlaskettavan lauseke on

a-kohdan mukaan a, = 3n + 1. Lasketaan, kuin monta yhteenlaskettavaa

! tulee olla, jotta summa on 1425. Muodostetaan aritmeettisen summan

I avulla yhtalo ja ratkaistaan siitd n, kun S, = 1425, a; =4 jaa,=3n+1.
(4+3n+1

| 1495 SEFECHI — )

Yhtilon ratkaisuksi saadaan ohjelmalla n =—31,666... ja n = 30.
Jarjestysluvun on oltava positiivinen kokonaisluku, joten ratkaisuksi

kelpaa vain n=30.

On laskettava yhteen lukujonon 30 ensimmaistd jdsentd, jotta summa
on 1425.

12 1 Talietuksia




Tapa 2
Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon jasenis yhteen, kunnes
summa on 1425,

E A B c Solussa B2 on luku 4.
1 Jarjestysluku Jasen Summa
2 1 4 4
3 2 7 " Solussa B3 on kaava =B2+3.
4 3 10 21
5 4 13 34 Solussa C2 on kaava =B2.
30 29 88 1334 Solussa C3 on kaava =C2+B3.
31 30 91 1425
32 31 94 1519

Taulukosta nahdain, ettd summa on 1425, kun lukujonon

30 ensimmaista jasentd on laskettu yhteen.

@ Videossa niytetain, miten yhteenlaskettavien lukumaira voidaan

maarittaa taulukkolaskentaohjelmalla.

Geometrinen lukujono alkaa 2800, 2100, 1575, ...

a) Madirita lukujonon yleinen jisen ja laske 7. jasen ay.

b) Laske lukujonon 7 ensimmiisen jasenen summa kokonaislukujen
tarkkuudella.

¢) Kuinka monta jasenta lukujonon alusta lihtien on laskettava yhteen,
jotta summa ylittai 11 000?

Ratkaisu a) Lukujonon ensimmiinen jasen on a; = 2800 ja suhdeluku g saadaan
kahden perikkiisen jisenen osamaarana.

a, _ 2100
== —= 7
9= ~ 2800 70

Sijoitetaan lukujonon ensimmainen jisen ja suhdeluku geometrisen

lukujonon yleisen jisenen lausekkeeseen.
a,=aj-q"" +=2800-0,75" "1

Lukujonon yleinen jisen on a, = 2800 - 0,75"~ lia
7.jasen on a, = 2800 - 0,757 "1 = 2800 - 0,75° = 498,339...

a,-(1-q")

1-¢ ,kunn=7,a;=2800ja

h) Lasketaan geometrinen summa S, =
qg=0,75.
2800-(1-0,75")

1-0,75

Summaon S, = =9704,980...=9705.

1.1 Aritmeetitingn ja geometrinen tukujono sekd niiden summat 13
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c) Tapai

Lasketaan, kuinka monta yhteenlaskettavia tulee olla, jotta summa
ylittaa 11 000. Muodostetaan geometrisen summan avulla yhtalé ja
ratkaistaan siitd n, kun S,, =11 000, a; =2800 jag = 0,75.

2800-(1-0,75")

11 000=

1-0,75

Yhtilén ratkaisuksi saadaan ohjelmalla n=13,992...

Summan tulee ylittii 11 000, joten 13 yhteenlaskettavaa ei vield riita.

On siis laskettava yhteen lukujonon 14 ensimmaista jasentd.

Tapa 2

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon jaseni yhteen, kunnes

summa ylittai 11 000.

A B c
K Jarjestysluku Jasen Summa
2 1 2800 2800
3 2 2100 4300
4 3 1575 6475
5 4 1181,25 7656,25
14 13 88,69 10933,92
15 14 66,52 11000,44
16 15 49,89 11050,33

Solussa B2 on luku 2800.

Solussa B3 on kaava =B2*0,75.

Solussa C2 on kaava =B2.

Solussa C3 on kaava =C2+83.

Taulukosta nahdiin, ettid summa ylittaa 11 000, kun lukujonon

14 ensimmiisti jasenti on laskettu yhteen.

 ESIMERKKI 3

1 Talletuksia

Talletussaastimisessi talletuksia tehdaan usein saannéllisesti vuoden
kuluessa. Sainnollisissa talletuksissa talletuspaZioma on samansuuruinen ja
yuotuinen korkokanta jokaista talletusta kohden yhta suuri. Kun talletuksia
tehdain saannéllisesti yhden vuoden aikana, yksittaisten talletusten korot
muodostavat aritmeettisen lukujonon ja talletuspasoma yhdelta vuodelta

voidaan siten laskea aritmeettisella summalla.

Eliel tallettaa saastotililleen 50 euroa jokaisen kuukauden ensimmaisena
piivina kalenterivuoden ajan. Tilin nettokorkokanta on 1,20 %. Kuinka
paljon Elielin tilills on rahaa vuoden kuluttua ensimmaisesti talletuksesta?

Tilin korkotapana on 30/360.




Ratkaisu

Korkotapa 30/360
tarkoittaa, etta
jokainen kalenteri-
kuukausi lasketaan
30 korkopaivan
mittaiseksi, joten
vuosi jakautuu

12 yhtd suureen
osaan. Korkotapoihin
tutustuttiin
moduulissa MAB6.

Yksinkertainen korko
lasketaan kaavalla
r=kit.

Aritmeettinen
summa on
_n- (a1 +a, )
n 2 -

Eliel tallettaa tilille pazoman k = 50 € jokaisen kuukauden alussa.
Tarkastellaan tilannetta aikajanan avulla.
aikaa kulunut

1 vuosi

—

aikaa kulunut
1 kuukausi

1. talletus 2, talletus 3. talletus 4. talletus 1. talletus 12, talletus

5.-10. talletus

Ensimmainen talletus kasvaa korkoa 12 kuukautta, toinen 11 kuukautta ja
niin edelleen. Viimeinen eli 12. talletus kasvaa korkoa yhden kuukauden.
Tilin nettokorkokanta on 1,20 %, joka prosenttikertoimena oni=0,012.
Taulukoidaan talletuksille maksettavien korkojen miarii vuoden kuluttua
1. talletuksesta.

Korkoaika (idk) K?:f;ﬂ? t Talletukse]lre:;ic(s;)ttava korko
1. talletus 12 y 50-0,012-42=0,60
2. talletus 11 4 50-0,012-4=0,55
3. talletus 10 = 50-0,012-2=0,50
11. talletus 2 % 50.0,012-2=0,10
12. talletus 1 5y 50-0,012-=0,05

Talletuksille maksettavan koron miiri pienenee kuukausittain 0,05 eurolla
eli joka kuukausi yht4 paljon. Korot muodostavat siis aritmeettisen
lukujonon 0,60; 0,55; 0,50; ...; 0,10; 0,05, ja niiden summa on aritmeettinen

summa.

Yhteenlaskettavia on yhteensi n = 12, ensimmainen yhteenlaskettava on
a; = 0,60 ja viimeinen a5 = 0,05. Korkojen summa on
12-(0,60+0,05)
127 2

=3,90.

Eliel on tallettanut tilille 12 - 50 € = 600 € ja talletuksille maksetaan korkoa
yhteensi 3,90 €, joten Elielin tililla on vuoden kuluttua ensimmaisesta
talletuksesta 600 € + 3,90 € =603,90 €.

Videossa niytetiin, miten lukujonon jasenten summa voidaan laskea

taulukkolaskentaohjelmalla.

1.1 Aritmeettinen ja geametrinen lukujono seké niiden summat 15
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O 101

0 102.

O 103.

104.

105.

O 106.

1 Talletuksia

ALOITA PERUSTEISTA.

Laske aritmeettisen lukujonon 2, 17, 32, ...

a) erotusluku d ja yleinen jisen a,,

h) viideskymmenes jisen asg

¢) viidenkymmenen ensimmaiisen jisenen summa Ss.

Laske geometrisen lukujonon 7, =21, 63, ...

a) suhdeluku g ja yleinen jisen a,,

b) kymmenes jisen aqq

¢) kymmenen ensimmiisen jisenen summa S1q kokonaislukujen tarkkuudella.

Laske kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella lukujonon 8, 2, ... kahdentoista
ensimmaisen jasenen summa, kun lukujono on
a) aritmeettinen

h) geometrinen.

Tutkitaan aritmeettista lukujonoa 3, 8, 13, ...
a) Laske lukujonon viidentoista ensimmaisen jasenen summa.
b) Kuinka monta jisenti lukujonon alusta lihtien on laskettava yhteen,

jotta summa on 3667

Tutkitaan geometrista lukujonoa 1, 5, 25, ...

a) Laske lukujonon seitsemin ensimmaiisen jisenen summa.

b) Kuinka monta jasenti lukujonon alusta ldhtien on laskettava yhteen,
jotta summa on 12 207 0317

Okko pyysi aidiltdan palkkaa kotitdists siten, ettd ensimmaiisen paivan palkka
olisi 1 sentti, seuraavan piivan palkka 2 senttii, kolmannen paivan palkka

4 senttii ja niin edelleen siten, etti paivin palkka olisi aina kaksinkertainen
edellisen piivin palkkaan verrattuna.

a) Millaisen lukujonon paivapalkat muodostavat?

h) Kuinka suuri Okon paivapalkka olisi kahden viikon kuluttua?




167.

108.

109.

Kaupunki istuttaa erdani vuonna 30 puuta ja sen jalkeen joka vuosi 20 puuta

enemman kuin edellisen3 vuonna.

a) Millaisen lukujonon istutettavien puiden mairit muodostavat?

b) Kuinka monta puuta on istutettu 10 vuoden kuluttua yhteensa?

¢) Kuinka paljon kaupungin on budjetoitava rahaa 10 vuoden aikana, jos yksi
istutettava puuntaimi maksaa 350 euroa ja istutustyon hinta on 31 500 €
jokaista 10 taimea kohden?

Tehtaan tuotanto on alussa 4800 yksikké4 ja tuotannon vuosittaiseksi kasvuksi
oletetaan 12 %.

a) Millaisen lukujonon vuosittaiset tuotantomaariat muodostavat?

b) Kuinka suuri tuotanto on kahdeksan vuoden kuluttua?

¢) Kuinka suuri on kahdeksan ensimmaiisen vuoden kokonaistuotanto?

Uuden kahvilan viikoittaiset asiakasm&arit muodostavat geometrisen
lukujonon 700, 735, ... Kuinka monen viikon kuluttua kahvilassa on kaynyt

yli kymmenentuhatta asiakasta?

. Tilille tehdaan talletus vuoden ajan jokaisen kuukauden alussa. Tilin korkotapa

on 30/360. Laadi oheisen laskentataulukon avulla laskentataulukossa olevan

kuvan mukainen taulukko. Kuukausitalletuksen maara kirjoitetaan soluun A2 ja

korkokerroin soluun B2.

a) Kirjoita luku 1 soluun A5. Millainen komento kannattaa kirjoittaa soluun A6?
Tiydennd kaavan avulla sarakkeen A rivit 6-16.

h) Kirjoita luku 12 soluun B5. Millainen komento kannattaa kirjoittaa soluun B6?
Tiydenni kaavan avulla sarakkeen B rivit 6-16.

¢) Kirjoita komento "=B5/12” soluun C5 ja tiydenna sarakkeen C rivit 6-16.

d) Kirjoita komento "=$A$2*$B$2*C5” soluun D5. Komennossa $-merkit
sarakkeen ja rivin edessi lukitsevat viitatun solun. Tadydenna sarakkeen D
rivit 6-16.

e) Taydenni taulukko loppuun. Kuinka paljon tililli on rahaa vuoden kuluttua
ensimmaisesti talletuksesta, jos kuukausittaisen talletuksen suuruus on 70 €
ja tilin nettokorkokanta on 0,90 %? Enti4 kuinka paljon tililli on rahaa vuoden
kuluttua ensimmaisesta talletuksesta, jos talletuksen suuruus on 100 € ja
nettokorkokanta 2,50 %?

1.4 Aritmeettinen ja gesmeirinen lukujono sekd niiden summat
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| VAHVISTA 0SAAMISTA

m.

0 12.

13.

4.

115.

1186.

1 Talletuksia

Yhdista viitteet A-E summiin I-V.

Yhteenlaskettavia on kahdeksan.

Kahden perikkaisen yhteenlaskettavan erotus on —3.
Ensimmaiinen yhteenlaskettava on 1.

Kahden perikkiisen yhteenlaskettavan osamaira on —4.

m o o oo >

Viimeinen yhteenlaskettava on 12,8.

| -3+12-48+...—-12288 Il 5+7+..+17+19

0,2:(1-2") W s o 15-(-13-55)
1-2 = 2

M s,=

Pauli tallettaa saastotililleen 30 euroa jokaisen kuukauden ensimmaisend
paivini kalenterivuoden ajan. Tilin nettokorkokanta on 0,80 %.

Kuinka paljon Paulin tililli on rahaa vuoden kuluttua ensimmaiisestd
talletuksesta? Tilin korkotapana on 30/360.

Jenniina tallettaa koko kalenterivuoden ajan jokaisen kuukauden alussa 35 €
tilille, jonka nettokorkokanta on 2,87 %. Tutki taulukkolaskentaohjelman
avulla, kuinka paljon tililli on rahaa vuoden kuluttua ensimmaisestd
talletuksesta. Tilin korkotapa on 30/360.

Yrityksen investoinnin kustannukset olivat ensimmaiisena vuonna 56 400 €.
Kustannusten arvioidaan vihenevin vuosittain 7,5 %. Kuinka paljon
kustannuksia kertyy kuuden ensimmiisen vuoden aikana, jos arvio

pitda paikkansa?

Rakennuskustannusindeksi kuvaa rakennustéiden, rakennusmateriaalien
ja muiden rakennuskustannusten hintakehityksen suhteellista muutosta.
Indeksin pisteluku on nyt 103,86. Pisteluvun arvioidaan suurenevan
vuosittain kahdella pisteelld. Kuinka monta prosenttia nykyisti arvoa
suurempi pisteluku on kymmenen vuoden kuluttua, jos arvio

pitdi paikkansa?

Tuotetta myydaan ensimmaisen kuukauden aikana 8000 kappaletta.
Seuraavien kuukausien myynti on aina 10 % pienempi kuin edellisen
kuukauden myynti. Kuinka monen kuukauden kuluttua tuotetta on myyty
yhteensi 75 000 kappaletta?




VASTAUKSET

Alkutesti

AjaC
BjaC
A,CjaD
C
B,CjaD

&1 eptophe =

1 Talletuksia

101. @) d=15,4,=15n-13 b) a5y=737
€) Sso=18475
102. @) g=—-3,a,=7- (-3)""1 b) a;q=-137781
€) S;o=-103334
103. a) 5,,=-300 b} S;,=10,7
104. a) 5;5=570 h) 12jisenta
105. 2) S, =19531 b} 11jisents
106. a) geometrisen lukujonon 1, 2, 4, 8,16, 32, ...
h) 81,92 euroa
107. @) aritmeettisen lukujonon 30, 50, 70, 90, ...
b) 1200 puuta €) 4200000€
108. &) geometrisen lukujonon
4800, 5376, 6021, 6744, ...
b) 10 600 yksikkod €) 59 000 yksikkoi
109. 12 viikon kuluttua
110. a) komento=A5+1 b) komento=B5-1
c) - d) - e) 844,10€ja1216,25€
M. A:II, B: IV, C: V, D: Ija E: IIT
112. 361,56 euroa
113. 426,53 €
114. 280900¢€
115. 17%
116. 27 kuukauden kuluttua
117. a) 127 cm korkea b) 140 cm
118. a) 1080 polyhiukkasta 1) 4 kertaa
119. a) 320 euroa h) 635 euroa
120. a) 11. vuotena D) 16. vuotena
121. a) 31600 euroa h) 26 paivai
122. keinossa A; 0,25 euroa
123. 21 €
124. 8 viestikierroksen jalkeen
125. 115,58 euroa
126. 99,53 €
127. Kobolttivarannot riittivit vain 18 vuotta.
128. a) 33 kilogrammaa b) lihestyy 50 kilogrammaa

129.
130.

131.
132.

133.
134.
135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

a) 250,60€ h) 14,51 %

a) 1,025-kertaiseksi

b) vuodessa 307,50 euron suuruiseksi, kahdessa
vuodessa 315,19 euron suuruiseksi

a) 1,40 % b) 581,45 euron suuruiseksi

a) 5150,93 €

b) 5 vuoden kuluttua

€) 1183,70 €

14 264,23 euroa

A:TLB:ILC:1jaD: IV

a) viirin; 1,06

b) vasrin; suurempi euromairi

C) oikein

a) esim. Kuinka suureksi 600 euron padoma kasvaa
0,9 prosentin nettokorkokannalla seitsemassa
vuodessa?

B) esim. Miti rahasummaa neljin vuoden kuluttua
maksettava 700 euroa vastaa nykyrahassa, kun
kaytetdan 3 prosentin korkokantaa?

Tililli rahaa (€)
404,48
409,01
413,59
418,22
422,91
427,64
432,43
437,28
442,17

10 447,13

Vuosi

W e N U R WN

a) K =800 euroa, g=1,0255jan=2

b) k=760,71 euroa

a) k=10 euroa, K=10,61 euroajan=3

b) 10,61=10-¢% q=1,0199

c) 1,99 %

a) a,="700-1,038"

b} n=7; Piioma on 7 vuoden kuluttua 900 euroa.

a) Kuinka suuri alkupadoma kasvaa 7 vuodessa
25 000 euroon, kun tilin nettokorkokanta on
2%?k=21764

h) Kuinka suuri tilin nettokorkokannan tulisi olla,
jotta 400 euron talletus kasvaisi 8 vuodessa
560 euron suuruiseksi? g = 1,0430
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