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Vuonna 1949 Edwardsin len-
totukikohdassa Kaliforniassa
Northrop Aircraft teki eversti
Stappin maaraamia torma-
yskokeita. Kokeiden toimek-
sianto oli saatu ilmailuldake-
tieteen laboratoriolta, jossa
suunnitteluinsin6érina toimi
kapteeni Ed Murphy. Eraa-
seen laitteeseen tuli toimin-
tahairio, joka johtui teknikon
johdotusvirheesta. Teknikon
virheeseen turhautuneena
kapteeni Myrphy tokaisi: "Jos
sen voi tehda vaarin, niin han
tekee.” Northropin projekti-
paallikkd Nichols alkoi kutsua
kapteenin esittdmaa kom-
menttia Myrphyn laiksi.

Muutamia viikkoa myéhem-

min eversti Stapp kertoi
lehdistétilaisuudessa, etta

asti yleiseen

Jokainen on joutunut teke-
misiin Myrphyn lain kanssa.
Oletko kenties kokenut jota- voineet menna pieleen, mutta
kin seuraavista? jotka eivat menneet pieleen,
olisi loppujen lopuksi ollut

» Kun avaat radion, lempikap-  hyva, jos ne olisivatkin men-
paleesi on juuri loppumassa. neet pieleen.
* Mitéd kauemmin olet tehnyt

jotakin matematiikan tehta-

vaa, sitd varmemmin se on

vaarin.

« Jos satut soittamaan vaa-
radn numeroon, se ei ole
koskaan varattu.
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Todennakoisyyden maarittamine

yrphyn laista kiinnostunut tutkija halusi selvittaa, putoas leipa lattialle todennakdis
in. Han pudotti voileivan lattialle 100 kerta a 57 kertaa leipa putosi oli
etuksi tapahtuman todennakoi

oty

Voipuoli alaspain
putoamisia
Kaikkiaan pudotuksia

(1.) Kéytetddn hyviksi symmetriaa.

(2.) Suoritetaan kokeita tai tarkasteluja tietojen kerddmiseksi.




(3.) Katsotaan tapahtumia menneisyydesta.

(4.) Tehdéddn omakohtainen arvio.




Tehtavia

150.

Mitka vaittamista ovat oikeita? Todennakdisyys voidaan ilmoittaa
a) murtolukuna

b) desimaalilukuna

c) prosenttilukuna.

151.
Minka tavoista 1 — 4 otat avuksesi seuraavien todennakdisyyksien arvioinnissa?
Todennakaoisyys, etta

a) korttipakasta nostamasi kortti on dssa

b) luokasta satunnaisesti valittu oppilas on vasenkatinen
c) vastaan tulevalla ihmisella on silmalasit

d) hiihtolomalla on riittdvasti lunta hiihtamiseen

€) saat tikanheitossa viidella tikalla vahintaan 30.

152.

Minka tavoista 1 — 4 otat avuksesi seuraavien todennakdisyyksien arvioinnissa?
Todennakdisyys, etta

a) voitat lotossa

b) suomalainen juoksee 100 metrilla ensi kesana uuden maailmanennatyksen
c) kaverisi ei my6hasty yli viittd minuuttia sovitusta ajasta

d) keskusta saa eniten paikkoja uuteen hallitukseen.

153.

Keksi kaksi esimerkkia, joihin voit laskea todennakdisyyden tavan
a) 1 avulla

b) 2 avulla

c) 3 avulla

d) 4 avulla.
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154.

Ruletti on onnenpeli, johon kuuluva pydritettava rulettilevy on jaettu mustiin ja punaisiin 0 —36
numeroituihin ruutuihin. Pelinjohtaja heittda levyn pydrimissuuntaa vastakkaiseen suuntaan
pienen kuulan ja kohta johon kuula pysahtyy, osoittaa voittavan varin ja numeron. Pelissa voitot

vaihtelevat kaksinkertaisesta 36-kertaiseen. Pelista tuli sallittu Suomessa vuonna 1964.

Lassi, Leevi, Tea ja Vilma tutkivat todennakodisyyttd saada nolla toistamalla heittoja useita
kertoja perakkain. Seuraavassa taulukossa on heidan tuloksensa. Yksi pelaaja meni sekaisin

laskujensa kanssa. Kuka han todennakdisimmin oli?

pelaaja heittojen maara tulokseksi nolla todennakoisyys
Lassi 100 5 0,05
Leevi 200 7 0,035
Tea 500 24 0,048
Vilma 1000 27 0,027

155.

Heita kolikkoa 500 kertaa. Montako klaavaa arvioit saavasi? Vertaa arviotasi ja kokeilemalla
saamaasi tulosta.

Huom! Eurokolikoissa on seka euromaiden yhteinen puoli ettad kansallinen puoli. Kansallinen
puoli on nk. kruunapuoli, jossa on kaytetty kunkin maan aikaisemmissa kolikoissa kaytettyja

teemoja. Suomessa kruunapuolen aiheina on luonto ja leijona-aihe.

156.
Heita noppaa tuhat kertaa. Montako kuutosta arvioit saavasi? Vertaa arviotasi ja kokeilemalla

saamaasi tulosta.

157.
Selvita milld todennakoisyydellad nastaa heitettdessa karki jaa yldspain.

158.
Selvita, milla todennakdisyydella "kivi, paperi ja sakset” —pelissa henkild voittaa, jos han
joka kerta valitsee kiven, kun taas toinen pelaaja valitsee satunnaisesti jonkin kolmesta

vaihtoehdosta.
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Klassinen todennakois

dennakdisyyslaskenta sai alkunsa 1600-luvun Ranskassa maiset ongelmat ko
arrastamien uhkapelien voitto- ja tappiomahdollis en analysointia. |
yysl aytetddn muun muassa liikennes telussa, vakuutusale
, saaennusteiden laadinnassa, geenitutki 5sa ja taloustieteessa.

T

Todennékoisyys Satunnaisilmion

alkeistapauksiksi
symmetrisiksi

suotuisista

klassinen todennékéisyys:




mahdottomaksi

Esimerkki 1.

Esimerkki 2.




Tehtavia

159.
Miksi tapahtuman A todennakoisyytta merkitdan P(A)? Mista P kirjan tulee?

160.

Onko seuraavissa tapauksissa kyse satunnaisilmiosta?

a) Heitetdan noppaa ja tarkastellaan, montako kertaa noppaa on heitettava, etta pisteluvuksi
saadaan 3.

b) Kuumennetaan teraslankaa ja tarkastellaan, piteneekd lanka [Ammdn vaikutuksesta.

c) Ostetaan pussillinen viinirypaleita ja tarkastellaan sen hintaa.

d) Valitaan umpimahkaan luku ja tarkastellaan, onko se jaollinen kahdella.

161.
Minkalaisia alkeistapauksia kutsutaan symmetrisiksi?

162.
Luettele kaikki erilaiset tulosmahdollisuudet, kun
a) noppaa heitetaan kerran

b) kolikkoa heitetaan kaksi kertaa.

163.

Luettele kaikki suotuisat alkeistapahtumat nopanheiton tapahtumille. Saadaan
a) vahintaan 2

b) vahemman kuin 4

C) enintaan 3

d) vahintaan 2, mutta enintaan 5

164.

Heitetdan kolikkoa. Milla todennakoisyydella saadaan kruuna?
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165.
Avainnipussa on 9 avainta, joista kaksi sopii kotioven lukkoon. Milla todennakdisyydella nipusta

otettu avain on kotioven avain?

166.
Arpajaisissa on 2000 arpaa, joista 250 on voittoarpoja. Milla todennakoisyydella voitat, jos ostat
yhden arvan?

167.
Korttipakasta otetaan umpimahkaan yksi kortti. Mikd on todennédkoisyys, ettd se on assa tai

kuningas?

168.

Milla todennakdisyydella luokaltasi satunnaisesti valittu oppilas
a) on nimeltaan Anu

b) on poika

c) omistaa koiran?

169.
Noin joka kymmenes ihmisista on vasenkatinen. Montako vasenkatista voi olettaa olevan 500

henkildén joukossa?

170.

Kummalla lottoriveista on suurempi todennékoisyys voittaa lottoarvonnassa?
a)2,9,13, 18, 27, 29, 38

b)1,2,3,4,5,6,7

171.
Arpajaisissa on 20 voittoarpaa ja 580 tyhjaa arpaa. Milla todennakdisyydella ensimmaisena

ostettu arpa sisaltaa voiton?
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172.

Heitetdan noppaa. Milla todennakdisyydella saadaan pisteluvuksi
a)6

b) parillinen luku

) enintaan 57

173.

Korttipakasta, jossa on 52 korttia, nostetaan yksi kortti. Milla todennakdisyydella kortti on
a) ruutu

b) assa

) ruutu tai 8ssa?

174.
Noppaa heitetdan kerran. Laske todennakoisyys, etta pisteluvuksi saadaan
a) kolme

b) muu kuin kolme?

175.

Luvuista 1-15 valitaan umpimahkaan yksi luku. Milla todenndkoisyydella valittu luku on
a) parillinen

b) jaollinen viidella

c) jaollinen kolmella?

176.

Thomas, Matias ja Hernei:ifr_l. 4 5 6 7
. e lukumaara

Joona halusivat tietaa

todennakdisyydet Thomas 0 10 3 1

herneenpalkosta 16ytyvien

herneiden maarille. Kukin Matias 3 5 9 8

heista avasi 30 palkoa

seuraavin tuloksin: Joona 2 6 12 9
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a) Kirjoita jokaisen tutkimuksista erikseen saadut todennakoisyydet, ettd herneenpalkossa on 4,
5, 6, 7 tai 8 hernetta.

b) Yhdista tutkimustulokset ja muodosta niista vastaavat todennakodisyydet.

¢) Kuinka monta hernettd yhdessa palossa todennakdisimmin on?

177.

Rahapussissa on yksi kahden euron kolikko, kaksi euron kolikkoa, nelja 50 sentin kolikkoa,
viisi 20 sentin kolikkoa ja kolme 5 sentin kolikkoa. Milla todennakoisyydella rahapussista
umpimahkaan valittu kolikko on

a) 50 senttia

b) pienempi kuin 50 senttia

c) kaksivarinen?

178.

Jos Leeville sy6tetaan ottelussa jalkapallo, han saa potkaistua palloa todennakdisyydella 0,3
ja pukattua todennakoisyydella 0,1. Eraassa ottelussa Leeville tehdaan 120 syéttdéa. Kuinka
monta kertaa

a) Leevi todennakoisesti kayttaa ottelussa paataan pallon pukkaamiseen?

b) Leeviltd menee pallo ohi?

179.
Milla todennakdisyydella lausekkeen P(x) = 2x + 1 arvosta tulee suurempi kuin 10, kun x

maaraytyy heittamalla kerran noppaa?

180.

Oletetaan, ettd Suomen itsenaisyyspaiva (6.12.) on satunnaisesti eri viikonpaivina. Milla
todennakdisyydella itsenaisyyspaiva, joulupaiva (25.12.) ja tapaninpaiva (26.12.) sattuvat
samana vuonna kaikki arkipaiviksi maanantaista perjantaihin? (yo kevat 1977)
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Tilastollinen ja geomet
todennak01syys

+’f|-

Ratkaisu:

Tilastollinen todennékéisyys

f

tilastollinen todennékédisyys




Geometrinen todennékdisyys

Esimerkki 2.

Ratkaisu:

Jos Viola saapuu talla
valilla, han ei joudu
odottamaan

15.00 15.10 15.20 15.30 1540 1550 16.00

Tomas saapuu paikalle




Tehtavia

181.
Heitetdan noppaa. Milla todennakoisyydella silmaluvuksi saadaan 6? Miten voit tarkistaa
tuloksen tilastollisesti?

182.
Nastaa heitettiin 1000 kertaa ja naistd 620 kertaa karki jai yldspain. Laske tdman perusteella
todennakdisyys, ettd nastaa heitettdessa karki jaa ylospain.

183.

Golfpallo lyédaan
umpimahkaan kuvan
mukaiselle kentélle. Milla
todennakaoisyydella pallo
laskeutuu 5om
a) vesiesteeseen

b) hiekkaesteeseen

¢) muualle kuin vesiesteeseen

tai hiekkaesteeseen?

35m

184.
65 metria pitka vesiputki on mennyt tukkoon. Mik& on todennakoisyys, etta tukos on
ensimmaisen 5 metrin matkalla?

Q




185. arvosana lukumaara
Matematiikan kurssista annettiin 23 oppilaan luokassa oheisen 4 2
taulukon mukaiset arvosanat.
Milla todennakdisyydelld luokasta umpimahkaan valittu oppilas 5 2
sai arvosanaksi 5 3
a) hylatyn
b) paremman kuin seiskan 7 6
¢) vahintdan kuutosen? 8 5
9 4
186.
10 1
Heitetaan noppaa 5 000 kertaa. Montako

a) kolmosta,
b) parillista pistelukua on odotettavissa?

187.

Eraalla danestysalueella aanet jakautuivat kolmen puolueen kesken siten, ettd ensimmainen
puolue sai 890 aanta, toinen 1230 aanta ja kolmas 435 aanta. 560 aanioikeutettua jatti
aanestamatta. Mika on tdman perusteella todennakdisyys jattda aanestamatta seuraavissa

vaaleissa?

188.

Noppaa heitettiin 1000 kertaa ja saatiin seuraavat tulokset: Ykkdsia 175 kpl, kakkosia 154 kpl,
kolmosia 151 kpl, nelosia 176 kpl, viitosia 166 kpl ja kuutosia 178 kpl.

a) Laske pistelukujen suhteelliset osuudet.

b) Jos noppaa heitettaisiin 1 000 000 kertaa, niin mita lukuja pistelukujen suhteelliset osuudet

l&hestyvat?
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189.
Rannekellon paristosta loppuu virta satunnaisena ajankohtana. Milla todennakoisyydella virta
loppuu paivalla klo: 12.00 —15.007?

190.
Sinun on arvattava sinulle tuntemattoman suomalaisen henkilon sukunimi. Oikeasta

arvauksesta sinulle maksetaan 50 €. Mika nimi kannattaa sanoa?

191.
Tutkittaessa 800
leivanpaahtimen kestoikaa kestoika [vuosi] lukumaara
saatiin seuraava tulos.
- _— . alle 2 42
Milla todennakdisyydella
leivanpaahdin kestaa 2-4 68
a) alle 5 vuotta
_ 5-7 277
b) yli 8 vuotta
¢) ainakin kaksi vuotta? 8-10 331
yli 11 82

192.
Maapallon pinta-alasta maata on 1,48 - 10% km? ja vettd3,62 - 108 km?2. Milla todennakoisyydella
meteoriitti putoaa maahan?

193.
Metro lahtee asemalta kymmenen minuutin valein. Milld todennakdisyydellda asemalle

satunnaisesti saapunut henkil® joutuu odottamaan metron 1aht6a enintdan 5 minuuttia?
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194,

Kioski ottaa kesaksi myyntiin irtojaateloa. Valikoimaksi halutaan vaniljaa, mansikkaa, suklaa-
ta, lakritsia, kinuskipahkinaa ja mangomelonia. Viimevuonna vaniljaa osti joka viides, suklaata
joka kolmas, mansikkaa joka neljas ja lakritsaa joka kuudes. Kinuskia ja mangomelonia ei
edellisena kesana ollut myynnissa, mutta naapurikaupungissa halusi ostaja jompaa kumpaa
todennakdisyydella 0,1. Kauppias tilaa aluksi 100 litraa jaateloa.

Miten paljon kannattaa ottaa mitakin? Jaatelét myydaan viiden litran paketeissa.

195.
Onnenpyorassa on nelja voittosektoria, joiden kunkin keskuskulma on 15°. Milla

todennakdisyydella henkild voittaa yhdella pyéraytyksella?

196.

Bussi pysahtyy pysakille 20 yli ja 20 vaille tasatunnin. Pysahdys kestda 5 minuuttia. Marko, joka
ei tieda bussiaikatauluja, saapuu pysakille. Milla todennakoéisyydella

a) hanen ei tarvitse odottaa lainkaan bussia

b) han joutuu odottamaan enemman kuin 20 minuuttia

¢) han joutuu odottamaan vahemman kuin 10 minuuttia?

197.
Kivi heitetddan umpimahkaan ympyraan. Milla todennakoisyydella se osuu lahemmaksi ympyran
keskipistetta kuin kehaa? (yo kevat 1998)
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Malleja alkeistapausten
muodostamiseksi

syyksia laskettaessa on selvitettava suotuisten j ien alkeistapausten

Jos ksia on paljon, on niiden luettele tyolasta. Alkeistapauste

eksi onkin kehitetty erilaisia menetel

Esimerkki 1.

puudiagrammin

Housujen
lukumaara

:12

tuloperiaatteeksi. Paitojen
lukuméara

Kenkaparien
lukumaara




Esimerkki 2.

Esimerkki 3.

Ratkaisu:

Rivin 1.
henkilon valinta

Rivin 2.
henkilon valinta

Rivin 3.
henkilon valinta




Tehtavia

198.

Kadun varrella on kymmenen autopaikkaa. Monellako tavalla kymmenen autoa voidaan py-

sakoida kyseisille paikoille?

199.

Liisa ottaa matkalle mukaan hameen, housut ja kolme paitaa. Kuinka monta erilaista asuko-

konaisuutta niistd voi muodostaa?

200.

Montako erilaista Paaruokia:
ruokakokonaisuutta voidaan lihapullat
ruokalistan perusteella paistettu lohi
muodostaa? Kaikki ottavat pihvi

ainakin paaruuan ja perunat.

Ny
201. @

Milld todennakoisyydelld kahta noppaa heitettdessa
a) ainakin toinen on kuutonen

b) molemmilla saadaan sama pisteluku?

202.

Noppaa heitetdan kaksi kertaa. Milla todennakoisyydella

a) pistelukujen summa on 7
b) pistelukujen summa on ainakin 4
c) saadaan kaksi viitosta?

111
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muusi kasvikset
lohkoperunat salaatti
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203.

7 henkil6ad nousee pysakilta bussiin.

a) Monessako eri jarjestyksessa he voivat menna bussiin?

b) Milld todennakdisyydellad henkilét nousevat bussiin pituusjarjestyksessa (lyhin ensin)?

204.
Kolme henkil6d menee satunnaisesti jonoon. Milld todennakdisyydella he osuvat pituusjarjes-

tykseen?

205.
Tietotekniikassa yksi tavu muodostuu kahdeksasta bitista, jotka saavat arvoja 0 ja 1. Montako

erilaista tavua on olemassa?

206.
Internetin IP-osoitteet muodostuvat neljasta eri tavusta. Kuinka monta erilaista IP-osoitetta on

olemassa, kun osoitteet, jotka sisaltdvat joko pelkkia ykkosia tai pelkkid nollia on kielletty?

207.

Sanna aterioi meksikolaisessa ravintolassa. Ruokalistalla on 5 erilaista alkupalaa, 11 erilaista
paaruokaa ja 3 erilaista jalkiruokaa. Ateriaan kuuluu yksi laji kutakin.

a) Montako erilaista ateriakokonaisuutta Sannalla on valittavanaan?

b) Milla todennakdisyydella viereisessa pdydassa istuva henkild valitsee juuri samanlaisen

ateriakokonaisuuden kuin Sanna?

208.

8C-luokkaan tulee kolme uutta oppilasta. Matematiikan opettaja Makinen laskee nopeasti, etta
heidat voidaan sijoittaa vapaina oleviin paikkoihin 120 eri tavalla. Montako tyhjaa paikkaa

a) luokassa on ennen uusien oppilaiden tuloa

b) luokkaan jaa, kun uudet oppilaat sijoitetaan paikoilleen?
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209.

Kuinka monella eri tavalla henkilot voivat asettua pyérean pdydan ymparille, jos heita on

210.
Sahlyturnaukseen osallistuu 6 joukkuetta. Jokainen joukkue pelaa kerran jokaista joukkuetta

vastaan. Montako ottelua pelataan?

211.
12 lasta ryhtyvat pelaamaan lentopalloa ja joukkueet arvotaan. Milla todennakoisyydella Lasse
ja Maisa ovat samassa joukkueessa?

212.
Tanssiaisiin saapui yhtd monta miesta ja naista. Jokainen nainen tanssi kerran jokaisen miehen

kanssa. Moniko osallistui tanssiaisiin, kun tanssilattialla pyori kaikkiaan 64 eri tassiparia?

213.
Mik& on kahden nopan heitossa todennakdisin pistesumma? (yo syksy 1999)

214.

a) Kahta virheetdnta noppaa heitetdan kerran. Mik& on todennakoisyys, etta pistesumma on
suurempi kuin kahdeksan?

b) Kahta virheetdonta noppaa heitetaan kahdesti. Mika on todennakdisyys, etta kummallakin
kerralla pistesumma on suurempi kuin kahdeksan? (yo kevat 2004)
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215.

Kutsuilla on 10 avioparia. Jokainen lasnaolija kattelee jokaista muuta paitsi aviopuolisoaan.
Kuinka monta kattelya suoritetaan? (yo kevat 1998)

216.

Kun eraalla luokalla jokainen oppilas antoi valokuvansa jokaiselle luokkatoverilleen, vaihtoi 1122
valokuvaa omistajaa. Kuinka monta oppilasta luokalla oli? (yo kevat 1992)
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Annu ja Verneri suunnittelivat
haitdan ja olivat huolissaan,
jos jonkun haavieraan mat-
kapuhelin sattuu soimaan
vihkimisen aikana pilaten
tunnelman. He tiesivat, etta
todennakdisyys, ettei henkild
osaa laittaa matkapuhelin-
taan danettémalle on 1/100.
Niinpa Annu ja Verneri suun-
nittelivat ottavansa vihkimis-
tilaisuuteen mukaan oman
matkapuhelimensa, jossa on
uusi littymaja jonka numeroa
ei ole viela kukaan tieda ja
jattdvansa puhelimen aa-

net paalle. He laskivat, etta
talléin todennakoisyys, etta
kahdella henkildlla olisi puhe-
limessa aanet paalla, on vain
1/10000.

Kyseessa on yleinen toden-
nakoisyytta koskeva erehdys.
Jos kahdella toisistaan riip-
pumatto-malla tapauksella on
kummallakin todennakoisyys
1/100, niin niiden yhtaaikai-
sen toteutumisen todennakai-
syys kyllakin on 1/100 - 1/100
= 1/10000. Tassa tapaukses-
sa todennakdisyyslaskennan
kertosaantoa ei kuitenkaan
voi kayttaa, silla toinen (haa-
parin oma) matkapuhelin ei
enaa ole satunnaistapaus,

vaan varma tapaus. Tiede-

taan, etta matkapuhelin on
varmasti paalla ja tata puhe-
linta koskeva todennakoisyys
on siten yksi. Annu ja Verneri
eivat siis voi itse muuttaa sita
todennakdisyytta, etta yksi
sadasta jattaa puhelimeensa
aanet paalle. Todennakai-
syys, etta kahdella haavie-
raalla on matkapuhelimessa
aanet paalla, on tuo yksi
kymmenesta-tuhannesta.

Vastaava ongelma tulee esille
amerikkalaisessa Let's Make
a Deal -televisiovisailussa,
jonka ensilahetys oli vuonna
1963. Ongelma on nimet-

ty Monty Hall -ongelmaksi
ohjelman juontajan nimen
mukaan. Visailussa kilpailijan
on valittava yksi kolmesta
ovesta, joista yhden takana
on auto ja kahden takana
vuohi. Kun kilpailija on va-
linnut yhden oven, juontaja
paljastaa vuohen toisesta jal-
jella olevasta ovesta. Taman
jalkeen kilpailijalla on mahdol-
lisuus vaihtaa valitsemansa

ovi jaljelld olevaan oveen.
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Kannattaako kilpailijan vaih-

taa ovea?

Kun kilpailija valitsee yhden
oven, on hanella 1/3 to-
dennakdisyys voittaa auto.
Todennakoisyys, ettd auto
jaa juontajalle, on siten 2/3.
Kun juontaja avaa toisen
ovistaan, poistaa han taman
oven kokonaan todenna-
koisyyslaskennan piirista.
Kilpailija tietaa, ettei auto

ole kyseisen oven takana

ja todennakdisyyden satun-
naisuusvaatimus kumoutuu.
Todennékoisyydet jaettiin silla
hetkella, kun ensimmainen
ovi valittiin. Loppu on juon-
tajan silmankaantétemppua.
Edelleen todennakoisyys,
etta auto on juontajalla, on
2/3 ja koska hanella on enaa
yksi avaamaton ovi, on tama
koko todennakdisyys "siirty-
nyt” juontajan avaamattoman
oven taakse. Eli kannattaa
vaihtaa, koska kilpailijan
oman oven takana voitto on

todennakdisyydella 1/3.



T

Riippumattomien tape
kertosaanto x

umismahdollisuu

riippumattomia

Esimerkki 1.

Ensimmainen silmaluku saa
olla mika tahansa

Kolmen muun silmaluvun
on oltava samoja kuin
ensimmaisen




Esimerkki 2.

toisistaan riippumattomia

Ratkaisu:




Tehtavia

217.

Noppaa heitetaan viisi kertaa, milla todennakdoisyydella joka kerta saadaan pisteluvuksi 6?

218.

Kolikkoa heitetaan 10 kertaa. Milla todennakdisyydella joka kerta saadaan tulokseksi klaava?

219.
Korttipakasta nostetaan yksi kortti ja se laitetaan takaisin korttipakkaan. Milla todennakai-

syydella saadaan tdsmalleen sama kortti uudestaan?

220.

Laatikossa on nelja oranssia ja 3 violettia palloa. Laatikosta nostetaan kaksi palloa niin,
ettd ennen toisen pallon nostamista ensimmainen pallo palautetaan laatikkoon. Milla
todennakdisyydella molemmat pallot ovat

a) oransseja

b) violetteja?

221.
Kolikkoa heitetdan 8 kertaa. Milla todennakoisyydella joka kerta saadaan tulokseksi klaava?

222.
Persiljan siemenen itdmistodennakoisyys on 98 %. Milla todennakdisyydella 50 kylvetysta
siemenesta kaikki itavat?
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223.

Heitetdan kerran noppaa ja kolikkoa. Milla todennakoisyydella saadaan nelonen ja klaava?

224,

Suomen asukasluku on noin 5 200 000.

a) Monenko suomalaisen veriryhma on AB?

b) Milla todennakdisyydella suomalaisen veriryhma on A ja Rhesus-luokka Rh +?

225.
Heitetdan kahta noppaa. Milld todennakodisyydellda saadaan kaksi kuutosta?

226.
Heitetdan noppaa viisi kertaa. Milla todennakdisyydella saadaan joka kerralla sama pisteluku?

227.
Luokan oppilaista puolet oli tyttdja ja neljasosa vihreasilmaisia. Kuinka suuri osuus luokan
oppilaista oli vihreasilmaisia poikia, kun tiedetaan, ettd sukupuoli ja silmienvari ovat

riippumattomia ominaisuuksia?

228.
Kolikkoa on heitetty 10 kertaa ja tulokseksi on joka kerralla saatu klaava. Milla

todennakdisyydella seuraavakin heitto on klaava?

229.
Noppaa on heitetty jo nelja kertaa ja joka kerralla on pisteluvuksi saatu kolmonen. Milla
todennakdisyydella viidennellakin heitolla saadaan pisteluvuksi kolmonen?
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230.

Osallistut kilpailuun, jossa voit voittaa 100 €. Seteli on piilotettu yhden laatikon sisalle viidesta.
Jos valitset oikean laatikon, ovat rahat sinun. Kun olet laatikon valinnut, juontaja osoittaa yhden
jaljella olevista laatikoista tyhjaksi. Sinulla on mahdollisuus viela vaihtaa valintaasi. Kannattako

ja miksi?

231.
Suomessa syntyvista lapsista 51,3 % on poikia. Kuinka suurella todennakdisyydella

seitsenlapsisen Jukolan perheen kaikki lapset ovat poikia? (yo kevat 1993)

232.
Tietokonepelissa heitetdaan virheellistéd noppaa, jossa nopan silmalukujen todennakodisyydet ovat
suoraan verrannollisia silmalukuihin. Mitka ovat eri silmalukujen todennakodisyydet? Mika on

todennakdisyys saada kahdella heitolla kaksi kuutosta? (yo syksy 2001)
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g
Yleinen kertosaanto %

ikean lottorivin todennakoisyys saadaan lasketuksi kertc avulla. Lottonumerot o
uvia tapahtumia. Laskussa on itava, ettd samoja num a ei

ten seuraavaa numeroa valitta 2i mahdollisia numeroi ekaan

dellisessa vaiheessa.

-

Esimerkki 1.

Kulhossa on jaljella
enaa 5 palloa. Koska
ensimmaisella nostolla
saatiin punainen pallo,
on punaisia palloja
jaljella 3.







Tehtavia

233.
Jaakiekkopeli menee rangaistuslaukaisukilpailuksi. Ovatko maalinsaantiyritykset riippumattomia

vai riippuvia tapahtumia?

234.

Korttipakasta nostetaan kaksi korttia. Milla todennakoisyydelld molemmat ovat assia?

235.

Karkkipussissa on 12 mustaa ja 8 punaista karkkia. Pussista otetaan kaksi karkkia. Milla
todennakdisyydella ne molemmat ovat

a) mustia

b) punaisia?

236.

Laatikossa on 3 keltaista ja 4 punaista kuutiota. Ovatko tapahtumat riippumattomia vai
riippuvia? Laatikosta nostetaan kaksi kuutiota, niin ettd ennen toisen kuution nostamista
a) ensimmainen kuutio palautetaan takaisin laatikkoon

b) ensimmaista kuutiota ei palauteta laatikkoon.

237.
Korttipakassa nostetaan umpimahkaan nelja korttia. Milla todennakdisyydella kaikki saadut
kortit ovat mustia?

238.

Kokouksessa on 3 naista ja 5 miesta. Heidan joukostaan arvotaan puheenjohtaja ja sihteeri.
Milla todennakadisyydella molemmat heista ovat

a) naisia

b) miehia?
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239.

Laatikossa on nelja oranssia ja 3 violettia palloa. Laatikosta nostetaan yhta aikaa kaksi palloa.
Milla todennakdisyydella

a) molemmat pallot ovat oransseja

b) molemmat pallot ovat violetteja.

240.
Korissa on kahdeksan kissanpentua, joista 4 on naaraita ja 4 urosta. Pennuista otetaan

umpimahkaan nelja. Milla todennakoisyydella ne kaikki ovat uroksia?

241.
Luokassa on 15 poikaa ja 12 tyttda. Luokasta valitaan arpomalla kaksi oppilasta. Milla

todennakdisyydella molemmat ovat poikia?

242.

Korttipakasta nostetaan viisi korttia. Milla todennakdoisyydella ne ovat kaikki kuninkaita?

243.
Korissa on yhdeksan koiranpentua, joista 4 on naaraita ja 5 urosta. Pennuista otetaan

umpimahkaan viisi. Milld todennakoisyydella ne kaikki ovat uroksia?

244,
Milla todennakdisyydella lotossa saadaan yhdella rivilla 7 oikein?

245,
Diskettirasiassa on kymmenen diskettia ja niistd kolme on viallisia. Henkil6 ottaa rasiasta kaksi
diskettid. Laske milld todennakodisyydelld molemmat disketit ovat
a) viallisia
b) toimivia?
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246.
Kirpputorilla on myynnissa 10 ehjaa ja 2 rikkinaista radiota. Niista ostetaan umpimahkaan kaksi.
Milla todennakdisyydelld molemmat ovat
a) rikki

b) ehjia?

247.

Heitetaan kolmea noppaa.

Milla todennakdoisyydella kaikissa on eri pisteluvut?

Veikkauskuponki taytetaan umpimahkaan. Milla todennakdisyydella saadaan

a) 13 oikein
b) ei yhtdan oikein?

249.
Voiko yleista kertosaantda kuvata Venn-diagrammin avulla?

250.
Laatikossa on viisi korttia, joista kolmessa on kirjain M ja kahdessa kirjain A. Kortit poimitaan

poydalle umpimahkaisessa jarjestyksessa. Mika on todennakdisyys sille, etta syntyy sana
MAMMA? (yo syksy 1986)

251.

Sienikurssilla opetettiin tunnistamaan 78 erilaista sientd, joista kurssilainen oppi kuitenkin vain
49. Kuinka suurella todennakdisyydella han tunnisti oikein hanelle satunnaisesti esitetyt kuusi
erilaista kurssilla opetettua sientad? (yo syksy 1996)
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252.

Cub-kilpailu jarjestetaan siten, etta osallistujat arvotaan kullakin kierroksella pareiksi. Kukin
pari ottelee keskenaan, ja voittaja jatkaa seuraavalle kierrokselle, jolla taas arvotaan jaljella
olevat osallistujat pareiksi. Nain jatketaan, kunnes jaljellda on enada kaksi osallistujaa, jotka
ottelevat loppuottelun. Kilpailuun on ilmoittautunut 32 osallistujaa. Milla todennakoisyydella

loppuottelussa on kaksi parasta osallistujaa? (yo syksy 1998)
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Erillisten tapahtumien
yhteenlaskusaanto *

eenlasku.
ahdollisuuksia
opanheito

sti ei voida saada molempia, aista

N & a lasketaan akoisyys ta ka
tapauksesta jompikumpi esiintyy. Tapat
an - erillisiksi tapahtumiksi.

erillisid

Esimerkki 1.

Kertolasku- ja
yhteenlaskusaantdjen
soveltamisessa on
syyta olla tarkkana.
Laskusaantojen kayton
hahmottaminen helpottuu,
Esimerkki 2. kun tilanne kirjoitetaan
yksityiskohtaisesti paperille.
Ja-sanan kohdalla on
kyseessa kertolasku.
Tai-sanan kohdalla on

kyseessa yhteenlasku.




Esimerkki 3.

Ratkaisu:

Esimerkki 4.

Ratkaisu:




Tehtavia

253.
Perheessa on kaksi tyttoa. Milla todennakdisyydella perheeseen seuraavana syntyva lapsi on
tyttd tai poika?

254.
Keksi kolme esimerkkia erillisista tapahtumista.

255.
Heitetdan kolikkoa. Milla todennakdisyydellda saadaan kruuna tai klaava?

256.
Milla todennakdisyydelld satunnaisesti valittu henkilé on syntynyt maanantaina, tiistaina tai
keskiviikkona?

257.
Luokan oppilaista 5 % sai maantiedon kokeesta arvosanan 10 ja 17 % arvosanan 9. Milla

todennakdisyydella luokasta umpimahkaan valittu oppilas sai arvosanaksi 9 tai 10?

258.

Korttipakasta nostetaan yksi kortti. Milla todennakoisyydella kortti on pata tai risti?

259.
Eraan koulun oppilaista 15-vuotiaita on 30 % ja 14-vuotiaita on 40 %. Kuinka suuri osa
opiskelijoista on 14- tai 15-vuotiaita?
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260.

Heitetdan kerran noppaa. Milla todennakoisyydella pisteluvuksi tulee 1 tai 2?

261.

Heitetdan kerran noppaa. Milla todennakdoisyydella tulos on pariton?

262.
Luokan oppilaista 70 % on sinisilmaisia ja 10 % vihredsilmaisia. Milla todennakdisyydella

luokasta umpimahkaan valitulla oppilaalla on siniset tai vihreat silmat?

263.
Korttipakasta otetaan yksi kortti. Milla todennakoisyydella se on
a) jatka, kuningatar tai kuningas

b) musta kuningas tai punainen kuningatar?

264.

Laatikossa on sukkapareja seuraavasti: kolmet siniset, kuudet mustat, kahdet vihreat ja neljat
harmaat. Otat niistd umpimahkaan jotkut. Milla todennakdisyydella saat

a) mustat tai harmaat

b) siniset tai vihreat

c) jotkut muut kuin mustat?

265.
Milla todennakdisyydella luvuista 11— 19 umpimahkaan valittu luku on jaollinen kahdella tai
viidella?

266.
Noppaa heitetaan nelja kertaa. Laske todennakoisyys sille, ettda saadaan tasmalleen yksi

kakkonen.
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267.
Luokassa on 17 poikaa ja 21 tytt6a. Jarjestajia on aina kaksi kerrallaan ja ne valitaan arpomalla.

Milla todennakdisyydelld ensimmaisista jarjestajistad ainakin toinen on tytt6?

268.

Jos viisi lamppua kytketaan sarjaan, ei mikaan lamppu pala yhden lampun rikkoontuessa. Jos
viisi lamppua kytketdan puolestaan rinnakkain, ei yhden lampun rikkoontuminen esta muita
lamppuja palamasta. Lamput palavat todennakdisyydella 0,93 ja ei pala todennakoisyydella
0,07. Mika on todennakdisyys, etta

a) sarjaan kytketyt lamput palavat (piirrd myds kytkentéakaavio)

b) rinnakkain kytketyista lampuista ainakin yksi palaa (piirrd myds kytkentékaavio)?

269.

Viivin tydmatkalla on kahdet liikennevalot. Kokemus on osoittanut, ettd Viivin saapuessa
paikalle ensimmaisissa valoissa palaa punainen kolmena arkiaamuna ja seuraavissa kahtena
arkiaamuna. Mika on todennakoéisyys, etta Viivi joutuu pysahtymaan

a) ainakin toisissa valoissa

b) molemmissa valoissa?

270.
Mita mediaanilla tarkoitetaan todennakoisyysjakaumassa?

271.

Prinsessalla on kahdessa astiassa helmia. Toisessa on 50 aitoa helmea ja toisessa 50
muovihelmea. Kuningas on maarannyt, etta jokainen vieras saa Prinsessalta helmen. Vieras
joutuu ensiksi valitsemaan kummasta astiasta han aikoo helmen ottaa. Miten Prinsessan

kannattaa sekoittaa helmet, jotta vieras ottaisi todennakdisimmin muovihelmen?
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272.
Suomalaisten veriryhmajakauma on seuraava: A 44 %, B 17 %, AB 8 % ja O 31 %. Milla

todennakdisyydella puolisot kuuluvat samaan veriryhmaan? (yo syksy 1993)

273.

Sanan YLIOPPILAS kymmenesta kirjaimesta otetaan umpimahkaan kolme. Milla
todennakdisyydella

a) ensiksi otettu kirjain on vokaali

b) otetuista kirjaimista vain yksi on vokaali

c) otetuista kolmesta kirjaimesta voidaan muodostaa sana ILO? (yo kevat 2001)

274.

Koulusta myohastynyt oppilas mydhastyy seuraavanakin koulupaivana 30 prosentin
todennakdisyydelld. Jos oppilas on tullut ajoissa kouluun, hdn mydhastyy seuraavana
koulupaivana 10 prosentin todennakoisyydelld. Kuinka suuri on todennakoisyys, etta oppilas
tulee keskiviikkona ajoissa kouluun, jos han saman viikon maanantaina my6hastyi koulusta?
(yo kevat 1992)
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Vastatapahtuma *

s kaikkien suotuisien alkeistapauksien lapikdyminen o sta,
; alla

14, nii

vastatapahtuman

Esimerkki 1.




Tehtavia

275.

Onni voittaa arpajaisissa todennakdoisyydella 0,6. Milla todennakdisyydella han ei voita?

276.
Tulli tarkistaa 4 % matkustajista. Kuinka suurella todennakdisyydelld matkustaja valttyy
tullitarkastukselta?

277.
Tikanheittaja osuu kymppiin todenndkoisyydelld 0,08. Milla todennakdisyydella han saa
korkeintaan yhdeksikon?

278.
Nannan koulumatkalla on yhdet liikennevalot. Todennakoisyys, etta valot ovat punaiset, on 0,34.

Milla todennakdisyydella Nannan ei tarvitse pysahtya risteykseen?

279.

Vilma voi menna aamuisin toihin linja-autolla, junalla tai omalla autolla. Todennakdisyydella 0,5
han menne linja-autolla ja junalla todennakdisyydella 0,3. Milld todennakdisyydella Vilma

a) ei mene junalla téihin

b) menee téihin omalla autolla?

280.
Tiira osuu tikanheitossa kymppiin todennakdisyydella 0,35. Milla todennakoisyydelld han osuu

korkeintaan yhdeksikk6on?



281.

Jenna pukeutuu farkkuihin todennakoéisyydella 0,55 ja puuvillahousuihin todennakdisyydella
0,32. Muulloin han kayttdad hametta. Arvioi monenako paivana vuodessa Jennalla on hame
paalla?

282.
Samin koulumatkalla on kolmet toisistaan riippumattomat likennevalot. Ne nayttavat vihreaa
todennakdisyyksilla 0,3, 0,2 ja 0,5. Milla todennakoisyydelld Samin ei koulumatkallaan tarvitse

pysahtya kertaakaan liikennevaloihin?

283.
Tehtaan tuotteista 1 % on viallisia. Tuotteista valitaan umpimahkaan viisi. Milla

todennakdisyydella kaikki ovat ehjia?

284.

Oppilaat tutkivat avainnippujaan ja saivat seuraavat todennakdisyydet sille, montako avainta
heidan nipuissaan todennakdisesti on.

a) Milla todennakdisyydella nipussa on kolme avainta?

b) Milla todennakdisyydella siind on enintdan kolme avainta?

¢) Jos koulun pihalta I16ytyy kymmenet avaimet, monessako niistéd on todennakadisesti kaksi

avainta?
AU 1 2 3 4 >4
lukumaara
todennakdisyys 0,41 0,27 0,08 0,03
285.

Laitteessa voi olla kaksi toisistaan riippumatonta vikaa A ja B, joiden esiintymistodennakoisyydet
ovat 0,4 ja 0,5. Milla todennakoisyydella laitteessa esiintyy
a) molemmat viat

b) ei kumpaakaan vioista?
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286.
Basilikan siemen itda todennakadisyydella 0,96. Milld todennakdisyydella kylvetyista 20

siemenesta ei yksikdan ida?

287.

Eemeli saa vapaaheitossa korin 80 % ja Samuli 70 % todennakoisyydella. Kumpikin heittaa
yhden vapaaheiton. Milla todennédkoisyydella

a) molemmat saavat korin

b) kumpikaan ei saa koria?

288.

Koripalloilija saa vapaaheitosta korin todennakdisyydella 0,8. Milla todennakoisyydella
kolmesta heitosta menee koriin

a) kaikki

b) kaksi

¢) ainakin kaksi?

289.
Pojat pelaavat pistekilpailua koripallolla. Leevi voittaa, jos han saa viidesta heitosta edes kaksi
koriin. Korin han tekee todennakdisyydella 0,7. Milla todennakdisyydella Leevi voittaa?

290.

Nelja keilaajaa saa kaadon 30 %, 50 %, 60 % ja 80 % todennakoisyyksilla. Jokainen keilaa
kerran. Milla todennakoisyydelld saadaan

a) nelja kaatoa

b) ainakin yksi kaato?

291.

Tuotteessa voi olla kaksi toisistaan riippumatonta vikaa, joiden esiintymistodennakdisyydet ovat
0,2 ja 0,3. Milla todennakdisyydella tuotteessa esiintyy

a) molemmat viat

b) ei kumpaakaan vioista?
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292.

Milla todennakdisyydella kolmella nopalla heitettdessa saadaan ainakin yksi kuutonen?

293.

Korttipakassa on 52, korttia, joista 4 on assia. Pelaaja ottaa umpimahkaan pakasta 4 korttia.
Mika on todennakoisyys, etta

a) kaikki ovat assia,

b) mikaan ei ole assa? (yo syksy 1992)
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aT

Kertaustehtavi

1
Tn i

Tilastomuuttujan tyypit ja frekvenssi

Aineiston luokittelu




297.

Kannattaako seuraavien tilastojen havainnollistamisessa kayttaa tietojen luokittelua?

a) Oppilaiden koulumatkan pituudet.

b) Oppilaiden sisarusten maarat.

c) Oppilaiden serkkujen maarat.

298.

Laske lukujen 4, 9, 3, 2 ja 10 keskiarvo.

Keskiarvon laskeminen

pisteita frekvenssi
299. 0 1
Kokeessa ensimmainen tehtava arvosteltiin asteikolla 0-6.
Maarita tehtavasta saatujen pisteiden keskiarvo.
2 6
3 5
300.
Tietotekniikkalehden toimitus testasi lasertulostimia ja 4 7
muodosti niille arvosanan painottaen joitain ominaisuuksia 5 2
enemman kuin toisia. Laske tulostimille annetut
6 3
loppuarvosanat.
painoarvo [%] HP Canon Epson Lexmark
kayttokustannukset 20 8 9 7 8
kayttoliittyma ja hallinta 20 9 8 8 8
grafiikkanopeus 15 9 9 7 7
grafiikan latu 15 9 8 8 7
tekstinopeus 15 8 8 9 9
tekstin laatu 15 8 7 8 7

(Lahde: Tietokone 2/2003)




Tyyppiarvon ja mediaanin maarittdminen

Hajontalukujen maarittaminen




Joukko-oppia %




Todennakoisyyden maarittdminen

Klassinen todennakoisyys




Tilastollinen ja geometrinen todennakaoisyys

10-19 652 238

@




Malleja alkeistapausten muodostamiseksi

Riippumattomien tapahtumien kertosdanto %




Yleinen kertosdantd %

Erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto %




Vastatapahtuma %




1.
Noppaa heitetdan 3000 kertaa. Montako kolmosta on odotettavissa?

2.

Monellako tavalla 10 henkil6a voi asettua jonoon?

3.
22 poikaa pelaavat pesapalloa ja joukkueet arvotaan. Milla todennakdisyydella kaverukset Lassi

ja Leevi paasevat samaan joukkueeseen?

4,
Noppaa heitetaan nelja kertaa. Milla todennakoisyydella saadaan joka kerralla eri pisteluku?

5.

Narsissin sipuleista itda 70 % ja tulppaanin sipuleista 80 %. Riina istuttaa maahan yhden
narsissin ja yhden tulppaanin sipulin. Milld todennakéisyydella sipuleista

a) molemmat itavat

b) kumpikaan ei ida

c) vain toinen itaa?

6.

Oppilas on saanut kuvaamataidon toista arvosanat 9, 8, 10, 9 ja 9. Laske arvosanojen
a) keskiarvo

b) moodi

¢) mediaani

d
e

) vaihteluvali ja vaihteluvalin pituus.
) Mikéa arvosana vahintdan oppilaan on saatava viimeisesta tydsta, jotta kaikkien téiden

keskiarvo pydristyisi arvosanaan 9.
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1.
Todennakdisyys saada kolmonen on 15 jolloin odotettavissa olevien kuutosten lukumaara on

1 -
6 3000 =500

2.

Ensimmaiseksi voi tulle kuka tahansa 10:sta henkil6sta

ja seuraavaksi kuka tahansa yhdeksasta jaljellejaaneesta

ja seuraavaksi kuka tahansa kahdeksasta jaljelle jaaneesta...

ja lopuksi viimeinen jaljelle jaaneista.

Henkilot voivat asettua jonoon10-9-8-7-6-5-4-3-2 -1 = 3628800 eritavalla.

3.
Aloitetaan tarkastelu vaikkapa Lassista. Han voi olla kummassa tahansa joukkueessa ja milla

tahansa paikalla.

Lassi

00000000000 | 0/0/000/0/000/0¢

Jotta Leevi paasisi samaan joukkueeseen, tulisi hanen paasta johonkin kymmenesta
suotuisasta alkeistapauksesta. Alkeistapauksia on kaikkiaan 21, koska Lassin paikka ei ole

enaa mahdollinen.

e . 10
P(paasevat samaan joukkueeseen) = ? =~ 0,476 = 48%
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4.

Ensimmainen heitto: Saa tulla mika tahansa pisteluku. Kyseessa on varma tapaus, jonka
todennakdisyys on 1

Toinen heitto: Saa tulla mika tahansa muu paitsi ei edellinen eli kuudesta alkeistapauksesta
viisi on suotuisia. Todennakoisyys heiton onnistumiselle on %
Kolmas heitto: Kaksi pistelukua on jo kaytetty, joten todennakdisyys on %

Neljas heitto: Hyvaksyttavia pistelukuja on kolme kappaletta, joten todennakdisyys on % .
Siis ensimmaisella kerralla saadaan jokin tulos ja seuraavalla kerralla saadaan eri tulos ja sita

seuraavalla taas eri tulos ja sitd seuraavalla taas eri tulos. Kyseessa on erilliset tapahtumat.

: . 5 4 3 5 _ -
P(Jokakertaerltulos):1-g-g-6 ] = (0,28 = 28%

5.

a) P(narsissi itaa ja tulppaani itda) = 0,7 - 0,8 = 0,56

b) P(narsissi ei ida ja tulppaani ei idd) = 0,3 - 0,2 = 0,06

c) P(narsissi itaa ja tulppaani ei ida) tai P(narsissi ei ida ja tulppaani itaa)
=0,7-0,2+0,3-0,8
=0,38

6.
a) 9+8+10+9+9
5

=9

b) Yleisin arvosana on 9.

c) Jarjestetaan arvosanat suuruusjarjestykseen 8, 9, 9, 9, 10, naistd keskimmainen arvosana on
mediaani eli 9.

d) Vaihteluvali on (8,10) ja naiden erotuksesta saadaan vaihteluvalin pituus, joka on 2.

e) Kirjoitetaan yhtald, jossa x:lla merkitdan viimeisen tyén arvosanaa

9+8+10+9+9+x

- =85
45%43,5 6
45 + x = 51
x=51-45
X=6
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131.

132. -

133.

134.

a) leikkaus
b) erotus
c) yhdiste

135.

a) {c}

b) {a, b, c,d, e}
c) {a, b}

136.
a) {1,2,3,4,5,6,7, 8}
b) {3, 4}

137.
13

138.
15

139.

a) Joukoilla ei ole yhteisia

alkioita, joten niiden

leikkaus on tyhja joukko
b) {1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

140.

b)

141.
27

142.
a) {1,2,3,4,6, 8}
b) {C, D}

143.
a) {2, 4}
b) {-2,-1,0,1,2,4,6,8, ..}

144,
5:ssa

145.
11:1a

146.
7

147.
57

148.
39

149.
4 poikaa ja 3 tyttd6a

150.
Kaikki

151.
a) 1
b) 2
c) 2
d) 3
e) 2tai3

152.
a) 1
b) 3tai4
c) 3
d) 2tai 3



158.

154.

Tea

156.

156.

157.

158.

159.

-P tulee englanninkielisesta
sanasta probability

tai ranskan sanasta
probabilité, jotka tarkoittavat
todenndkdisyytta.

161.
Sellaisia, jotka kaikki ovat

yhta mahdollisia.

162.
a) {1,2,3,4,5,6}

b) {kr kr}, {kI kI}, {kr KI}, {kI kr}

163.
a) {2,3,4,5, 6}
b) {1, 2, 3}

c) {1,2,3}

d) {2, 3,4, 5}
164.

0,5

165.
2/9

166.

[0 JIEEN

167.

13

168.

169.

50

170.

Molemmilla sama

todennakadisyys.

171.

178



176.

a)
Herneiden 4 5 6 7 8
lukumaara
Thomas 0 1/3 1/10 11/30 1/5
Matias 1/10 1/6 3/10 4/15 1/6
Joona 1/15 1/5 2/5 3/10 1/30
b)
LTI D 4 5 6 7 8
lukumaara
HE I 0,056 0,233 0,267 0,311 0,133
nakoisyys
c) 7
177. 182. 187.
0,62 0,18
a) ¢
15 183. 188.
b)ﬁ a) 0,114 a) 0,175, 0,154 0,151
)1 b) 0,036 0,176 0,166 0,178
C —
° c) 0.85 b) 0167
178.
184. 189.
a) 12
0,077 0,125
b) 72
185. 190.
179.
a) 0,087 Virtanen, koska se on yleisin
1 b) 0,435 sukunimi Suomessa.
3 c) 0,304 191.
a) 0,14
180.
186. b) 0,52
0,43
a) 833 c) 0,95
b) 2500
181.
] 192.
5 0,29

179



198.
1/2

194.

vaniljaa 4, suklaata 6,
mansikkaa 5, lakritsia

3, kinuskipahkinda 1 ja
mangomelonia 1 paketti.

195.
1/6

197.
Merkitaan ympyran sadetta
r:l1a. Kivi osuu lahemmaksi

keskipistetta, jos se osuu

samankeskisen %-séteisen
ympyran sisaan.
Todennakdisyys on pinta-
alojen suhde

198.
3 628 800 eri tavalla

199.

200.
27

201.
a) 0,31
g) 0,17

203.
a) 5040 eri jarjestyksessa
b) 0,0002

204.

1
6

205.
256

206.
4 294 967 294

207.

a) 165
b) 0,006

180

209.
a) 2
b) 6
c) 24
d) 362880

210.
15

211.
0,45

212.

16 ( 8 miesta ja 8 naista )



213.

Piirretaan taulukko noppien
antamien pistelukujen
summista.

Pistelukujen summa 7
esiintyy useimmin, joten se

on todennakaisin.

6171891011112

5/]6|7[|8]9[10]M

214.
5
= =0,28
)78
b)ézo,on
324
215.

Paikalla on 20 henkiloa,
joista jokainen kattelee
jokaista muuta paitsi itsedan
ja aviopuolisoaan, eli 18

henkilda. Lisaksi kuhunkin

kattelyyn tarvitaan 2 henkilda.

Kattelyita suoritetaan .

2018 480
2

216.

Jos oppilaita on x kpl, niin
jokainen antaa kuvansa
x-1:lle luokkatoverilleen.

Joten
xX(x-1)=1122
x> -x-1122=0

Yhtalon ratkaisut ovat x

= 34 ja x = -33 (ei kelpaa
ratkaisuksi). Luokalla oli siis
34 oppilasta.

217.
0,00013

218.
0,00098

219.
0,019

220.
a) 0,33

b) 0,18

221.
0,0039

222.
0,364

223.
1112

181

224,
a) 416 000
b) 38 %

225.

226.
0,00077

227.
12,5 %

228.
0,5

229.
1/6

230.

Kannattaa. Jos pidat
alkuperaisen valintasi, voitat
1/5 todennakoisyydella. Jos
vaihdat valintaa, voitat 4/15

todennakdisyydella.

231.
0,00935



232.

Olkoon silmaluvun 1
todennakadisyys a ja
silmaluvun 2 todennakdisyys

b, jolloin
9=2:>b=2a
a 1

Vastaavasti silmaluvun 3
todennakdisyys on 3a jne.
Silmalukujen
todennakdisyyksien summa

on oltava 1, jolloin patee

a+2a+3a+4a+5a+6a=1
1
a=—
21

Jolloin silmalukujen

todennakaoisyyksiksi saadaan:

silmaluku 1 2 3 4 5 6
el 121 | 221 1/7 421 | 5121 217
ndkoisyys

Todennakoisyys saada kaksi
kuutosta on

2
21 .4 509
7) " 29

233.

riippumattomia

234.
0,0045

235.
a) 0,347
b) 0,147

182

236.

a) riippumattomia

b) riippuvia

237.
0,0026

238.
a) 0,107
b) 0,357

239.

240.
0,0143

241.
0,30

242.

243.
0,0079

244,
0,000000065

245,
a) 0,0667
b) 0,467



246.
a) 0,0152
b) 0,682

247.
0,56

248.
a)6,3-107
b) 0,0051

249.

Riippuvuutta ei voi kuvata
Venn-diagrammeilla.

250.

1

10

ol w
-PI.I\)
Wl
I\JI:A
| =

251.

49 48 47 46 45 44

______ ~0,054

78 77 76 75 74 73

252.

Oletetaan, etta parhaita
pelaajia ovat ne, jotka
voittavat aina kaikki muut
pelaajat. Talléin parhaat
pelaajat ovat loppuottelussa,
jollei he pelaa toisiaan

vastaan alkukierroksilla.

1. kierroksella on 32 ottelijaa.

Paras pelaajavoi saada
parikseen 31 pelaajaa, joista
yksi on toiseksi paras.
P(Parhaat eivat kohtaa 1.

kierroksella) = 30
31

2. kierroksella on 16 ottelijaa.

P(Parhaat eivat kohtaa 2.

1
kierroksella) = I

3. kierroksella on 8 ottelijaa.
P(Parhaat eivat kohtaa 3.

kierroksella) =

N o

4. kierroksella on 4 ottelijaa.
P(Parhaat eivat kohtaa 4.

kierroksella) =

w|N

Todennakoisyys sille, etta
parhaat ovat loppuottelussa
on:

P(Parhaat loppuottelussa) =

30.1462_16 5

3115 7 3 31
Vastaus: 0,52

253.
1

254.

255.

256.
0,429

257.
22 %

183

258.

N =

259.
70 %

260.

w|

261.

265.
0,556

266.
0,39



267.
0,81

268.

R

sarjaankytkenta
a) 0,70
b) 1,00 Gi)
rinnankytkenta —@—

_| [—

269.
a) 0,76
b) 0,24
270.

Todennakoisyysjakaumassa
mediaanilla tarkoitetaan

sitd arvoa, jota pienempien
ja suurempien arvojen
todennakdisyys on yhta suuri
eli 0,5.

271.
Todennakdisyys kummankin

. . . 1
astian valitsemiselle on >

Pienin todennakdisyys

aidoille helmille saadaan, kun

sijoitetaan toiseen astiaan

ainoastaan yksi muovihelmi

ja toiseen kaikki muut helmet.

P(aidot) - (%) (0)+ (1) : (%) = 0,252525... ~ 25%

2

272.

0,442+ 0,172+ 0,082 + 0,312 = 0,325

273.

a) 50 %
b) 42 %
c) 3,3%

274.

Koska oppilas on
myOhastynyt maanantaina,
niin tiistaina han myodhastyy
30 % todennakoisyydelld
ja tulee ajoissa kouluun 70
% todennakdisyydella. Jos
oppilas on mydhastynyt
tiistaina, han tulee
keskiviikkona ajoissa
todennakadisyydella 70

% ja jos han on tullut
ajoissa tiistaina, han tulee
keskiviikkona ajoissa 90 %
todennakdisyydella.

Todennakoisyys, etta oppilas
tulee keskiviikkona ajoissa
kouluun on
0,3-0,7+0,7-0,9=0,84

184

275.
0,4

276.
96 %

277.
0,92

278.
0,66

279.
a) 0,7
b) 0,2

280.
0,65

281.
47



282.
0,03

283.
95 %

284.
a) 0,21
b) 0,89
c) kolmessa
285.

a) 0,2

b) 0,3

286.

11-107%

287.
a) 56 %
b) 6 %

288.
) 51 %
b) 38 %
) 90 %

289.
0,97

290.
a) 0,072
b) 0,97

291.
a) 0,06

b) 0,94
292.
0,42. Vihje: Hyédynna
vastatapahtumaa.
293.
P(nelja assaa) = 4321 ~3,7-10°
52 51 50
P(ei yhtaan dssad) = 20.47 .46 45 29
52 51 50 49
294.
Diskreetti muuttuja voi saada
vain erillisia arvoja ja jatkuva
muuttuja voi saada kaikkia
arvoja joltakin valilta. 298.
5,6
295.
a) jatkuva 299.

b) diskreetti
c) diskreetti
d) jatkuva

296.

Luokittelulla aineisto

jaetaan suurempiin ryhmiin.
Luokittelemalla menetetdan
osa aineiston informaatiosta,
mutta useissa tapauksissa
silla lisdtdan tulosten

havainnollisuutta.

185

Keskiarvo on 3,1

300.
HP 8,5, Canon 8,2, Epson
7,8, Lexmark 7,7

301.

Moodi on muuttujan arvo,
joita on eniten. Mediaani
tarkoittaa keskimmaista
muuttujan arvoa, kun aineisto

on suuruusjarjestyksessa.

302.

moodilla



303.

Ainoastaan, jos
tilastomuuttujan arvot
voidaan jarjestaa

suuruusjarjestykseen.

304.

Moodi on 8 ja mediaani on 8.

305.
a) kylla
b) kylla
c) ei
d) ei

306.
3,1

307.

a) ...vaihteluvali,
vaihteluvalin pituus ja
keskihajonta.

b) ...keskiarvo, moodi ja
mediaani.

308.

Vaihteluvali on suurin ja
pienin arvo. Vaihteluvalin
pituus on naiden arvojen

erotus.

309.
24 tai b

310.
Viivin

311.

a) {e}
b) {c,d, e, f, g}

312.

symmetriaa

313.
a) 17
b) 19

315.

Kannattaa. Jos pidat
alkuperaisen valintasi, voitat
1/3 todennakoisyydella. Jos
vaihdat valintaa, voitat 2/3
todennakdisyydella.

316.

8
a)E

19
b)E

317.
vakiluku oli 5 194 901
a) 0,126
b) 0,117
c) 0,108

318.
0,143

186

320.

Alkeistapauksia on yhteensa
15, naista 11 tapausta on
sellaista, joissa nakyviin
jaavien sivujen yhteenlaskettu
pisteluku on yli 12. Joten
kysytty todennakdisyys on

% =0,73.

1 2 3 4 5 6

321.
0,0059

322.
0,33

323.
10 000 000

324.
3'% =1594323



325.
0,44

326.

327.
0,61

328.
0,51

329.
88,3 %

330.
0,74

331.

a) 04

b) Vaadittavia tietoja ei ole
annettu.



Taulukko-osio

Reaalilukujen laskulait

a+b=b+a, ab=ba vaihdantalaki

a+(b+c) = (a+b)+c, a(bc) = (ab)c liitantalaki

a(b+c) —ab+ac osittelulaki
a+(-a)=0 luvun a vastaluku —a
1 1
a 3 =1 luvun a kaanteisluku 3 (a=0)
ol

itseisarvo
-a 0 a

Graafinen tulkinta:|a| = luvun a vastinpisteiden etaisyys nollasta Ie |a| Sl |a| _)l

Murtolukujen laskutoimitukset

a ka . .

—=—,misséd k=0

b kb laventaminen (—) ja supistaminen (<)
%+% = adb+dbc yhteenlasku (lavennus samannimisiksi)

b d bd vahennyslasku (lavennus samannimisiksi)
ac_ac

b d bd kertolasku

a.c_ad

b d bc jakolasku



a =a-a-..-a n tekijaa, a = kantaluku, n = eksponentti
a’=1 a#0, 0 ei ole maaritelty
a’ =% a#0
(E)_p - (E)p a#0
b a
Laskusaantoja
a"a"=a™" samankantaisten potenssien tulo
2_: =agm™" samankantaisten potenssien osamaara
(ab)n —an" tulon potenssi
(E)n _a osamaaran potenssi
b b"
(a”‘)n ™ (a")m potenssin potenssi

Polynomin jakaminen tekijoihin

ab+ac=a(b+c) yhteinen tekija
ac+ad+bc+bd=a(c+d)+b(c+d)=(a+b)(c+d) ryhmittely

a’+2ab+b” = (a+b)’ muistikaavat
a’-2ab+b’ =(a-b)’
a’-b?=(a-b)@+b)



Jos Ja=b, niin b?=ajab=0 (pitee myds toisinpain).

Laskusaantoja

Lukujonot

Aritmeettinen lukujono

d=a,-a, erotusluku

a =a,+(n-"1d yleinen termi

Geometrinen lukujono
q=—2 suhdeluku

-1 . .
a =aq’ yleinen termi



Toisen asteen yhtalo

Normaalimuoto ax?+bx+c=0, a=1

—b+~\b*-4dac

2a

Ratkaisukaava: X =

Paraabelin aukamissuunta ja muoto:
Jos a > 0, paraabeli aukeaa ylospain.
Jos a < 0, paraabeli aukeaa alaspain.
Jos |a| on pieni, paraabeli on levea.
Jos |a| on suuri, paraabeli on kapea.

Vaillinaiset toisen asteen yhtalot

Yhtalon ax? + ¢ = 0 ratkaisujen maara riippuu vakiosta c:
¢ < 0: kaksi ratkaisua, ratkaisut toistensa vastalukuja
¢ = 0: ainoa ratkaisu x =0
¢ > 0: ei ratkaisua

Yhtalon ax? + bx = 0 ratkaisut:

aina kaksi ratkaisua, toinen on aina x=0

Suorakulmaisen kolmion trigonometria

a’+b? =c? (Pythagoraan lause)

c
@ 1
a A=—ab
b 2
Trigonometriset funktiot
. a b a
sina=—,cosa=—,tano=—
c c b



Pisteiden (x,,y,) ja(x,,y,) kautta kulkevan suoran kulmakerroin:

A’=tanoc=u

X, - X,
Suora on

nouseva, jos k>0

laskeva, jos k<0

x-akselin suuntainen, jos k=0

y-akselin suuntainen, jos k:ta ei voida maarittaa.

Tarkastellaan suoria s, ja s,, joiden kulmakertoimet ovat k, ja k,.
Suorat ovat yhdensuuntaiset eli s, ||s2 , jos k, =k, tai suorat ovat y-akselin suuntaiset.
Suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli s, L s, , jos tai toinen suora on x-akselin ja

toinen y-akselin suuntainen.

Suoran yhtalén yleinen muoto:

ax+by+c=0
Suoran yhtalén ratkaistu muoto:
y = kx + b, missa k on kulmakerroin ja b vakiotermi (suoran ja y-akselin leikkauspisteen

y-koordinaatti).

x- akselin suuntaisen suoran yhtalo:

y = t, missa t on suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti

y-akselin suuntaisen suoran yhtalo:

X = U, missa u on suoran ja x-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti

192



Nelio
d A=a?

@ d= \/Ea
a

Suorakulmio

a d A=ab

d=+va?+b?
a
Neljakas
a

>
>
I
©
>

Suunnikas

b h A =ah=absina




Puolisuunnikas

b

w
>

Kolmio

b
h
o
a

Ympyra

(7
N

Sektori

@b

A=1(a+b)h=1(a+b)ssina
2 2
A=1ah=1absinoc
2 2
2 1 2
A=mar‘=—nd
4
p = 2nr = nnd
o
b=W2m (kaaren pituus)
Ao a2 Br
360° 2



Kuutio

5

Suorakulmainen sarmio

Suora ympyrakartio

o

Suora ympyralierid

@)

Avaruuskappaleita

a=s\/§, d=s\@
A = 6s?
V=s®

d=+a?+b?+c?
A=2(ab+ac+bc)
V =abc

A, =ars

ar’h

w| =

A, = 2zrh

A=A+ 2mr? = 27r(r +h)

V = ar’h



Pallo

A=4xr?

V=—mar

7t:n likiarvo 500 ensimmaisen desimaalin tarkkuudella

@

14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091
45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273
72456 70066 06315 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436
78925 90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951 94151 16094
33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548
07446 23799 62749 56735 188857 52724 89122 79381 83011 94912

Tilastomatematiikka

Keskilukuja

X+ X, + X+ + X
n

keskiarvo  x =

IX*+ DX+t 9, , missa q,,q,,...,q,, ovat painokertoimia

9+, +...+q,

painotettu keskiarvo x =

Moodi eli tyyppiarvo tarkoittaa yleisintd, useimmin esiintyvaa muuttujan arvoa.

Mediaani tarkoittaa keskimmaista arvoa (tai kahden keskimmaisen arvon keskiarvoa), kun
aineisto on jarjestetty suuruusjarjestykseen.



Hajontalukuja
Keskihajonta ilmoittaa, kuinka kaukana muuttujan arvot ovat keskimaarin keskiarvosta.
Vaihteluvali kertoo milla valilla havainnot vaihtelevat.

Vaihteluvalin pituus on muuttujan suurimman ja pienimman arvon erotus.

Todennakoisyyslaskenta

suotuisten tapausten lukumaara
kaikkien tapausten lukumaara

Klassinen todennékoisyys P(A) =

Vastatapahtuman todennakoisyys P(A) =P(A ei tapahdu) = 1-P(A)

A
Yhteenlaskusaanto
Kun A ja B erillisia tapauksia P(A tai B) =P(A)+P(B)
Kun A ja B eivét ole erillisia P(A tai B)=P(A) +P(B) - P(A ja B)

AjaB




Kertolaskusaanto

Kun A ja B ovat riippumattomia  P(A ja B) =P(A)-P(B)

Kun A ja B ovat riippuvia (yleinen kertosaanto)
P(ensin A ja sitten B) =P(A)-P(B,kun A on tapahtunut)




Kerrannaisyksikoiden etuliitteet

Nimi Tunnus Kerroin Nimi Tunnus Kerroin
eksa E 10" desi d 10
peta P 10" sentti c 1072
tera T 102 milli m 107
giga G 10° mikro My 107
mega M 108 nano n 10°°
kilo k 10° piko p 10-12
hehto h 10? femto f 107"
deka da 10 atto a 107'®
Lisdyksikoita
Suure Yksikko Tunnus Vastaavuus
aika minuutti min 1min=60s
tunti h 1 h =60 min
vuorokausi d 1d=24h
vuosi a 1a=365d
tasokulma aste 1° =60’
minuutti ' 1'=60"
sekunti !
tilavuus litra I 11=1dm?
massa tonni t 1t=1000 kg
atomimassayksikkd u 1u=1,6605402-10?" kg
tahtitieteellinen AU 1AU = 0,1495979-10"2 m
pituus yksikko
parsek pc 1 pc = 30,85678:-10" m
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Muuntokertoimia

1"=11in =1 tuuma = 25,40 mm
1'=1ft=1jalka = 0,3048 m
1yd=1jaardi=0,9144 m
Pituus 1 mi =1 maili = 1,609344 km
1 mpk =1 M =1 meripeninkulma = 1852 m
1 vv = 1 valovuosi = 9,46055-10"°* m
1 AU = tahtitieteellinen yksikkd = 149,5979-10° m
1 ka=1karaatti=0,2 g
1u=1,6605402-10% kg
Massa
11b =1 naula = 0,4536 kg
10z=1unssi=28,35¢g
Tasokulma 1° =2m/360 rad
1b=1barn=10% m?
Pinta-ala
1 acre = 1 eekkeri = 4,0469-10° m?
11=1dm®=0,001 m?
1 bbl = 1 barreli = 0,1589873 m?
Tilavuus
1 gal = 1 gallona (UK) = 4,546092 |
1 gal = 1 gallona (US) = 3,785412 |
Nopeus 1 solmu = 1 mpk/h = 1,852 km/h = 0,5144 m/s
Luonnonvakioita
Nimi Tunnus Lukuarvo ja yksikko
putoamiskiihtyvyys g 9,80665 m/s?
valon nopeus c 2,99792458-108 m/s
elektronin massa m, 9,1093897-10%' kg
protonin massa m, 1,6726231-10?% kg
neutronin massa m, 1,6749286-10% kg
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