MAA7 B-osio 24.11.2021

1. Tikapuut halutaan rakentaa niin, ettd ne ulottuvat 1,5 m korkean aidan yli toisella puolella
olevan talon seindan. Talo on aidasta 5,5 m etdisyydelld. Mika on tikapuiden ja maanpinnan

valinen kulma, kun tikapuut ovat mahdollisimman lyhyet?
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2. a)tan x = sin x/cos x, maar. joukko x erisuuri kuin pi/2 + n*pi, arvojoukko = R. (2 p.)
b)

Missa kohdissa funktion f(z) = —2z + tan(2z) derivaatta on nolla? Maarité funktiolle f(x) kohtaan z — &/ piirretyn tangentin yhtald. (6 p.)

Ratkaisu
N o 1 . I a -
Funktio fon méritelty, kun 2x # S+n-m, elix # g T5.nel

Miirtetiisin funktion fderivaatta.
f'y=-2+(1 +tan®2x)- 2 =-2 + 2 + 2 tan"2x = 2tan*2x
Ratkaistaan vhiils /() = 0.

2tan*2x = 0

Itan 2xF =0

tan 2y =10
2x=0+np-n ||:2

X=n-

3| =

x0 = pi/8
kk = f' (pi/8) = 2*tan?2(2*pi/8) = 2*tan”2(pi/4) =2*1 =2
y0 = f(pi/8) = -2*pi/8 + tan(2*pi/8) = -pi/4 + 1

Tangentin yhtalé: y —y0 = k(x- x0) = y + pi/4 — 1 = 2(x — pi/8)

EN : ratkaise(y+%—1—2( —%),y)
— {y:%lﬂ'—l—z}(—l—l}

2 |

Vast:y =2x-Ypi+ 1



3. Vainb:tjact(4p.)+(4p.)

Muodosta yhdistetty funktio ( (- g){x). (2 p'kohta)

b) fix) =y’ +3, glx)=sinx
c)fix)=(x+ 17, glx)=1"ix)

Ratkaisu

AT TR T e Sin et
b) (feglx)=_f(g(x))=f(sinx)=(sinx)’ +3=sin" x +3

) ffix)=2(x+1)=2x+2
(f o g)x) = flg(x) = F(S (D = f(2x+2) =((2x+2) +1)* = (2x +3)°

Tunnista vhdistetyn funktion fulkofunktio wix) ja sisdfunktio s(x) ja derivol funktio. (2 p'kohta)

—TT——— b) flx) = (3x - 5)* c) flx) = cos™x
Ratkaisu
wrEsierilsi-vbe =TT =2k,

by Esimerkiksi uix) = x* jasix)=3x-35.
Fix)=uis(x)) - s(x) =4(3x — 5P .3=12(3x-5¢

c¢) Esimerkiksi u(x) = X ja s(x) = cos x.
Fixy=usx)) - 5x) =2 cosx - (—sinx)=—2 sinx cos x = —sin 2x



Hitaasti virdhtelevéin jouseen ripustettiin raskas punnus. Funktio f{7) = 0,16sin 7 (m) ilmaisee

vérihtelevin punnuksen sijainnin suhteessa tasapainoasemaan kuluneen ajan 7 (s) funktiona.

a) Kuinka suuri on punnuksen #driasentojen vélinen etiisyys?

b) Milli ajan hetkilld punmus on 10 em tasapainoaseman ylidpuolella? Kuinka monta téllaista hetked
sattuu ensimmaéisen 5 sekunnin vardhtelyn aikana?

c) Miké on punnuksen nopeus, kun se on 10 cm tasapainoaseman yldpuolella? (6p)

Ratkaisu

a) Adriasennoissa funktion arvo on suurin tai pienin. Funktion farvo on suurin, kun sin 77 saa
suurimuman arvonsa 1. Talloin funktion arvo on 0,16.
Vastaavasti sin ni7 plenin arvo on —1, joten funktion f pienin arvo on —0,16.
Asriasentojen vilinen etdisyys on 0,16 m — (—0.16 m) = 0,32 m.
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b) Ratkaistaan yhtals f{r) = 0,10.

0,16sin77 = 0,10 [|:0,16
sinmt =0.625
nt=0,675...+n-2n|:n tal w=n-0.675.+n-2n
1=0,214...+2n 1=0,785...+2mnekZ

5 s virdhtelyn aikana kohtia ovat 0.2 s: 2.2 s ja 4.2 s sekd 0.8 s; 2.8 s ja 4.8 s. eli kohtia on kuusi
kappaletta.
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(2p.)+(2p.)

¢) Punnuksen nopeus, ¢li sijainnin muutosnopeus on derivaatta /(7).
f'(n=0,16¢cosnr-n

Y16spéin mennessi. eli esim. kohdassa 0,214... s punnuksen nopeus on
f'(0,214...) = 0,16 cos (m - 0,214...) - ©=0,39... = 0,4 m/s.

Alaspiin mennessi, eli esim. kohdassa 0,785... s punnuksen nopeus on
£'(0,785...)=0,16 cos (m - 0,785...) - 1=—0,39... = —0,4 m/s.

Xij
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(4p.)



5.a)

503
6.  Madritd sin(r — y), kun sinz = lT T2 < r < wf2, jacosy = La T<y<2m
Tarkka arvo ja kaksidesimaalinen likiarvo.
Ratkaisu:
) ey - _ . I . o . . A a
Jos |r| < w/2jawm <y < 2w oncost =+ 1—sin"r jasiny = —y/1 — cos?y. Siis
" " . e 1 1 15 [& _ 24301 T
8 =5 05 05T 8 = ==z 2,2 = == o 3.
sin(r — y) =sinxrcosy —cosrsiny = 3(—3) V165 5 (.83
(4p)

b) Osoita, etta yhtalolla x — sin x = 5 on tdsmalleen yksi ratkaisu.

Ratk: tutkitaan funktion f(x) = x -sin x — 5 nollakohtia. Esim. valilla ]1, 5[ funktio vaihtaa
merkkia:

f(1) < -4,84... ja f(5) > 0,95... . Koska f(x) on jatkuva niin Bolzanon lauseen perusteella silla on talla
valilla ainakin yksi nollakohta. Taman kohdan voi kuitata kuvankaappauksella mutta lisdksi allaoleva:

Onko useita nollakohtia? Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla:
f'(x) = 1 —cos x. Koska cos x arvot ovat valilld -1 ... 1 niin derivaatta saa arvot 0...2 eli se on aina >= 0.

Eli f(x) on kasvava eika kuvaaja taten vaihda suuntaa = f(x):1la vain yksi nollakohta ja kysytylla
yhtalolla vain yksi ratkaisu.

(4p.)



6.

a) Kirjoitusvirhe, yhtél6ssa piti olla -3: tan x = sin x/cos x = -3 = sin x = -3cos x ja peruslauseen avulla
(-3 cos x)*2 +cos*2 (x)=1 >

cos x = -1/sqgrt(10) (miinus koska ollaan 2. neljanneksessa) ja edelleen sin x = 3/sqrt(10) (plus oltava).
(4p.)
b)

Funktion f* derivaatta on

A

T
f’(x):l+tan2x>0, ——<x <=
—_— 2 2

V4

=0

joten funktio f'on aidosti kasvava ja silld on
kéanteistfunktio.

(4p.)



