MAAG: Derivaatta B-osio s2021

Perustele vastauksesi ja laita laskujen vélivaiheita nakyviin. Vastaa kolmeen tehtavaan.
Kustakin tehtavasta saa maks. 12 p.

1. Suorakulmion kaksi karkea on x-akselilla ja kaksi karkea kayralla

_ 4
2+ x?

Mitk&a ovat suorakulmion sivujen pituudet, kun sen pinta-ala on suurin mahdollinen?  «k2o10:7

Ratkaisu: Suorakulmion kanta 2x ja korkeusy =4/(2+x"2) 2 A(x) = 8x//(2+x"2) = A’(x) = (-8x"2 + 16)/ /(2+x"2)"2 = 0 = x = +- sqrt(2).
Merkkikaavio = x = sqrt(2) maksimikohta jolla kanta 2*sqrt(2) ja korkeus y = 1.

2. a) Mika yhteys on funktion f(x) derivaatan f’(a) ja pisteeseen (a, f (a)) piirretyn funktion f(x)
kuvaajan tangentin valilla?

b) Maarita £ (1), kun funktion f kuvaajalla on pisteessa (1, —%) tangenttina suora 4y + 5x = 2.

c¢) Voiko funktion f(x) = x2 kuvaajalla olla tangenttina suora y = x - 2 kayran jossakin pisteessa?

d) Mita tarkoitetaan funktion suurimmalla arvolla? Anna esimerkki funktiosta, jolla ei ole suurinta
arvoa. Voiko funktio saada suurimman arvonsa kahdessa eri pisteessa? Perustele vastauksesi
esimerkilla. $2000:10

Ratk: a) Derivaatan arvo f'(a) on funktiolle f(x) pisteeseen (a, f(a)) piirretyn tangentin kulmakerroin.

b) Ratkaise suoran yhtald =y = -5/4*x + Y2, tdamé&n kulmakerroin -5/4 on kysytty derivaatan arvo (7).

c) Suoran kk = 1 = f(x) = 2x > kysytty piste olisi (1/2, ¥4). Mutta jos siihen laitetaan tangentti niin yhtaloksi tulee y — ¥4 = 1*(x — %) 2> 4y —4x = -
1. Eli ei voi olla.

d)

13. Funktion suurin arvo on funtion saamista arvoista suurin, ts. vililla [a, b] madritellyn
funktion f suurin arvo on f(x,), jos jokaisella arvolla z.a < = < b, on f(z) < f(x,).
Esimerkiksi vililli [—1,1] mééritellyn funktion f(z) = z* suurin arvo on 1, koska
jokaisessa pisteessi r, —1 <z < 1,on f(z)=z? <1ja f(1) = 1= f(—1). Samalla on
osoitettu, ettd funktio voi saada suurimman arvonsa kahdessa pisteessd. Mm. kaikilla
reaaliarvoilla r méadritellylld funktiolla f(r) = r ei ole suurinta arvoa. Jos nimittdin o
olisi suurin arvo, olisi fla+ 1) = a+ 1 > a, miki on ristiriidassa maaritelméan kanssa.

8x

3. a) Maarita funktion f(x) = — 0 paikalliset aariarvot. 4p)
b) Maarita vakio a siten etta funktion f(x) = 2x3 + 15x2 + 24x + a suurin arvo valilla =3 < x < 0
on 10. 8p.)

a) f(x) =8(x"2-1)I(x"2 +1)"2 =0 > x =-1tai 1. Merkkikaavio + | - | + joten kohta f(1) = -4 on paikallinen minimi ja kohta f(1) = 4
paikallinen maksimi.

b) f(x) = 6x"2 + 30x + 24 =0 > x = -4 tai -1. Suurin tai pienin arvo on valin paatepisteissa tai valilla olevissa deriv. nollakohdissa.
Sijoitetaan arvot alkup. funktioon —> f(-3) =a + 9, f(-1) =a— 11 ja f(0) = a. Naistd a + 9 on suurin: a+9 =10 > a=1.



4.

Suunnittele sellainen suoran lierién muotoinen juomalasi, jonka pohjan paksuus on 5,0 mm,
seindmén paksuus 2,0 mm, vetoisuus 2,0 dl ja jonka valmistamiseen tarvitaan mahdolli-
simman véahéan lasia. [lmoita lasin korkeus ja ulkopuolelta mitattu pohjan halkaisija.

Lahde: <https://www.prisma.fi/>. Luettu 8.4.2016.

k2017: 7
Ratkaisu:
Merkitddn sisdsadettd r ja sisdkorkeutta h (mm). Tilavuusehdosta saadaan
7r2h = 200000 (mm?).
Pohjan tilavuus 7(r 4+2)% -5
Seindmén tilavuus 7[(r + 2)% — r?|h
Minimoitava lauseke on m(4r + 4)229%90 4 57 (r 4 2)2.
Derivaatta 800000(—r"2 — 2r~3) + IUu( +2) (= (r + 2)(107r® — 800000)r~3
= minimi saavutetaan kun r = ¢/5%9% ~ 29 42, Halkaisija on siten 2(r 4 2) ~
62,84 =~ 62,8 ja korkeus h + 5 =~ 78,5 :3 ~ 78,6.
5. a) Esittele derivaatan matemaattinen méaaritelma. (4p.)
b) (8p.)
Funktion g(x) arvoille on voimassa —20 < g(z) < 16 kaikilla z € R. Osoita, ettd
funktio f(x) = 2?g(x) on derivoituva kohdassa z = 0.
k16: 9.2

Ratkaisu:
a) Esittele kaava ja sen idea: raja-arvolause on erotusosamaara eli sekantin kulmakerroin. Osoittajassa on y-koordinaattien erotus (y=
f(x)) ja nimittdjassa x:ien erotus. Jos lausekkeen arvo on laskettavissa kohdassa x = a niin derivaatta f(a) on olemassa ja f(x)
derivoituva tassa kohdassa.
b)  Maaritelman mukaan £(0) = limy>o (f(x)-f(0))/(x-0) = lim x"2*g(x)/x = lim x*g(x) = O*a = 0 koska g(x):n arvo = a on rajattu valille -
20...16 ja f(0) = 0. Funktiolla f(x) on siis derivaatta kohdassa x = 0, ja sen arvo on nolla.



