Kertausosa

6 Kertausosa

. a)75 =75 " (rad) = X
180 12
b) — 485" =485~ (rad) = — 2% =22 1
180 36 36

¢) 2160° = 2160 (rad) =127
180

Vastaus: a) 7 b) _2§7[ o) 127
12 36
2. a)l,234=1,234. @ ~70,7°
T
b) —0,775=-0,775- @ ~ —44.,4°
T
c) 21,824 =21,824- 180° ~1250,4°
T

Vastaus: a) 70,7° b) —44,4° c) 1250,4°



Kertausosa

3. a)—1450"=4-(-360")—-10", joten kylki sijaitsee 4. neljinneksessa

4,103
T

b) ~1,306, joten 4,103 ~1,3067

Koska 7 <1,3067 < 377[, kylki on 3.neljanneksessa-

C) ?72’ =81+ %, joten kylki on 1. neljanneksessa
Vastaus: a) IV b) 111 c)l

4. a) —Z7Z'+2-27Z'=§7Z'=1%7Z'
3 3 3

b) 8,333 -27 ~ 2,050

¢) 2000° —5-360° = 200° =200 (rad) =2 7
180 9

Vastaus: a) 1%7[ b) 2,050 c¢) %ﬂ'



Kertausosa

5. b=—x-r
5

Piiri = 2r +b

2r+§7zr=15

r@+§zyﬂs

(10+27rj 5
r =15 |
5 10+ 27

75
=
10+ 27
A_i_”.,,,,z_z( 75 jz_ 56257 1125z
27 5\10+27)  5(10+27)° (10+27)°
Vastaus 112572’2z ,
+2r)

6. a) (cosl25°,sin125") ~(—0,57; 0,82)
b) (cos(~1,656), sin(~1,656)) = (=0,09; —0,996)

C) (cosiiz, Siniﬂ')% (—0,5; 0,87)

13,3

Vastaus: a) (-0,57;0,82)  b) (-0,09; —0,996) c¢) (-0,5; 0,87)



Kertausosa

7. a)sin225 =———

V2
b) COS(—%ﬂ') = cos%;r = —%\/2+\/§

C) s1n(—f7z) = Sln(——ﬂ' +47r)=sin- 7r = ——\/10 +245

Vastaus: a) —% b) ——+2+ V2 C) —%x/10+2\/§

&.
sina +cos’ a =1
cos’a=1-sin’a
2 2
2
cos“a=1-|—=
7
cos’a=1- ﬂ
7
cos’ a = E
7
cosa = +—
J7
Koska %72’ <a< %7[ on loppukylki 1. tai 4. neljinneksessa
ja siten cosa >0
Siis cosa = ﬁ
J7
Vastaus: —3

NEi



Kertausosa

0. 5cos’ a +6cosa =8

Merkitdan cosa =t

5t +6t—8=0
t_—6i\/62—4-5-(—8) —6+14
B 2.5 10
t=-2 tai t:i

5

Koska —1<cosa <1, vain ¢ :§ kelpaa eli cosa :§

sina +cos’a=1
sina = ++/1—cos’ &

Kun ——<a <0, niin sina <0, joten

2
sina = —/1 — cos® :_1/1_(92 :—4/1—£ :—\/g:—i

Vastaus: — g
5



Kertausosa

10. a) tan(% )= tan(2% ) =tan(2x + %7[) = tan(% T)y=2- J3

sina 3 [ 2410 37 3
b) tana = =T - === - _
cosa 7 7 7 2410 2410
Vastaus: a) 2—+/3 b) __3
2410

11. a) tana =35,432 ‘tan_1
a =79,568..." = 79,6

a=79,568..° =79,568... %(md) ~1,3887...~ 1,39

b) tana = —0,436 |tan”'
o, =-23,557.."
o =-23,557.." +180° =156,44..." =156°

156,44.." =156,44.... %(md) =2,730...~ 2,73

Vastaus: a) 79,6° = 1,39(rad) b) 156° = 2,73 (rad)



Kertausosa

12. Kun %ﬂﬁ a<2x,nin sina <0

sinaz—m:_wz_@:_%

sina \/%E_ @.12_ V23

tana = =— = =——
cosa 12 12 12 11 12

V23

Vastaus: ———
12

13. tana =2 ‘tan_1

a, =63,4349..°
a =63,4349.." +180° =243,434...

Kehépiste (cosa, sina) = (-0,45; —0,89)

Vastaus: (-0,45; —0,89)

T .
14. Kun ES a<r,nin cosa <0

cosa =—/1-sin’ «

sin o sin o sin o
tana = = =

cosa —+/1-sina J1-sin? a




Kertausosa

15. a)sin7x=sin(7x+2xr)= sin(7(x + 572’))
Perusjakso on siis 277z

b) 2cos’ = 2cos(%x +27) = ZCOS(i (x+ 872))

Perusjakso on siis 87

0 taf;’c - %tan(3x +7) = %tan(3(x +3)

Perusjakso on siis 3

Vastaus: a) 277Z b) 87 C) %



Kertausosa

16. a) f(x)=2sin3x-1

—1<sin3x<1 -1
1

IA

= =

sin3x <

<Zsin3x—-1<—

L =
N |—

Arvojoukko on [— 3, —%]

cos(—2x)+1

b) g(x) = 5

—1<cos(-2x)<1 |+1

0<cos(—2x)+1<2 ‘:2

0< cos(—ix) +1 <1

Arvojoukko on [0, 1]
c) h(x)=tan2x—2

Arvojoukko sama, kuin tangentin arvojoukko, eli R

Vastaus: a) [—i —1 b) [0, 1] ¢) R

2° 2



Kertausosa

17.  f(x)=(4sin4x +1)(sin4x +2)

Lausekkeet a(x)=sin4x+1 ja b(x)=sin4x + 2 saavat suurimmat

ja pienimmaét arvonsa samoissa kohdissa.

~1<sin4x<1 |1
—1<lsin4x<d  |+1
4= =3
3 < 1gg 3
< ysindx+1<4

Tulon pienin arvoon 3 -1=2

Tulon suurin arvo on

ENIO)

3=15=3

nw

Vastaus: Pienin 3 ja suurin 33

—1<sin4x<1 +2

[<sind4x+2<3

18. Jatkuva ja jaksollinen funktio on esimerkiksi f(x)=sinx

f(x+27) = f(x) kaikilla xeR

Epédjatkuva ja jaksollinen funktio on esimerkiksi

tanx , x# 7 +nrx
g(x)=

, X=5+nx

g(x+r)=g(x) kaikilla x e R



Kertausosa

19. a)
sin x =0,33 [sin”'
x=~19,27"+n-360" tai x~180° -19,27° +n-360°
x=~160,73" + n-360°
b)
2cosx =-1,487 ‘: 2
cosx =—0,7435 ‘cos_1
x~=*138,03° +n-360°
c)

tanx =& ‘tan_1

x~82,87" +n-180°
Vastaus: a) x~19,27" +n-360° tai x~160,73° +n-360°

b) x ~ +138,03° +1-360°
¢) x~82,87° +n-180°



Kertausosa

20. a)
b)
c)

Vastaus:

4sinx=x/6+\/§ ‘:4
sinx:%(\/g+\/§)
x=2Z+n2rx tai x=rw—1Z+nn

— 3z
X = 12+n27r

7cosx++/6 =3cosx+~/2
4cosx =—(~/6 —/2)

\/gsinercosx:O

J3sinx = —cos x ‘:\/gcosxi 0
_ 1
tanx——ﬁ

x=5?”+n7z

_ Iz ; Y/ 3

a) x=7+n2r tai x=3+n2rx
— 41z

b) x=+3+n2x

c) x=>2+nrx



Kertausosa

21. a)
b)
Vastaus:

sin4x =sin(7x+ 2)
Ax=Tx+2+n2xn tai dx=nr—(Tx+2)+n2r
—3x=2+n2rx tai llx=7r—-2+n2nx

—_2 2z ; _ z=2 2z
X=—5+n% tai X="7+n4

cos2x =sin(2x +1)
cos2x =cos(5 — (2x+1))
cos2x =cos(5 —2x 1)

2x=5-2x-1+n2x tai 2x=—(5-2x-1)+n2r

dx=5-1+n2r tai O0=-ZS+1+n27
x=Z—1+n% Ei ratkaisua
—_2 2z i —z=2 2z

a) x=—%+ tai  x=7%7+n



Kertausosa

22. a)
3tan(2x +2) =+/3
tan(2x+”)—§
tan(2x + %) = L
2x+Z=Z+ng |-Z
2x=—%+nrx ‘:2
X=—%+n%
b)
2
2cos(x” —Z) =1 |
cos(x” —Z)=1
x2—%=§+n27r tai x2—%=—§+n27z
2=§+7f127z tai x2=—%+n27z
%/_J %/_J
>0, kun n>0 >0, kun n>1

x=i1/§+n27z,ne{0, 1, 2,...} tai x=i1/—%+n27z,ne{1, 2, 3,...}

Vastaus: a) x=—-%+n% ,nel

b) x=x\/5+n2x,neN tai x=%/-%+n2z ,nel,



Kertausosa

23.

cosx=—3% ja0<x<rx

Kulma x on siis I tai II neljanneksessé, jolloin sinx >0.

cos2x:2cos2x—1:2-(—§ 2—1:2-%-1:§_1:_

O |—

. 2 2
sin“x+cos“ x=1

sinx = ++/1—cos? x

Koska sinx > 0, niin sinx=\/1—cos2 X = \/1—(—§)2 = %:%

i —9di _n .5 _ 45
s1n2x—2s1nxcosx—2-7-(—%)_—T

45

Vastaus: cos2x =—g ja sin2x=—%>

24.

2sin2x = MCosx
2-23inxc03x—Mcosx =0
cosx(4sinx—M) =0

cosx=0 tal 4sinx:m

x=Z+nr tai sinx:% 10-2+/5
x:%+n27r tai x=7z—%+n27z

x=*2+n2n

Vastaus: x=Z+n7z tai x=%+n2x tai x:%”+n27z



Kertausosa

25.
sin2xcos2x = —ﬁ -2
. 3
2sin2xcos2x =———
2
sin(2-2x) = N3

sin4dx = —ﬁ

4X=?ﬂ+n27r tai 4x:7r—4—”+n27;

T T . T
X=§+n5 tai dx=——+n2rx

T T

——+
12 2

Vastaus: x=§+n— tai x=——+n—

12 2



Kertausosa

26.
4sin’ 2x—(4+4\/§)sinxc0sx+\/§:0

4sin” 2x—(2+2\/§)-23inxcosx+\/§ =0
4sin® 2x — (2 +2~/3)sin2x +~/3=0

Merkitdan sin2x =t

467 —(2+~3)t+/3=0
[:2+2\/§i\/(2+\/§)2—4-4-x/§ :2+2\f34_r\/4+4\/§+2_16\f3

2.4 8
t:2+2ﬁw4—8\6+12 _2+23%4/(2-243)’
8 8

t:2+2\/§i(2—2\/§)

8
t=2+2f3+2—2ﬁ o t:2+2f3—2+2ﬁ

8 8
t=% tal t=f

. 1
SIn2x=—
2
2x=%+n27z tai 2x=7r—%+n27r

T . Sz
x—§+n7r tal x-§+n7r

sin2x:f
2x=§+n27z tai 2x=7z—§+n27z

x=%+n7r tai x=§+n7z

. 5 . .
Vastaus: x=%+n7r tai x=%+n7z tai x:%+n7z tai x:§+n7r



Kertausosa

27. a) D(sin(4x +1))=cos(4x+1)-4=4cos(4x+1)

. 2 2 2 . 2 2 . 2
b) D(sinx” +cosx”)=cosx” -2x —sinx” -2x =2xcosx” —2xsinx

1 6
¢) D(tanb6x)=————-6=——
cos” 6x cos” bx
2 ; 2 6
Vastaus: a) 4cos(4x+1) b) 2xcosx” —2xsinx C) >
cos” bx
28. a)
D(x”sin” x) =2x-sin® x + x* - 2sin x - cos x
= 2xsin’ x + 2x” sin xcosx
= 2xsin x(sin x + x cos x)
b)
pOsX _ —sinx-Sin X —COSX-COSX
sin x sin” x
- (sin” x + cos” x)
sin” x
B 1
sin” x
c)
: 1 sin(tan x
D(cos(tanx)) = —sin(tan x) - ———=— ( > )
Cos” x cos” x
: : 1 sin(tan x
Vastaus: a) 2xsin x(sinx + xcos x) b) ——— C) —#
sin” x cos” x



Kertausosa

29.  f(x)=sin’ x —cos’ x = —(cos’ x —sin” x) = —cos 2x
f'(x) =—(—sin2x)-2=2sin2x

Tangentin kulmakerroin:
k, = £'(3%) = 2sin(2 - 37) = 25in 3% = 2sin(4 1 7) = 2sin £ =2- L =3

Normaalin kulmakerroin:

b L1

k, 3

Normaalin piste:

(1371 f(137r)) (13;; COS(Z-BT”))

Normaalin yhtilo:
y-(h=f =)



Kertausosa

30. g(x)=cos’x—sinx+1

g'(x)=2cosx-(—sinx)—cosx=—cosx(2sinx+1)=0

g'(x)=0
cosx=0 tai  2sinx+1=0
x=%+nlrx tai 2sinx =—1

sinx = —

N [—

x=77”+n27z tai x=7z—77”+n27z

x=—%+n27r

Vastaus: x=Z+n2xr tai x=Z+n2xr tai x=—Z+n2rx
2 6 6



Kertausosa

31.  f(x)=Asin® Bx
f'(x) =2Asin(Bx) - D(sin(Bx))

=2Asin(Bx)-cos(Bx)- B
= AB - 2sin(Bx) cos(Bx)
= ABsin(2Bx)

Jotta derivaatan suurin arvo olisi 1, pitdd olla AB=1¢li A= L

Koska f'(3£) =0, niin
ABsin(2B-32£) =0

sin(35%) =0
3Br _ .2
y —h7w ‘371
B=2 nel

Koska Be|0,2]ja 4= %, niin kelvollisia ovat

B=% Bz% B=2

_ 1

A=3 A=3 A=7
A=3 A=3 A=1
Vastaus: ? tai * tai 2



Kertausosa

32. a) f(x)=2cosx—3

suurin arvo, kun cosx =1 ei 2-1-3=-1
pienin arvo, kun cosx =—1 eli 2-(-1)-3=-5

=g =1.7qq — 1q
b) g(x)=sinxcosx =-2sinxcosx =sin2x
suurin arvo, kun sin2x =1 eli 5-1=

pienin arvo, kun sin2x = —1 eli 1-(-1

Vastaus: a) suurin —1 ja pienin — 5 b) suurin J ja pienin —J



Kertausosa

33, h(x)=+3x+sin2x  vililld [0,27]
' (x) =+/3 +2cos2x

Vililld [0, 2] ovat x=2 x=12 x=1Zjax=01¢
0 % Z— 17—2” 11—” 2T Testipisteet:
F@l+| - +]-]+ S =20
f'1,5)=...<0
LTINS o
f'2)=..>0
f'@4,5=..<
f'(5)=...>0
Minimiarvot: Maksimiarvot:
f(0)=0 fER) =337 4 12277
fE) =137 — 1 2,67 fz) =107 4 1 g0]
fom)y =107 15812 fQ2r)=237~109

Vastaus: Minimiarvot: O, 7@” ~-1%~267ja lgﬁ” —1=~8,12

2

Maksimiarvot: 5*5” +1~2,77, 17{” +1~821 ja 23 7 ~10,9



Kertausosa

34. f(x)=cosx —%cost

f(x) =cosx—%cost=cosx—%(20082x—1) =—coszx+cosx+5

Merkitdan cosx =t, jolloin

g(t)=—t> +1t +%, missd t €[—1, 1]

Fermat’n lauseen mukaan funktio g saa suurimman ja pienimman
arvonsa joko vélin paatepisteissa tai derivaatan nollakohdissa.

g'(t)y=-"2t+1
g'()=0
—2t+1=0
2t =1

=

gh)=-() +1+1=1

g(-1)==(-17 + (- + =1}
g)=-1+1+1=1
Suurin arvo 3, kun Pienin arvo —14, kun
cosx =1 cosx =—1
x=*x%+n2r X=rw+n2r

Vastaus: Suurin arvo 3, kun x =+Z +n2x

Pienin arvo —14, kun x =7+ n2x



Kertausosa

35.

a €]0, Z[, Tikkaiden pituus / =a +b

sina = —— cosa = —
b a
o 2,2 m
sin cosa
Tikkaiden pituus on
2.2
l(a)=—"""+ 3

Smo  CoS«ox

0-2,2cosa N 0-3(-sina) 3sina 2,2cosa
sin” & cos’ a cos’a  sin‘«a

['(a) =

Derivaatan nollakohdat:
['(x)=0

3sina _ 2,2cosa

R ‘-coszasinza
cos"a sin"«

3sin’ @ =2,2cos’ & ‘: 3cos’ &

sin’ & _ 2,2
cos’a 3 Testipisteet:
oty 2 ['(0,1) = -219<0
I'1)=6,97>0
tna =35 Jtan” 0 073. 1%
a =0,7337...(rad) ['(x) _ +

Pienin arvo, kun I(x) \ /

o =0,7337..rad ~ 42,04°
Tikkaiden pituus /(0,7337...) =7,3247 = 7,32 m

Vastaus: 7,32 m




Kertausosa

36.

a)

b)

a

a,

as;
ay

ds

b,

_5n+5
n® +1

2+1 2
_ 5245 15
2°+1 5

_54+5_19:5

a, =

3

_53+5_29_2

3241 10

5445 25

4241 17

_5-5+5_30_,
524+1 26

. nxw
=nsin—
4

8

17
2

13

___________________________________________________________

__________________________________________________

""""

""""""""""""""""""""""""""""""""""

——————

""""

———————————————————————————————————————————————————————————

———————————————————————————————————————————————————————————

""""""""""""""""""""""""""""""""""



Kertausosa

37. a)a,=2n"-3n-15
a, =12

2n* -3n-15=12
2n* —3n-27=0

C—(-3)4(-3) =4:2:(27) 3#I5
B 2.2 Ty

n=-3 tai n=4%

n

E1 ole positiivista kokonaislukuratkaisua eli 12 ei ole jonon jdsen.

30n 42
4n* -2
30n+2 =48n° — 24

=12 \ (4n* —2)

48n° —=30n—-26=0

= (B0)£4[(-30)° ~4-48-(-26) 305897 _

Z
2-48 96
E1 kokonaislukuratkaisua eli 12 ei ole jonon jdsen.
Vastaus: a) Eiole b)Eiole
38. a)0,3,8,15,24,35, ... Esimerkiksi a, =n” —1
b)0,-1,0,1,0,-1,0,1, ... Esimerkiksi b, = cos(5 +n-%)

tai b, =—sin(n%)

n



Kertausosa

3
Tutkitaan funktion f(x)= )2c , x>1, x € R kulkua.
2x°+2

3x7-(2x* +2)—x° - 4x B 6x* +6x° —4x* B 2x* +6x°
(2x* +2)° (2x° +2)° (2x* +2)°

f'(x) =

f'(x) >0 kaikilla x>1.
fon siis aidosti kasvava, joten my0s a, on aidosti kasvava.

n’> —8n+16

5 Tukitaan perdkkéisten jasenten erotusta

b) b, =
b —b

2n

n+

(1) -8+ ) +16 D 2 —8n 416
2(n+1)> 2n’

n

n2(n? 20 +1-8n—8+16)— (n® +2n+1)(n” —8n +16)
2n*(n+1)°

2 (> —6n+9)—(n* —8n* +16n% +2n° —16n> +32n+n> —8n+16)
2n*(n+1)°

B n*—6n’ +9n* —(n* —6n° +n* +24n+16)
2n*(n+1)°

_8n’-24n-16 8(n° -3n-2)
2n*(n+1)° 2n*(n+1)°
%/—J
>0, kunn>1
Kun n=1, niin n* -3n-2=1*-3-1-2=-4<0
Kun n=4,niin n* =3n-2=4>-3-4-2=2>0
Jono et siis ole kasvava eika viaheneva

Vastaus: a) aidosti kasvava b) ei kumpaakaan



Kertausosa

40.

n’—12n+34
" 2n° +2

c

Viite: ¢, <5 eli ¢, — 4 <0 kaikilla 7 >10

Todistus:
. 1’ -12n434 "1’ -12n+434-n" -1 -12n+33
"2 2nt+2 2 2n +2 2n° +2

%/_/
>0 kaikilla n
Kun n>10, niin ¢, -3 <-12-10+33=-87<0
Siis ¢, — % <0 kaikilla n>100

x> —12x + 34
2x% 42
(2x—12)-(2x* +2)—(x* —12x +34) - 4x
(2x* +2)°

Tutkitaan funktion f(x)= , x>1, x € R kulkua.

Jf'(x)=

L Ax +4x-24x" —24—4x7 +48x” —136x _ 24x% —132x 24
(2x* +2)* (2x* +2)*

f'(x)=0
24x% —132x-24=0

—(— + (= 2_4.24.(— +10./
e ( 132)_\/( 132)" —4-24-( 24):132_12 137:Eilm
2-24 48 4 4

Vain x =1 + 14137 = 5,7 kelpaa (x >1)

11,1 ..
1 g g3 5T Testipisteet:

' - n f'(2)=-19<0

£1(6) ~ 0,009 >0
I | 7




Kertausosa

Kulkukaavion mukaan pienin jasen on joko c; tai ¢,.

52-12-5+34 1
CS= = —_—

2.52 42 52

6> -12-6+34 1
C6: 5 = —_—
2.6%+2 37

. . . °ee 1
Eli pienin jdsen on — 5

Kulkukaavion, ja alussa todistetun mukaan, suurin jdsen on ¢, jos
1

_1P-12-1+34 23

c, = 5
: 21242 4

>

ENG[O8

1
2
Siis suurin jésen on ¢, =53

. . LYY 3 . . . 1
Vastaus: Suurin jdsen 5 ja pienin — >

41. (a,) aritmeettinen jono a, =a, +(n—-1)-d

a) a;=5jaa,=40

a,+2-d=5
_ {a1+9-d:40
—7d =-35
d=5

a,=5-2d=5-2-5=-5

(yy =—5+19-5=90



Kertausosa

b) a; =10 ja a,, =6

a, +5-d =10

_ {a1+9~d=6
—4d =4

d=-1

a,=10-5d =10-5-(-1) =15

ayy =15+19-(—1)=—4

Vastaus: a) d =5 ja a,, =90 b)d=-1ja a,,=—4

42. a)a,=(m+D(n-1)-m-1)>+3=n"-1-n>+2n-1+3=2n+1
a,,—a,=2n+1)+1-2n+1)=2n+2+1-2n-1=2=vakio
Jono on aritmeettinen
b) b, =n(2—n)=2n-n’

b, —b, =2(n+1)—(n+1)> —(2n—-n>)
=2n+2-n*-2n—-1-2n+n’
=2n+1

E1 ole vakio

Jono ei1 ole aritmeettinen

Vastaus: a) kylla b)ei



Kertausosa

43. (b,) aritmeettinen jono, b, =b, +(n—1)d
b, =200 ja b, =192
b, +d =200
_ |h+10d =192
-9d =8

d=-
b, =200 —d =200 —(—%) =200%
b, = 2005+ (n—1)(—5)=2012 -5 n

O oo

S

Siis 170 jasenistd ovat vahintdan 50

Vastaus: 170 kpl



Kertausosa

44.

Vastaus: a, =

(b,)=(2%) on aritmeettinen, a, =4 ja a, =6

b =2 =2*=16

b, =2 =2° =64

Koska (b,) on aritmeettinen, niin
b,=b+d

16 +d =64
d =48

b =b +(n-1)d =16+ (n—1)-48 =481 —32

2% = 48n 32
lg2% =1g(48n —32)
a 1g2 =1g(48n—32)

g - 1g(48n —32)
" lg2

_ 1g(48n-32)
g2




Kertausosa

45. Jono 3, 2x, x*, ... on aritmeettinen. Perikkdisten jasenten erotus on
vakio, joten

x> —2x=2x-3

x*—4x+3=0

x__@@i¢@4f—4y3_4iz
- 2.1 2

x=1tar x=3

Jos x=1,niin jonoon 3,2, 1, ... (d =-1), joten
a;=3+4-(-1)=-1

Jos x=3,niinjonoon 3,6,9, ...(d =3), joten
a;=3+4-3=15

Vastaus: a; =-1 tai a; =15



Kertausosa

46.

a) 1,—1,1,—1,1,... voi olla geometrinen, silla
-1 1 -1 1

1 -1 1 -1

b) 2,4,6,8, 10, ... ei voi olla geometrinen, silld

4
)
5 ja

-I>IO\
t\JIw

c) 4375,6125,8575,12005, 16 810, ... e1 voi olla geometrinen
6125 7. 16810 3362 7

4375 57212005 44017 5

2n 42(n+1) 42n+2

d) b = =T ——,joten b, | =

n 82(n+1) -1 g2nil

2n+2 2n 2n+2 2n-1
bn+l _ 4 . 4 _ 4 8 _ 42n+2—2n . 82n—1—(2n+1)

b - g2+l T g2n-l - g2n+l ) 420

=4°.87

Jono on geometrinen

Vastaus: a) voi olla b) ei c) el d) on



Kertausosa

47.

Vastaus:

Jono on geometrinen
a)a,=6jaa,=20

a, 4" =ay a,-q" =6
a 20 10 6 6 6
4 -\ 3 ((130)6) (?)
q:i61?0 \/7
a =+%2
11)\30 0)
a :ﬂ.@ m)30:ﬂ ((ﬁ 6) _ 63 (&)5 200000@=20000m
31 10 3 10 3 Jio V3 81410 81
tai
6[ (- \/7)30 2oooof
b) b, =100 ja b, =50
b,-q” =b, b -q> =100
s_by 50 1 p - 100 100
=8, 7100 2 R IR
: (] ®
1
q=33=@) :
b, =100-2°
25 100 100 25

3 1 30
b31=100-25-((%)5) ~100-25 - (1)° =100- 5=

20 000+/30 b) by, = 25

a) a; ==

)%t 32322 8V4



Kertausosa

48. Jono 4,1-2x, x*, ... on geometrinen
Periakkaisten jasenten suhde on vakio:

1-2x x?
4  1-2x
(1-2x)* = 4x°

X # % silld muutoin jono e1 ole geometrinen

1—4x+4x* =4x?

4x =1
xX=1
1
Jono onsiis 4, 7, ... ja siten ¢ :i:%
a 4-(l)19 0
0 =~ 28 = (1) =0,000 000 000 931... ~ 0,000 000 09 %
ay 4(%)

Siis a,, on 100 % — 0,000 000 09 % = 99,999 999 91 % suurempi

Vastaus: a,, on 99,999 999 91 % suurempi



Kertausosa

49.
Vuosia paivimaarastd | Rahaa patjassa (€)
1.1.2012
1 0,95-10 000
2 0,95 -10 000
3 0,95 -10 000
n 0,95" -10 000

n. vuoden kuluttua talletuksesta patjassa on rahaa
a, =0,95"-10 000 €

Rahamaara 2.1.2021 on a, = 0,95 -10 000 ~ 6 302,49 €

Alittaa 1 000 €, kun
a, <1000

0,95" -10 000 <1 000
0,95" <0,1 ‘lg (aidosti kasvava)
1g0,95" < -1
nlg0,95<-1 [1g0,95 (<0)
n>44.890...

Siis 1 000 € alittuu 1.1.(2012 + 45) = 1.1.2057

Vastaus: 6 302,49 €
1.1.2057 tapahtuvan noston jalkeen



Kertausosa

50. a)
izk 1 21-1 2.2-1 2.6-1
+ + ...+
— ok 2.2 2.6
1,3,5. 7.9 11
=—+—+—+—+—+—
27476 8 10 12
=43l
b)

S =) (=D (-1’
YL

0) Z( -2)'(-3)""

(2)(3)’1—(12)( 1-:3)7 =(=1)'(=D""-2"-37

i— i 3l i i
=(-1)*".2"- 3 -1-1.(2-3) =-1.6

8 8
(-2)'(-3) " ==1.) 6" =—1. (6> +6> +6" +..+6%)
3 3
i=2

i=2
=-1.2015532
=671 844

2520

Vastaus: a) 425 b) —£2- ¢)—671 844



Kertausosa

51. Aritmeettisia summia S, :aﬁz—an ‘n
2) 6+13+20+..+111=2"1H1 16936
O+ 116 kpl
b) 0;100—91—82—...+8():M-21:—210
80—(~100) 2

+1=21kpl

Vastaus: a)936 b) —210

52. (a,) aritmeettinen jono, a, =30 ja a;, =-120

30

Zak:alo—;am .21

k=10
a, +2d =30
_ |a,+11d =-120 a, =20-2d
—11d =150 a; =20-2-(-163)
d=-163 a; =631

30

Zak T

k=10 2

_ (63%4-9-(—16%))4-(63%"‘29'(_16%)) 91
2

=-5320

Vastaus: —5320



Kertausosa

53. a, =5n-10 aritmeettinen jono
a,=5-1-10=-5
a, +a,+..+a, <1000

=210 <1000 |2

(5n—15)n <2000
5n® =15n-2000<0 |5
n> —3n-400<0

Nollakohdat:
n® —3n—400=0

n=—(—3)i¢(-3)2 ~4-1-(-400) _3£+/1609

2-1
n=-18,6 tai n~21,6

Siis 1<n <21

Suurin z:n arvo on siis 21

Vastaus: 21

2

AN

_ 18,6V21,6



Kertausosa

54. Rekursiivinen maaritelma {al =2 :
a,,=a,—n ,n=1273, ..

a,=a,—1=2-1

a;=a,—2=2-1-2

a,=a;—3=2-1-2-3

as;=a,—-4=2-1-2-3-4

a,=2-(1+2+3+...+(n-1))

1+199

500 :2_(1+2+3j--'+199):2_

aritmeettinen summa

199 =—-19 898

Vastaus: —19 898



Kertausosa

10 30
55. Aritmeettinen jono (c,), ch =-10 ja ch =30

ERTITIT
2

“217%0 .19-30
2

(5(c, +¢,y) =10 ‘:5
15(¢cyy +¢30) =30 ‘:5
(¢, +¢,+9-d=-2

¢, +20-d+c, +29-d=6

[ 2¢,+9d =2
_ <2614-4961’:6
—40d = -8
a=
2¢, =-2-9d
2, =-2-9-1
2, ==L |2
¢ =—1

50

94 (=19y4L49.1
Yo, =t 50 Tt T 50550150
. 2 2

Vastaus: 150



Kertausosa

56. a) Geometrinen summa 3+9+27+...+3 486 784 401

=3486 784 401
3.3"1 =3 486 784 401
3" =3 486 784 401

lg3" =1g3 486 784 401
nlg3 =1g3 486 784 401

. g3 486 784 401 _
g3

20

:3-(1—320)

S
20 1—3

=5230176 600

b) Geometrinen summa 0,99 +0,99% +0,99° + ...+ 0,99"
a,=0,99, ¢=099 jan=15

~0,99-(1-0,99")

=99(1-0,99")~13,9
15 1-0,99 ( )

Vastaus: a) 5230176 600  b) 99(1—0,99'%) ~13,9



Kertausosa

57. a)

b)

L L.14641" =132 14641 =121-14 641"

121

. . n—1
Geometrinen jono (a, =a,-q" )

20 20 _ 20
le4k—22212114641k_1:121 (]. 14641 )z1’7-1081
1-14641

4% 4% 21k k k-1 -1
82’“_1:8_1-82":8.(3_2) =8- (1) =8-1.(H*" =2.(})
Geometrinen jono

ay=2-H", g=1, n=50-20+1=31

50 2 50 19 31
Z;kkl_zz () = 2-(3) (—() )~9,7.10—12

k=20 k=20 4

Vastaus: a) 1,710 b) 9,7-107"



Kertausosa

58. ¢ = 10-1,0025*" on geometrinen jono

¢, =10, ¢ =1,0025

210 .1,0025%"" >1000

k=1

10-(1-1,0025")

>1000 |10
1-1,0025
12100257 5 169 - (~0,0025)
—0,0025

1-1,0025" <-0,25
1,0025" > 1,25 ‘lg (aidosti kasvava)
1g1,0025" > 1g1,25
nlgl,0025>1g1,25 |1g1,0025 (> 0)

. lgL2s
11,0025

n=389,36...

Pienin kelpaava » on siis 90

Vastaus: 7 =90



Kertausosa

59. k+ik+ @) ’k+@’k+..+ D) k=10
Geometrinen summa, a, =k, g =%, n=20

S, =10
K1-()™) _

=

10

2k(1-(3)*)=10 |2
k(1-(5)*)=5
5
k=—"—r
1_ (%)20
k =~ 5,000005

Vastaus: £ = 5,000005



Kertausosa

a, =2
60. Rekursiivinen maaritelma :
a,,=2a,-1,n=1273,..

a,=2a,-1=2-2-1=2" -1
a,=2a,-1=2-(2*-1)-1=2"-2-1
a,=2a,-1=2-(2°-2-1)-1=2"-2°-2-1
a;=2"-2"-2"-2-1

a,=2"-2"7-2"7 - 2% -2-1=2"-(2" 242"+, +27 +2+])

n

geometrinen summa

a« e 112"
1-2
=2"+1-2""
=2.2""-2"" 41
=2""+1

a, =2% +1~5,6-10"

Vastaus: a;, =2% +1~5,6-10"



TESTI1

1. a) D(3sin4x)=3D(sin4x)=3cos4x - Ddx =12cos4x

b)
D(xtan x) = Dxtanx + xDtan x
=tanx + x(l + tan” x)
=tanx + x + xtan” x
©)
D(cos®(—x +1) + x ) = D{cos*(—x + 1)) + Dx
=2cos(—=x+1)Dcos(—x+1)+1
= 2cos(—x + D)[—sin(—x + 1)D(—x + )] +1
=2cos(—x + Dsin(—x+1)+1
=sin[2(—x + )]+ 1
=sin(—2x +2)+1
2. a) sin5a =sin 45°
5a =45°+n360°:5 tai  5a =180°—45°+#360°|:5
a=9°+n72° tai a=27°+n72°, neZ
b) cosx(cos3x +1)=0
cosx =0 tat cos3x+1=0
V4
xX=—+nr cos3x =—1

Bx=mw+n2x:3

2
x=£+ﬂ—7[, nerz
3 3



C) sina =cosa [cosax #0

sina

=1
cosa
tana =1

T
CZZZ+7Z7Z', ne’z

Tutkitaan erikseen, jos cosa =0. Tilloin a = B +nw,nel.

Sijoittamalla yhtil66n cosa =0 saadaan

sinax =0

a=nw, ne’l

Siis kosinin nollakohdat & = —+nx, n € Z eivit ole yhtilon ratkaisuja.

Vastaus: a) a =9°+#72° tal @ =27°+#n72°, nelZ

2
b) x=2tun taix=£+ﬂ—”, neZz
2 3 3

T
C) 05=Z+7m', ne’z

Aritmeettisen jonon yleinen termi on 2, =a, + (7 —1)d

a;=a, +(5-1)d=2
ay, =a, +(23-1)d =-23

a, +4d=2
a,+22d =-23 |-(-1)



{a1+4d:2

—a, —22d =23
— 184 =25 |:(—18)
i=-2
18

Sijoitetaan saatu arvo jompaan kumpaan yhtal66n.
a, =—4d +2
25
=—4-(———)+2
)

68

Yleinen termi

b) Geometrisessa jonossa -8, - 4, - 2 ensimmiinen jasen ¢, =—8 ja g = 5

1 n—1
Geometrisen jonon yleinen termi @, =a,4"" =—8- (—j .
2

1 100-1 1 99 95 1
Sadas jasen on a,,, =—8- (—j =8| =| =——= % =-1,26...- 1077,

25 161

Vastaus: a) ¢, = ——

n+
18 18



4.

f(x)=2sinx + cos2x

Funktio on jaksollinen, jatkuva funktio valilla [0,272'] , joten voidaan kayttda
Fermat’n lausetta.
Derivoidaan f.

f(x)=2cosx — 2sin2x
=2cosx —2-2sinxcosx

=2cosx(1 - 2sinx))

Derivaatan nollakohdat
2cosx(l —2sinx) = O)

2cosx =0 tai 1—-2sinx =0

cosx =0 tai 2sinx =1 1|2
T . } 1
x=5+mr tai1 SINnx =—

T .
x=g+n27r, ne/ tai

X=—Tn+n2r,nes

5
Derivaatan nollakohdista vilille ]O, 27[[ kuuluvat x = z , X = % , X =—T ja

6

X =—T.

Tutkitaan funktion arvot derivaatan nollakohdissa ja suljetun vilin
paitepisteissa (Fermat).

f(0)=2sin0+cos2-0=1

T T T

—)=2sin— +cos| 2-—
75y =25 1 o 2.7

T T T

—)Y=2sin—+cos| 2-— |=1
1) =26 7 1 cof 2.7

5 5 5 3

—m)=2sin—mw+cos| 2-—m |=—
1Cm=2sinS o 227 ) =2

6
3 3 3
—m)=2sin—mw+cos| 2-—mw |=-3
fCm=2sin2mscof 2 2x ]



f(2r)=2sin27x + cos(2-27) =1

Funktion fsuurin arvo on siis > ja pienin arvo -3.

Niin ollen jatkuvan funktion arvojoukko on l:— 3, %}

f(—=x)=2sin(—x) + cos(—2x) = —2sin x + cos 2x

Koska f(x)# f(—x), niin funktion ei ole parillinen.
Koska — f(x)# f(—x), niin funktio ei ole pariton.
Funktio ei siis ole parillinen eikd pariton.

. . 3 : 30 . . :
Vastaus: pienin arvo -3, suurin arvo E’ arvojoukko {— 3, E} , i parillinen eika

pariton

5. Tutkitaan puuston mairaia vuoden 1988 alusta alkaen vuosittain.

Aika Puuston miiri (m’)
1988 alku 100
1989 alku 1,17-100 — 16
(+1)
1990 alku 1,17(1,17-100 — 16) -16=1,17*100 — 1,17-16 - 16
(+2)
1991 alku | 1,17:(1,17*100 — 1,17-16 — 16)- 16=1,17 -100 - 1,17*16 — 1,17-16 — 16
)
+ 7 vuotta 1,17-100 - 1,17 16 — ... -1,17-16 - 16
1988 alusta
alkaen




n vuoden jilkeen 1988 alusta alkaen puuta on yli 120 m’. Saadaan siis epiyhtilé

1,17"-100 = 117" 16 —...—1,17-16 — 16 > 120

117" -100 = (1,17 16+ ..+ 11716 +16)> 120

a, =16, =117,
16(1-1,17") 1

summassa

1,17” -100 — >120 | 0,17

17 termeji # kpl

-0,17
117" 17 +16(1—1,17")> 20,4
117" 17 117" 16+ 16 > 20,4

117" > 4.4 ‘ln aidosti kasvava

nn1,17>1n4,4 |1n1,17

In4,4
In1,17

n>

=9,44...

Koska 7€ Z, , niin kun» 210, puuta on yli 120 m’. TAmi saavutetaan vuoden
1998 alussa (1988 + 10).

Vastaus: vuoden 1998 alussa

Tutkitaan tuottoa, pidomaa ja jaettuja apurajoja (€) vuosittain alkaen 1993.

Aika Tuotto (milj.) Piioma (milj.) | Apurahat (milj.)

1993 alku 10

1994 alku 0,10-10 1,05-10 0,05:10
(t1)

1995 alku 0,10-1,05-10 1,05*10 0,05-1,05-10
(t2)

1996 alku 0,10-1,05*10 1,0510 0,05-1,05*10
(+3)

72 vuotta

eteenpiin 0,10-1,05"'+10 1,05"10 0,05-1,05""10

1993 alusta
(tn)




Kun padoma on kaksinkertaistunut, se on 20 milj. eli

1,05" -10 = 20
1,05" =2
nIn1,05=1n2 |1 I1n1,05
p=—02 _14.206..%15
In1,05

Piidoma on kaksinkertaistunut vuoden 2007 lopussa (2008 alussa).

Tdhin mennessid (7 =15) on jaettu apurahoja (milj.) yhteensa

0,05-10+0,05:1,05-10+...40,05-1,05"*10.

Vuosittain jaetut apurahat muodostavat geometrisen summan, jossa

a2, =0,05-10 ja ¢ =1,05.

1-1,05"

>

§=0,05-10- =10789281,79 10,8 (milj.)

Vastaus: 2007 lopussa, 10,8 milj.

Taulukkokirjan mukaan sin(x - )/) =sinxcos y —cosxsin j.

A
. . T T
Tiedetddn, ettd sinx =—, —— < x < —

2 2

COS X

1
jacosyz—g,ﬂ'ﬁySZE. - | -

Sijoitetaan lihtotiedot muunnoskaavaan
) ) 1 1 )
smxcosy—cosxsm)/:Z- —g —cosx -sin y

Lihtotietojen avulla pitaa maarittda siis arvot cos y ja cosx .
Yksikkéympyrin avulla voidaan paitelld, etta sin y <0 ja cos x >0.



Lasketaan ensin arvo lausekkeelle sin j.
Peruskaavan avulla saadaan

sin® y+cos® y=1

: 2 2
sin” y=1-cos™ y

2
sin y=%_|1— 1 sin y <0, kun
3 < y<2mw

sin y =— §
77

. NE)
sm] = —?

Vastaavasti saadaan arvo lausekkeelle cos x.

- 2 2
sin“x +cos" x=1

2 . 2
cos"x=1—-sin"x

1) cos x >0, kun
cosx=%x_[1—|—

(4) —zﬁxﬁz

2 2

Sijoitetaan saadut arvot lausekkeeseen

l(j\/ﬁ(\@j

sinx cos y —cosxsin y=—-

4\ 3) 4 3
~ 1120
12 12

12 12 12

1 2430 1 430
+—= +Tz0,83



TESTI 2

l.a) xe {%,ﬂ}joten cosx<0

sin?x+cos’x=1

2 2
(lj +cos’x=1 |- (lj
3 3

coszng \/7
\/§ J8 242
cosx|=,[-=——=""
9 3 3
Koska cosx <0, niin cosx = —¥
sinx 1 ([ 242 1 3 1
tan x = = - === - _
cosx 3 3 322 22
b)

T . T
. tan| — |-sin| ——
tanx-smy (3] ( 4)

cos 2z cos( .

sin(—x) =—sin x

__\3 L A3
- (57[] h 1T
COS| — —
3 2
Vastaus: a) cosx :—& ja tanx:—L
242



2. a)Jono 2, %, ... on aritmeettinen, joten d = a, —q, =%—2

a,=a, +(n-1)d
1 15
a,, =2+19-(——j=—7
15
> a, +a 2 (_2
Aritmeettinen summa: Z a,=—+—22.20=

b) Jono 2, %, ... on geometrinen, joten g = 4

20
e A
_ al(l_qzo) _
Zan_ 1-¢ B 3

1—>

=7,9746...~ 7,97

Vastaus: a) —55 b) 7,97



3. a)

b)

Vastaus:

tanx:\@

T
x=§+n7z,neZ

: : T
sin x = sin(x — g)

x=x—%+n27z tai x=7r—(x—%)+n27z

T i
0=—§+n27r tai x:ﬂ—x+§+n27z

Epatosi 2x = 4?” +n2x ‘: 2

27

x=?+n7z,neZ

sinx ++/3cosx=0 ‘:cosx;tO

sin x
++/3=0
COSX

tanx = —\/§

2
xz?ﬂ+n7r,neZ

a) x=%+n7z,neZ
b) xzz?ﬂ+n7z,nel

c) x=2?7[+n7z,neZ

Jos cosx =0, niin
sinx+4/3-0=0

sinx=0

Epatosi, koska sini ja kosini
eivat ole samanaikaisesti nollia.



4. a) cos’ x+sin*x—1=0
cos*x+1—cos’x—1=0

cos* x—cos’> =0

2 2
cos” x(cos“ x—1)=0
cos’x=0 tai cos’x—1=0

cosx=0 tai cos’x=1 ‘\/7

T ) )
x=5+n7z tai cosx=-1 tar cosx=1

X=m+n2xr tal x=n2rx

e T
Yhdistetdadn vastaukset: xX= nE ,nerl

b)

cosx =2sin’ x —1
cosx=2(1—-cos’x)—1

2
cosx=2-2cos" x—1

2cos’ x+cosx—1=0 ‘ cosx =t
20 +t—-1=0
112 =421 143

2:2 4

t=-1 tai t:l
2

A
) 1
cosx=-—1 tai cosx=—
2
) T >
X=m+n2z tal x=t—+n2x

3

C e T 27

Yhdistetaan vastaukset: X = g +n ?

Vastaus: a)x=n%,neZ b) x=—+n2?ﬂ,neZ



5. f(x)=sin2x+cos’x

f'(x)=cos2x-D(2x)+2cosx - D(cosx)

=2c0s2x +2cos x(—sin x)
=2c0S2x —2cosxsinx

=2¢c0s2x—sin2x

a)
f’(£j=2cos(2-£j—sin(2-£)
3 3 3
2r . 2mw
=200s?—sm—
_2.(_%_&_—2—&
2 2 2
b)
f(x)=0
2cos2x—sin2x=0 ‘:cost;tO
2_s1n2x:O
COS2x
tan2x =2

2x=1107...+nx ‘: 2

x=05535.. +n2~055+n"
2 2

Vastaus: a) f ’(%):%ﬂ@

sin2x =2sin xCOS X

b) x=0,55+n§



6. Jonon yleinen jisen a, = n> —113n+5240.
a) Luku 2078 on jonon jasen, jos a, =2078 jollakin ne Z, .
a, =2078

n® —113n+ 5240 = 2078
n’> —113n+3162=0
n_—(—113)i\/(—113)2 —4-1-3162 11311

2-1 2
n=51 tai n=62

Siis 2078 on jonon 51. ja 62. jasen.

b) Merkitddn f(x)=x> —113x+5240 ja etsitd4n timin reaaliarvoisen

funktion pienin arvo.
f'(x)=2x-113

J'(x)=0
2x—-113=0
2x=113 .
x=56,5 56,5 X

Funktion fpienin arvo kohdassa x = 56,5, joten lukujonon pienin jasen
on as tai as,

a5, =56° —113-56+ 5240 = 2048
a5, =577 —113-57 + 5240 = 2048

Lukujonon pienin jdsen on siis 2048

Vastaus: a) On lukujonon 51. ja 62. jasen
b) Pienin jdsen 2048



7. a) f(x):cosx—%COSZx Jkun x e[-7, 7].
f'(x)=—sinx—%-(—sin2x)-2:sin2x—sinx

Derivaatan nollakohdat:

sin2x—sinx=0
sin2x =sinx

2x=x+n2x tal 2x=mw—x+n2x

X=n2rx tal 3x=xw+n2nz
T 27
X=—+n—0
3 3
z

Vililld |-z, [ on x =

f(=n)=cos(-x)— %cos(Z(—z)) =COSTT — %cos 2 =—-1- 1 1= 3

1 1 3

r)=cosm——cos2r=—1—-—-1=——

f(7) 5 >
f(z)=cosz—lc0s2—ﬂ:l_l.(_l):lJrl:é
3 3 2 3 2 2 2) 2 4 4

: 3. . . 3
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo — ja pienin ——



b) f(x)=cos’ x+sinx+2=1-sin’ x+sinx+2=—sin’ x +sinx + 3

Merkitddn sinx =¢.
Koska —1<sinx <1, fsaa samat arvot, kuin funktio
g()=—t*+t+3,kun —1<¢<1

g'(t)=-2t+1
g'(t)=0
—2t+1=0
2t =1
1
t=—
2

g-D=—(-1)*+(-+3=1
g()=-1"+1+3=3

1 1Y 1 1
3-5) 2

o ) : 1.
Fermat’n lauseen mukaan g:n (ja siten my0s f:n) suurin arvo on 3— ja

pienin arvo on 1.

Vastaus: a) Suurin arvo % ja pienin _3

b) Suurin arvo 3% ja pienin 1



8. Tilavuus on suurin, kun poikkileikkauksen
ala on suurimmillaan.

12+12+2a-h—24+2a-

A= h

2
A=12+a)h=12h+ah Sinng ja Cosx:g
A(x)=12-8sinx+8cosx-8sinx h=38sinx a=38cosx

=32(3sinx+2sinxcosx) , Oﬁxgg

A'(x) =32(3(cos x) + 2(cos x - cos x + sin x(—sin x)))
=32(3cosx +2cos’>—2sin” x)
=32(3cosx +2cos” x —2(1 - cos” x))

=32(4cos” x+3cosx—2)

Derivaatan nollakohdat:

4cos’ x+3cosx—2=0 cosx =t
4> +3t-2=0
t_—3i\/32 —4.4.(=2) -3+./41
2-4 8

z=_3+—m:0,425... tai z=_3_—m:—1,175...

8 8
cosx =0,425... tat cosx=-1175...<-1
x==x1131...+n2x E1 ratkaisua

vililld }o, %[ onx=1131...



A(0)=0

A 1) —32(3sinZ + 2sin - cos *) =32(3-1+2-0) = 96
2 2 272

ALI31..)=111,51...

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo saadaan, kun

x=1131...rad :1,131...-@ = 65°
V2

Suurin tilavuus:

V=A_,. -400cm=11151...-400 =44 607,93...~ 45 000cm’ =45 [

pohja

Vastaus: x=65" ja tilavuus 45 litraa
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