
Kertausosa 
 

Kertausosa 
 

1. 1)( 2 −= xxf  ja 
1
1)(

−
+

=
x
xxg  

a)  
21)1(

1)1())(())(( 2

2

2

2

−
=

−−
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==
x

x
x
xxfgxfg  

 
b) 

 

2

2
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)1(

2
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)1(
4

)1(
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1
)

)1(
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1
1))(())((
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⎠
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⎛

−
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x
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x
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x
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x
xxgfxgf
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c)  242422 21121)1())(())(( xxxxxxffxff −=−+−=−−==  
 
d)  

xx
x

x
xx

x

x
xx

x
xx

x
x
x
x

xgg
x

x

=
−

⋅
−

=
−−

=

−
+−+

−
−++

=
−

−
+

+
−
+

=
−

−

2
1

1
2

1
2:

1
2

1
11

1
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1
)

1
1

1
)

1
1

))((
1
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Vastaus: a) 
22

2

−x
x       b) 1

1
1 2

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

x
x  c) 24 2xx −  d) x  
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2. 23)( xxxf −=  ja 7)( xxg =  
723 )())(( xxxfg −=  

 
)23()(7)()'( 2623 xxxxxfg −⋅−=  

 
0)()'( =xfg , kun 

023 =− xx  tai  023 2 =− xx  
0)1(2 =−xx   0)23( =−xx  

0=x      tai  01=−x  0=x  tai 023 =−x  
  1=x       23 =x  

          
3
2

=x  

 

Vastaus: 0=x  tai 1=x  tai 
3
2

=x  

 
3. 0)(' >xf  kaikilla x  )3219()( 23 +−−= xxxfxg  

 
)21183()3219(')(' 2

kaikilla0

23 −−⋅+−−=
<

xxxxxfxg
x

 

0)(' ≥xg , kun  

076

3:021183
2

2

≥−−

≥−−

xx

xx
 

 
Nollakohdat: 

7tai1
2

86
12

)7(14)6()6(

076
2

2

=−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

xx

x

xx

 

 
0)(' ≥xg  ja siten g on kasvava, kun 1−≤x  tai 7≥x  

 
Vastaus: 1−≤x  ja 7≥x  

1−  7  

+ +



Kertausosa 
 

4. 2)1()( −= xxf  
 

)1)1)((1(41)1(2)1)1((2)('

)1)1(())(()(
22

22

−−−=⋅−⋅−−=

−−==

xxxxxg

xxffxg
 

 
0)(' =xg , kun 

01=−x  tai 01)1( 2 =−−x  
     1=x        1)1( 2 =−x  

   
20
11tai11

==
=−−=−

xx
xx

 

 

( )
( )

)1)1)((1)1)1)(((1(8

)1(2)1)1)((1)1)1(((4

1)1()1)1((2)1)1)1(((2

1)1)1(()1)1)1(((2)('

)1)1)1((())(())(()(

222

222

2222

2222

222

−−−−−−=

−⋅−−−−−=

−−⋅−−⋅−−−=

−−−⋅−−−=

−−−===

xxx

xxx

xDxx

xDxxh

xxgfxfffxh

 

 
0)(' =xh , kun 

01=−x  tai 01)1)1(( 22 =−−−x         tai  01)1( 2 =−−x  
1=x   1)1)1(( 22 =−−x       1)1( 2 =−x  

       11)1( 2 ±=−−x             11 ±=−x  
  0)1( 2 =−x  tai 2)1( 2 =−x            2=x  tai 0=x  
       01=−x            21 ±=−x  
            1=x    21±=x  

 
 
Vastaus: ff : 0=x  tai 1=x  tai 2=x  
 fff : 0=x  tai 1=x  tai 2=x  tai 21±=x  
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5. a) 8)( 3 += xxf  Määrittely ja arvojoukko R  

3

3

3

8

8

8

−=

−=

=+

yx

yx

yx

 

31 8)( −=− yyf  
 
b) 2,76)( 2 >−−= xxxxg  
 
Käänteisfunktiota ei ole, sillä esimerkiksi 

75,15)5,3(
75,15)5,2(

−=
−=

g
g

 

g ei siis saa kaikkia arvojaan vain yhdessä pisteessä, kun 2>x . 
 

c) 
1

)(
−

=
x

xxh   Määritelty, kun 1≠x  

 

1

)1(:)1(

)1(
1

−
=

−=−

=−
−=

−⋅=
−

y
yx

yyyx
yxyx

yyxx

xy
x

x

 

1
)(1

−
=−

y
yyh  

 
 

Vastaus: a) 31 8)( −=− yyf  b) ei ole c) 
1

)(1

−
=−

y
yyh  

Määritelty, kun 1≠y  
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6. a) 0,4)( 2 <−= xxxf  4,4)( −>+= xxxg  
 
Eivät ole. 

))(( xgf  ei ole määritelty, sillä 0)( >xg  kaikilla 4−>x  ja f :n 
määrittelyjoukko on 0<x . 
 

b) 
1

1)(
+

=
x

xf   
x

xxg −
=

1)(  

Kun 0≠x , niin 

x

xx
xx

x
x

xgf
x

==
+−

=
+

−
= 1

1
1

1

1
)1

1))((  

 
Kun 1−≠x , niin  

xx
x

x
xx

x

x

xxfg

x

=
+

⋅
+

=
++

−+
=

+

+
−

=

+

1
1

11
1:

1
11

1
1

1
11

)

))((

1

 

 
Siis 1−= fg  

 
 
Vastaus: a) eivät ole b) ovat 



Kertausosa 
 

7. 0,
2

1)( >
−

= x
x

xxf  

 

y
x

yyx
xyx

xyx

xy
x

x

21
1

)21(:1)21(
12
21

2
2

1

−
=

−=−

=−
=−

⋅=
−

 

 

y
yf

21
1)(1

−
=−  

 
Määrittelyehto: 

2
1

12
021

0
21

1
0

<

<
>−

>
−

>

y

y
y
y

x

 

 
 

Vastaus: 
y

yf
21

1)(1

−
=− , 

2
1

<y  

Osoittaja on positiivinen, 
joten nimittäjänkin on oltava 
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8. xxxxf 33)( 23 +−=  
 

363)(' 2 +−= xxxf  

1
01
0)1(

012

3:0363

0)('

2

2

2

=
=−
=−

=+−

=+−

=

x
x

x

xx

xx

xf

 

 
Koska 0)(' ≥xf  kaikilla x  ja yhtäsuuruus on vain yksittäisessä 
pisteessä ( 1=x ), f  on aidosti kasvava ja sillä on käänteisfunktio. 
 
a) 9)()9(1 =⇔=− xfxf  

  

3
03

0)3)(3(

0)3(3)3(

0933

933

0

2

2

23

23

=
=−

=+−

=−+−

=−+−

=+−

>

x
x

xx

xxx

xxx

xxx

 

Siis 3)9(1 =−f  
 
b) 2)()2(1 =⇔=− xfxf  
   233 23 =+− xxx  
Kokeilemalla huomataan, että 2=x  on ratkaisu: 

2612823232 23 =+−=⋅+⋅−  
 
Siis 2)2(1 =−f  
 

Vastaus: a) 3)9(1 =−f  b) 2)2(1 =−f  

1
+ +  
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9. 1,
54

2)( 2 −>
++

+
= x

xx
xxf   1−f  on olemassa, [,0] 2

1
1 =−fM  

 
a) Käänteisfunktion määritelmän mukaan: 

xxffxff == −− ))(())(( 11  
 

1)()'( 1 =− xff , joten derivaatalla ei ole nollakohtia 
 

b) 
54

2)()))((())(( 2
11

++
+

=== −−

xx
xxfxfffxfff  

 

22

2

22

22

22

2

1

)54(
34

)54(
844254

)54(
)42)(2()54(1

)(')()'(

++
−−−

=

++
−−−−++

=

++
++−++⋅

=

=−

xx
xx

xx
xxxxx

xx
xxxx

xfxfff

 

Nollakohdat: 

3tai1
2
24

)1(2
)3()1(4)4()4(

034
2

2

−=−=
−
±

=
−⋅

−⋅−⋅−−±−−
=

=−−−

xx

x

xx

 

 
Eivät toteuta määrittelyehtoa 1−>x  
 
ei nollakohtia 
 
 

Vastaus: a) ei ole b) ei ole 
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10. 
1

1)(
−

=
x

xf  

 
Funktioiden f  ja 1−f  kuvaajat ovat toistensa peilikuvia suoran xy =  
suhteen, joten ne leikkaavat (jos leikkaavat) suoralla xy =  
 
Leikkauskohdat saadaan yhtälöstä 

2
51

12
)1(14)1()1(

01

1

0)1(
1

1
)(

2

2

2

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

−=

≠−⋅=
−

=

x

xx

xx

xx
x

xxf

 

 
xy = , joten leikkauspisteet ovat siis ),( 2

51
2

51 ++  ja ),( 2
51

2
51 −−  

 
 
Vastaus: ),( 2

51
2

51 ++  ja ),( 2
51

2
51 −−  
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11. a) 792210)( 22 +−−−= xxxxxf  
 
Määritelty, kun  

0210 2 ≥− xx             ja         0792 2 ≥+− xx  
 
Nollakohdat: 

5
05tai0

0)5(2
0210 2

=
=−=

=−
=−

x
xx

xx
xx

          

2
1

2

2

3tai1
4

59
22

724)9()9(

0792

==

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

xx

x

xx

 

 
 
 
 
 

50 ≤≤ x    1≤x  tai 2
13≥x  

 
Siis 10 ≤≤ x  tai 53 2

1 ≤≤ x  

0  5
+  

1
2
13  

+ +
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b) 
16

152)( 2

2

−
−−

=
x

xxxg  

 
Määritelty, kun 

0
16

152)( 2

2

≥
−
−−

=
x

xxxh  

 
Osoittajan nollakohdat:  Nimittäjän nollakohdat: 

12
)15(14)2()2(

0152
2

2

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

x

xx
 

4

16

016
2

2

±=

=

=−

x

x

x

 

5tai3
2

82

=−=

±
=

xx

x
 

 
 
 
 
 
 

0)( ≥xh , kun  
4−<x  tai 43 <≤− x  tai 5≥x  

 
 

Vastaus: a) 10 ≤≤ x  tai 53 2
1 ≤≤ x  

 b) 4−<x  tai 43 <≤− x  tai 5≥x  

Testipisteet: 

045,0)6(
088,0)5,4(

094,0)0(
01,1)5,3(

02,2)5(

>=
<−≈

>≈
<−≈−

>≈−

h
h
h
h
h

 
)(xh  +  

4−  3−  

–  –  
4 5  

+ +



Kertausosa 
 

12. a) 0122 =−− x               Määritelty, kun   02 ≥− x  
2()122 =− x                  2≤x  

4
7
74

148
1)2(4

=

−=−
=−
=−

x

x
x

x

 

 
b) 021 2 =−− xx     

22 ()21 xx =−    
22 41 xx =−     

15 2 =x     

5
1

5
12

±=

=

x

x
 

 

Vain 
5

1
=x  toteuttaa molemmat ehdot 

 
 

Vastaus: a) 
4
7

=x   b) 
5

1
=x  

 

Määritelty, kun

11
1

1

01
2

2

≤≤−

≤

≤

≥−

x
x

x

x

 

Neliöönkorotus- 
ehto: 

0
02

≥
≥

x
x

 

Molemmat puolet 
ovat ei-negatiiviset  
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13. a) 17 −=+− xx   

2tai3
2

51
12

)6(1411

06

712

()71

2

2

2

2

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

+=++

+=+

xx

x

x

xx

xxx

xx

 

Vain 2=x  toteuttaa molemmat ehdot 
 
 
b) 01032622 =+−−− xxx  

9tai4
2
135

12
)36(14)5()5(

0365

103262

()103262

2

2

2

22

=−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

+=−−

+=−−

xx

x

xx

xxx

xxx

 

 
4−=x : 010)4(326)4(2)4( 2 =+−⋅−−−⋅−−  

           022 =−−−  
     Epätosi 

9=x : 01093269292 =+⋅−−⋅−  

             
00
03737

=
=−  

               tosi 
 Siis vain 9=x  toteuttaa yhtälön 
 
 

Vastaus: a) 2=x   b) 9=x  

Määritelty, kun

7
07
−≥

≥+
x

x
 

Neliöönkorotus-
ehto: 

1
01
−≥

≥+
x

x
 

Tarkistetaan 
vastaukset lopuksi 



Kertausosa 
 

14. a) 

 

1
4

4
22

24)2(2
2

242lim

)2)(2(2
)242)(2(2lim

)4(2
)242)(2(2lim

442
)242)(2(2lim

242
42)

lim

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

242

2

2

−=
−

=

−−
+−−

=

−
+−

=

−+
+−+

=

−
+−+

=

−−
+−+

=
−−

+

−→

−→

−→

−→

+−

−→

x
x

xx
xx

x
xx

x
xx

x
x

x

x

x

x

x

x

 

 
b)  

00211212lim
1

1)1(2lim
1
22)

lim
11

1

1
=⋅=−=−=

−
−−

=
−
−

+→+→

−

+→
x

x
xx

x
x

xx

x

x
 

 
 
Vastaus: a) 1−  b) 0 
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15. 12)( −= xxf   45)( 2 −= xxg  
 
Leikkauspisteessä  

1tai5
2

64
12

)5(1444

054

45144

()4512

)()(

2

2

22

22

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

−=+−

−=−

=

xx

x

xx

xxx

xx

xgxf

 

 
5−=x :   1=x : 

1111
12111

4)5(51)5(2 2

=−
=−

−−⋅=−−⋅

  
11

11

415112 2

=
=

−⋅=−⋅

 

   epätosi             tosi 
 
Siis kuvaajat leikkaavat vain kohdassa 1=x  

111212 =−⋅=−= xy  
 
Leikkauspiste on )1,1(  
 

 
Vastaus: )1,1(  

Tarkistetaan ratkaisut 
lopuksi 
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16. a) 
4 3

4
3

4
3

4
1

4

2
1

2

1
4
122)2(

xx
xDxxD ==⋅=⋅=
−

 

 
 

b) xxDx
x

xD
x

xD 3
2
32222 2

1
2
3

2
1

22

=⋅=⋅=⋅=  

 
 
c)  

( )
3

20
3

20
3

102222
323

1
2

3
7

3
10

3
1

333 xxxxxDxxxDxxD ==⋅=⋅=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⋅=  

 
 

Vastaus: a) 
4 32
1
x

 b) x3  c) 
3

20 32 xx  
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17. a)  

( )

1
1

2)1(
2
1)1(1

)1(1

2

2
2

2
1

22
1

2

2
1

22

−
+−=

⋅−⋅+−⋅=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−

−

x
xx

xxxx

xxDxxD

 

 
b) 

22

2

22

2

22

2
1

22
1

2
1

2

2
1

2

)1(

222
22
1

)1(

222
22
1

)1(
2)22()1()2()22(

1
)22(

1
22

+

−+
−
+

−=
+

−−
−
+

−
=

+

⋅−−+⋅−⋅−
=

+
−

=
+
−

−

x

xx
x

x

x

xx
x

x

x
xxxx

x
xD

x
xD

 

 
c) 

)3
32

1()33(2

)31)3(()33(2

)3)3(()33(2

)33()33(2)33(

2
1

2
1

2
1

2

+
−

⋅+−=

+⋅−⋅+−=

+−⋅+−=

+−⋅+−=+−

−

x
xx

xxx

xxDxx

xxDxxxxD

 

 
 

Vastaus: a) 
1

1
2

2
2

−
+−

x
xx  b) 22

2

)1(

222
22
1

+

−+
−
+

−
x

xx
x

x

  

c) )3
32

1()33(2 +
−

⋅+−
x

xx  
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18. 2
1

2
1

)210()1(2101)( xxxxxf −+−=−+−=  
 
Määritelty, kun  

01≥−x  ja 0210 ≥− x  
     1≥x       0)2(:102 <−−≥− x  
            5≤x  
Siis 51 ≤≤ x   
 

xx
xxxf

210
1

12
1)2()210(

2
11)1(

2
1)(' 2

1
2
1

−
−

−
=−⋅−+⋅−=

−−
 

 

3
12

6
14
146

44210
)1(4210

()12210

ristiinkerrotaan
210

1
12

1

0
210

1
12

1
0)('

2

==

=
−=−
−=−

−=−

−
=

−

=
−

−
−

=

x

x
xx
xx

xx
xx

xx

xf

 

 
 

Vastaus: 
3
12=x  

Molemmat puolet ovat 
ei-negatiiviset  
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19. 2
1

2
1

)5()4(54)( ++−=++−= xxxxxg  
 
Määritelty, kun  04 ≥− x  ja 05 ≥+x  
        4≤x           5−≥x  
 
Siis 45 ≤≤− x  (suljettu väli) 
 

52
1

42
11)5(

2
1)1()4(

2
1)(' 2

1
2
1

+
+

−
−=⋅++−⋅−=

−

xx
xxxg  

 

2
1

2

12
54

()54

2:5242

ristiinkerrotaan
42
1

52
1

0
52

1
42
1

0)('

−=

−=
+=−

+=−

+=−
−

=
+

=
+

+
−

−

=

x

x
xx

xx

xx
xx

xx

xg

 

 

2,423
2

6)
2

325)(4)(

3905444)4(

30955)5(4)5(

2

2
9

2
9

2
1

2
1

2
1 ≈==⋅=+=+−+−−=−

=+=++−=

=+=+−+−−=−

g

g

g

 

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 23  ja pienin arvo on 3. 
 
 

Vastaus: suurin 23 , pienin 3 

Molemmat puolet ovat 
ei-negatiiviset  
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20. 2
3

22
1

22 434343)( xxxxxxxxxf −=⋅−=−=  
 
Määritelty, kun 0≥x  
 

xxxxxf 66
2
346)(' 2

1

−=⋅−=  

 

1tai0
0)1(
0

()

6:66

066

0)('

2

2

2

==
=−
=−

=

=

=

=−

=

xx
xx

xx

xx

xx

xx

xx

xf

 

 
 
 
 
 
 

 
f on vähenevä, kun 10 ≤≤ x  

 
 
Vastaus: 10 ≤≤ x  

)(xf  

)(' xf  +

0 1 

–  
Testipisteet: 

051,3)2('
024,1)5,0('

>≈
<−≈

f
f

 

Molemmat puolet ovat ei-
negatiiviset, kun 0≥x  



Kertausosa 
 

21. Välillä [0, 6] 

xxx

xxxx

xxxxxg

63)1(8

63)1)(1(8

631)1(8)(

22
3

22
1

2

−−+=

−−++=

−−++=

 

 

)112(666112661)1(
2
38)(' 2

1

−−+=−−+=−−⋅+⋅= xxxxxxxg  

 

032

1244

12)1(4

()112

0112

0)('

2

2

2

2

=−−

++=+

++=+

+=+

=−−+

=

xx

xxx

xxx

xx

xx

xg

 

3tai1
2

42
12

)3(14)2()2( 2

=−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

xx

x  

 
Välillä ]0, 6[ on vain 3=x  
 

194564363313)13(8)3(

2,4144756666316)16(8)6(

8060310)10(8)0(

2

2

2

=−=⋅−⋅−++=

≈−=⋅−⋅−++=

=⋅−⋅−++=

g

g

g

 

 
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 19 ja pienin 144756 −  
 
 
 

Vastaus: suurin 19, pienin 144756 −  

Molemmat puolet ovat ei-
negatiiviset välillä [0, 6] 
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22. 2
1

22 )8(8)( xxxxxf +=+=  
 

10 =x : 39181)1( 2
0 ==⋅+== fy  

 
Normaali kulkee siis pisteen )3,1(  kautta. 
 
Kohtaan 1=x  piirretyn tangentin kulmakerroin )1('fkt =  

xx
x

xx
xxxxxf

8
4

82
82)82()8(

2
1)('

22
2
1

2

+

+
=

+

+
=+⋅+=

−
 

 

3
5

9
5

181
41)1('

2
==

⋅+

+
== fkt  

 
Normaalin kulmakerroin nk : 

5
3

1
3
5

1

5
3

−=

⋅−=

−=⋅

n

n

nt

k

k

kk

 

 
Normaalin yhtälö: 

5
33

5
3

5
3

5
33

)1(
5
33

)( 00

+−=

+−=−

−−=−

−=−

xy

xy

xy

xxkyy n

 

 
 

Vastaus: 
5
33

5
3

+−= xy  
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23. 2
1

)216(216)( xxxf −=−=  

x
xxf

216
1)2()216(

2
1)(' 2

1

−
−=−⋅−=

−
 

Tangentti kohtaan ax = : 

a
afkt 216

1)('
−

−==  

 
Tangentti kulkee pisteen )216,())(,( aaafa −=  kautta: 

⇒ tangentin yhtälö )(
216

1216 ax
a

ay −
−

−=−−  

 
Koordinaattiakselien leikkauskohdat: 

y-akselilla 0=x : )(
216

1216 a
a

ay −
−

−=−−  

      

a
a

a
aay

a
a

ay
a

216
16

216
216

216
)

216
216

−
−

=
−
−+

=

−+
−

=
−

 

 

x-akselilla 0=y : )()(
216

1216 216 aax
a

a −−⋅−
−

−=−−  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Kolmion ala: 

8,
)216(2

)16(
2162
)16(

216
16)16(

2
1)(

2
1

22

<

−

−
=

−
−

=
−
−

⋅−⋅= a
a

a
a

a
a

aaaA  

),0(
216

16
a

a
−
−  

)216,( aa −  

)0,16( a−  
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( )

aa
aa

aa
aaa

aa
aaa

aa
aaa

a
a

aaa

a

aaaa
aA

a

216)216(2
)163)(16(

216)216(2
)16432)(16(

216)216(4
16)216(2)16(2

216)216(4
)16(2)216)(16(4

)216(4
216
)16(2216)16(4

)

)216(2

)2()216(2)16()216(2)1()16(2
)('

2

2216

2

2
1

2
1

2
122

1

−−
−−

=

−−
−++−−

=

−−
−+−−−

=

−−
−+−−−

=

−
−
−

+−−−
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−⋅−⋅⋅−−−⋅−⋅−
=

−

−

 

 
0)(' =aA , kun  
016 =− a  tai 0163 =−a  

       16=a          163 =a  
            3

15=a  
 
 
 
 
 
 
Ala on pienin, kun 3

15=x . Tällöin 

3
4

3
16

3
1

3
1 5216)5( ==⋅−== fy  

 
 

Vastaus: Kuvaajan piste on ),5(
3

4
3
1  

)(aA  

)(' aA  +  

 8 

–  
Testipisteet: 

025,1)6('
02)0('
>=
<−=

A
A

 

3
15
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24. Vettä kulkee mahdollisimman paljon, kun poikkileikkauksen pinta-ala 
on suurimmillaan 
 

2

222

400

20

xh

xh

−=

=+
  

 
 
Rajatapaukset: 
 
 
Siis 2010 ≤≤− x  
 
Pinta-ala:  

2
1

222 )400)(20(400)20(400
2

240)(

2
20)220(

xxxxxxxA

hxA

−+=−+=−⋅
+

=

⋅
++

=
 

 

2

2

2

22

2
2400

2
1

22
1

2

400
400202

400
)20()400(
400

)20(400
)

)2()400(
2
1)20()400(1)('

2

x
xx

x
xxx

x
xxx

xxxxxA

x

−

+−−
=

−

+−−
=

−

+
−−=

−⋅−⋅++−⋅=

−

−

 

10tai20
4
6020

)2(2
400)2(4)20()20(

0400202

0)('

2

2

=−=
−
±

=
−⋅

⋅−⋅−−±−−
=

=+−−

=

xx

x

xx

xA

 

20 cm 

20 cm

20 cm h  

x x  

h  

20 

20  20 h  

10−=x  

20 20  20 
20=x  
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6,519)10(
0)20(

2,173)10(

≈
=
≈−

A
A
A

 

 
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on )10(A  
 
Kun 10=x , niin sivuseinän ja pystysuoran välinen kulma on: 
 

30

sin
20
10sin 1

=

= −

α

α
 

 
Pohjan ja sivuseinän välinen kulma on 1203090 =+   
 
 
 

Vastaus: Pohjan ja sivuseinän välinen kulma 120  

20 
20  

10  

α 
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25. Alalle saadaan lauseke 
 

2
1

)9(9)( xxxxxA −=−=  
 
missä 90 ≤≤ x  
 
 
 

x
x

x
xx

x
xx

xxxxA

x

−
−

=

−
−−

=

−
−−=

−⋅−⋅+−⋅=

−

−

92
318
92

)9(2
92

9
)

)1()9(
2
1)9(1)('

92

2
1

2
1

 

 

6
183
0318
0)('

=
=
=−
=

x
x
x

xA

 

 

36696)6(

0)9(
0)0(

=−⋅=

=
=

A

A
A

 

 
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 36  

 
 
Vastaus: 36  

x

)9,( xx −  
x−9  
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26. Hinta tien varrella kilometriä kohti = h 
Hinta metsässä = 3h 
 
Sähkölinjan kokonaiskustannukset: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−++=−++=−++= xxhxxhxhxhxH 12)4(3)1243()12(43)( 2

1
222

missä 120 ≤≤ x  

2
1

2
12

2

22

22

2
2

2

2
2
1

2

8:48

49

()43

41
4

3

01
4

3
0)('

1
4

312)4(
2
13)('

±=

=

=

+=

+=

+⋅=
+

=−
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅=

−

x

x

x

xx

xx

x
x

x
x

x
xH

x
xhxxhxH

 

Välillä [12,0]  on 7,0
2

1
≈=x  

hhH

hhH

hhH

7,17)124)(3()(

5,36)12124123()12(

18)012403()0(

2
12

2
1

2
1

2

2

≈−++=

≈−++=

=−++=

 

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on )(
2

1H . 

Vastaus: Hinta on pienin, kun linja vedetään 7,0
2

1
≈  km:n päähän 

teiden risteyksestä. 

x  x−12  

22 2+= xd  
2km 

Kun 120 ≤≤ x , niin molemmat 
puolet ovat ei-negatiiviset 
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27. ( )15,2)( 2 ++−= ttttA  ja ( )1,4)( +−= tttB ,  0≥t  
 
Hetkellä t kappaleiden välinen etäisyys: 

( ) ( )

)(

222

222

)14()2(

)15()1()2()4()(

tf

t

ttttttd

−−+−=

++−++−−−=
 

 
Juurrettava on ei-negatiivinen kaikilla t, joten funktion d suurin arvo 
saavutetaan kohdassa, jossa 222 )14()2()( −−+−= ttf  saa suurimman 
arvon. 

)14(4)2()14(2)('

)14()2()(
22

222

−−−=−⋅−−=

−−+−=

tttttf

ttf
 

0)(' =tf , kun 
0=t   tai 0142 =−− t  

             142 −=t  Ei ratkaisua 
    
Ei derivaatan nollakohtia, kun 0>t  
 
Koska 060)141(14)1(' 2 >=−−⋅⋅−=f , niin 0)(' >tf  kaikilla 0≥t . 
 ⇒ f ja siten myös d ovat aidosti kasvavia, kun 0≥t . 
 
⇒ funktion d pienin arvo on  

210200)140()2()0( 222 ==−−+−=d  
 
 
 

Vastaus: pienin etäisyys 210  
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28. a)  4:07213184 3 =⋅ x  

3
5
53
88

768328
53

3

=

=
=

=

x

x

x

x

 

 

b) 4
5

12 162
2 +− =

xx  

3tai1
2

42
12

)3(14)2()2(

032

2:0642

5412

22

)2(2

2

2

2

2

5412

4
5

412

2

2

=−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

=−−

+=−

=

=
+−

+−

xx

x

xx

xx

xx

xx

xx

 

 
 

Vastaus: a) 
3
5

=x   b) 1−=x  tai 3=x  
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29. Alkuperäinen massa 0m  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Jäljellä 

64
1  alkuperäisestä massasta: 

72

126
12

22

642

64
1

2

1

:
64
1

2

1

612

12

12

000
12

=

⋅=

=

=

=

=

x

x

mmm

x

x

x

x

 

 
 

Vastaus: 72 vuorokauden kuluttua 

Kulunut aika (vrk) Massa 
0 0m  
1·12 

02
1 m  

2·12 
02

1
2 m  

3·12 
02

1
3 m  

x 
0

2

1

12

mx  
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30. 
⎩
⎨
⎧

=

=+
yx

yx

82

42
 

 

yx

yx

yx

yx

3
22

)2(2

82

3

3

=
=

=

=

  

5
4
45
423

=

=
=+

y

y
yy

  

5
12

5
43

3

=

⋅=

=

x

x

yx

 

 
 

Vastaus: 
5

12
=x  ja 

5
4

=y  
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31. a)  2

2
125

4
1 )()( +− < xx  

5
8

0)5(:85
2410

väheneväaidostion)()()(

)())((

2
12

2
1410

2
1

2
2
1252

2
1

<

<−−>−

+>−

<

<
+−

+−

x

x
xx

txx

xx

 

 
b) 3111 327

2 −+ > xx  

06113

31133

kasvavaaidostion333

3)3(

2

2

31133

31113

2

2

>+−

−>+

>

>
−+

−+

xx

xx

txx

xx

 

 
Nollakohdat: 

3tai
3
2

6
711

32
634)11()11(

06113
2

2

==

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

xx

x

xx

 

 

Siis 06113 2 >+− xx , kun 
3
2

<x  tai 3>x  

 
 

Vastaus: a) 
5
8

<x   b) 
3
2

<x  tai 3>x  

3
2  3 

+ +
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32. a)    b) 

 

94

9)2(

92

9)2(

()32

2

2

2

2

=

=

=

=

=

x

x

x

x

x

   ( )

3

3
1

3
1

1200

1200
3
1

400

3

33

b

b

=

=

=

=
⋅

 

 
 

Vastaus: a) 9 b) 3 b  
 
 
33. a) 52log32log 5

22 ==  
 
b) 4)(log3log81log 4

3
1

3
1

4

3
1

3
1 −=== −  

 

c) 
3
14log4log 3

1

4
3

4 ==  

 
d)  

3
2125log125log125log5log25log 3

2

125

2

3
1

125
23

125
2

125125 ==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
===  

 
 

Vastaus: a) 5 b) 4−  c) 
3
1  d) 

3
2  
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34. a) )105(log2 −x  
Määritelty, kun 

2
5:105

0105

>

>

>−

x
x

x
 

 
b) )9(log 2

3 −x  
   Määritelty, kun  

   

3tai3
3

9

09
2

2

>−<

>

>

>−

xx
x

x

x

 

c) 2
3 )9(log −x  

   Määritelty, kun 

   
9
09
0)9( 2

≠
≠−
>−

x
x

x
 

 
 

Vastaus: a) 2>x          b) 3tai3 >−< xx   c) 9≠x  
 
 
35. 2,23111lg22222211lg222 1010)10(11 ≈== ⋅  

 
0,14922lg11111122lg111 1010)10(22 ≈== ⋅  

 
Siis 22211  on suurempi 
 
 

Vastaus: 22211  
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36. a) 3125log =k  

    
5125

125
3

3

==

=

k

k  

 
b) 2144log 13 =+k  

3
23

3
11

3:113
1213

1213

144)13( 2

==

=

=+
±=+

=+

k

k
k
k

k

 

 
 

Vastaus: a) 5=k   b) 
3
23=k  

 
37. a)              b)                  c) 

3,1
3lg
4lg
4lg3lg
4lg3lg

43

5:2035

≈=

=
=

=

=⋅

x

x

x

x

x

           

4,0
5
6ln

5:6ln5
6

2:122
5

5

≈=

=

=

=

x

x
e

e
x

x

 

3,02lg
210

)2(:4102

410310

103410

≈=
=

−−=⋅−

−=⋅−

⋅=+

x

x

x

xx

xx

 

 
 
Vastaus: a) 3,1≈x   b) 4,0≈x  c) 3,0≈x  

Kantaluku 13 +k  ei 
voi olla negatiivinen 
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38. a)  

43log81log108
20
15log108log20log15log 4

333333 ===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=+−  

 
b) 

3135log3
2

10log3)2log10(log32log310log3 555555 =⋅===−=−  

 
 

Vastaus: a) 4 b) 3 
 
 
39. a) 0)1ln()1ln( 2 =−−+ xx  b) 1)lg()21lg( =−+− xx  

 
Määritelty, kun   Määritelty, kun 

1ja1
01ja01

≠−>
≠−>+

xx
xx

   

00ja

0ja12
0ja021

2
1 <⇒<<

<<
>−>−

xxx

xx
xx

 

3tai0
0)3(
03

121

)1(1

)1ln()1ln(

2

2

2

2

==
=−
=−

+−=+

−=+

−=+

xx
xx

xx

xxx

xx

xx

  

( )

0102

102

1)2lg(

1))(21(lg
1)lg()21lg(

2

12

2

=−−

=−

=−

=−−
=−+−

xx

xx

xx

xx
xx

 

    

2
12

4
10tai2

4
91

22
)10(24)1()1( 2

==−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

xx

x

x

 

    vain 2−=x  toteuttaa  
    määrittelyehdon  

Vastaus: a) 3tai0 == xx  b) 2−=x  
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40. 2)2(log)3(log)6(log 666 =++−+− xxx  
 
Määritelty, kun  

06 >−x  ja        03 >−x      ja 02 >+ x  
     6>x    3>x         2−>x  
 
Siis 6>x  
 

( )

7tai0
0)7(

07

03618369182

036)2)(189(

36)2)(1863(

6)2)(3)(6(

2)2)(3)(6(log
2)2(log)3(log)6(log

2

23

232

2

2

2
6

666

==
=−

=−

=−++−−+

=−++−

=++−−

=+−−

=+−−
=++−+−

xx
xx

xx

xxxxx

xxx

xxxx

xxx

xxx
xxx

 

 
Vain 7=x  toteuttaa määrittelyehdon 

 
 
 
Vastaus: 7=x  
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41. a) 22 )22ln()2ln( +>+ xx  
ln on aidosti kasvava 
 

043

48444

)22()2(

2

22

22

<+

++>++

+>+

xx

xxxx

xx

  

 
Nollakohdat: 

3
4
43

043tai0
0)43(
043 2

−=

−=
=+=

=+
=+

x

x
xx

xx
xx

 

Siis 043 2 <+ xx , kun 0
3
4

<<− x  ja 1−≠x  

 
b) 3)9(log 2

2
1 <−x  

3
2
1

2
1

2

2
1 )(log)9(log <−x  

2
1log  on aidosti vähenevä 

8
73

8
73

8
73

8
732

8
12

tai

02,3

9

>−<

≈>

>

>−

xx

x

x

x

 

 
  

Vastaus: a) 0
3
4

<<− x  ja 1−≠x  b) 
8
73

8
73 tai >−< xx  

Määritelty, kun 

1
22ja2

022ja02

−≠
−≠−≠

≠+≠+

x
xx

xx
 

0  3
4−  −

1−

Määritelty, kun 

3tai3
3

9

09
2

2

>−<

>

>

>−

xx
x

x

x
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42. a) xxx exDeDe 555 5)5( −−− −=−⋅=  
 
b) 

222 2222 4)2( xxx xexDeDe =⋅=  
 

c) 3

333

3

2
23 33)(1

x
xxx

x e
xexxDeDe

e
D −=−=−⋅== −−−  

 
 

Vastaus: a) xe 55 −−   b) 
224 xxe   c) 3

23
xe
x

−  

 
 

43. a)  xxx exexexD 323 3)( +=  
 
b)  

22

2

22

442

22

2222

2

2

)2(
4

)2(
224

)2(
2)()2(2

2

x

x

x

xxx

x

xxxx

x

x

e
e

e
eee

e
eeee

e
eD

−
=

−
+−

=

−
⋅−⋅−−⋅⋅

=
−

 

 
c) 223 )1(3)1()1(3)1( +−=−⋅⋅+=+ −−−−− xxxxx eeeeeD  
 

 

Vastaus: a) xx exex 323 +  b) 22

2

)2(
4

x

x

e
e
−

 c) 2)1(3 +− −− xx ee  
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44. 
32)( xexf =  xxg −= 4)(  

 
3)4(2))(())(()( xexgfxgfxh −===  

0

)4(222)4(2 33

)4(6)1()4(32)('
>

−− −−=−⋅−⋅⋅= xx exxexh  

4
04
0)('

=
=−
=

x
x

xh
 

 
22)34(22 616)34(6)3('

3

eeeh −=⋅⋅−=−−= −  
 
 
Vastaus: 26)3(')( egf −= ,  0)(')( =xgf  kun 4=x  

 
 

45. xexxf )1()( −=  
 

xxxx xexeexexf =−+=⋅−+⋅= )11()1(1)('  
 

0

0

0)('

0

=

=

=

>

x

ex

xf
x  

 
 
 
 
 
 
 
Minimiarvo 111)10()0( 0 −=⋅−=−= ef  
 

 
Vastaus: Minimiarvo 1− , ei maksimiarvoa 

)(xf  

)(' xf  +  

0 

–  
Testipisteet: 

0)1('

0)1('
1

1

>=

<−=− −

ef

ef
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46. xeexxg 22)( −=  
 

2
1

12

2

2

2

12

2:22

022

0)('
22)('

=

=
=

=

=−

=
−=

x

x
ee

ee

ee

xg
eexg

x

x

x

x

 

 
 
 
 
 
 
 

Suurin arvo 02)( 2
12

2
1

2
1 =−=−⋅=

⋅
eeeeg  

 
 
 

Vastaus: 0 
 

)(xg  

)(' xg  +  

2
1  

–  
Testipisteet: 

022)1('

02222)0('
2

0

<−=

>−=−=

eeg

eeeg
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47. 12
3

+=
x

ey  
x

ey 2
3

2
3'=  

 
Tangentin yhtälö kohdassa 0=x : 

21111 00
2
3

=+=+=+=
⋅

eey  piste )2,0(  
 

2
30

2
3)0(' === eykt  

 

2

)0(2

2
3
2
3

+=

−=−

xy

xy
 

 
Auto suistuu tieltä tätä suoraa pitkin. 
 
Kun 1=x , niin tangentilla 

]3,3[321 4
1

2
1

2
3 ∉=+⋅=y  

 
Siis auto ei osu seinään 
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Määrittelyehdon toteuttaa vain 2=x  
 
 
 
 
 
 
Suurin arvo 36ln12ln3ln)216ln()12ln()2( 2 =+=−++=f  
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Kertausosa 
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Molemmat arvot toteuttavat määrittelyehdon.  
 
Vain negatiivinen arvo toteuttaa neliöönkorotusehdon, joten 
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Molemmat arvot toteuttavat määrittelyehdon.  
 
Vain positiivinen arvo toteuttaa neliöönkorotusehdon, joten 
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Koska funktion f pienin arvo on positiivinen, funktio saa vain 
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Siis 1121 >−=− yyyf ,)ln()(  
 
 
b) xxxf += ln)(  ja xexg 2=)(  
 

xxx exeexgf 222 2 +=+= )ln())((  Määritelty kaikilla x, 
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Koska derivaatta on ei-negatiivinen ja 0 vain kohdassa x = 0, funktio 

))(( 52xgf  on aidosti kasvava. Aidosti kasvavalla funktiolla on 
käänteisfunktio. 
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Fermat’n lauseen mukaan lyhyimmän reitin pituus on 8,94 km 
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3.  a) 12)( 2 ++= xxxf , x > -1 

 Tutkitaan funktion aidosti monotonisuutta. 
 22)( +=′ xxf  
 0)( =′ xf , kun 022 =+x  
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x
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 Funktio f on ylöspäin aukeava paraabeli, jonka huippukohta on x = -1. 
Ylöspäin aukeava paraabeli on aidosti kasvava, kun x > -1, joten funktiolla on tällä välillä 
käänteisfunktio. 

  
 b)Käänteisfunktion määrittelyjoukko on alkuperäisen funktion f arvojoukko. Ylöspäin  
 aukeavan paraabelin pienin arvo on 01)1(2)1()1( 2 =+−⋅+−=−f , joten funktion f  

arvojoukko, kun x > -1, on ] 0, ∞ [. Käänteisfunktion arvojoukko on alkuperäisen funktion f 
määrittelyjoukko eli ] – 1, ∞ [. 
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Merkitään 122 ++= xxy  ja ratkaistaan yhtälöstä x. 
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 5 3=x  toteuttaa määrittelyehdon 
 
 Vastaus: 5 3=x  
 
 

5. 1)( 2 ++= xxxg , 012 ≥+x  kaikilla Rx ∈ . Tutkitaan jatkuvaa funktiota välillä [ 2, 5 ]. 
 

Fermat’n lauseen mukaan suljetulla välillä [2, 5] jatkuvalla funktiolla ja avoimella välillä ]2, 5[ 
derivoituvalla funktiolla on suurin ja pienin arvo derivaatan nollakohdissa tai suljetun välin 
päätepisteissä. 

Koska 1−>x , niin 11 +=+ xx  

( ) xexgf ln3)( = , x >0 
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Derivaatalla ei ole nollakohtia. Lasketaan funktion arvot suljetun välin [ 2, 5 ] päätepisteissä. 
 

52122)2( 2 +=++=g   pienin arvo 

265155)5( 2 +=++=g  suurin arvo 
 
Vastaus: Pienin arvo on 52 +  ja suurin arvo 265 +  
 
 

6.  Merkitään ( ) 0,ln11 >+= xxxy  ja 1
2

−−= exy . Käyrä y1 ei ole missään kohdassa suoran 
alapuolella, jos kaikilla x >0 on voimassa 21 yy ≥  eli ( ) 1ln1 −−≥+ exxx . 
Merkitään ( ) 11 lnln1)( −− +=+−+= exxexxxxf . Riittää osoittaa, että f ≥ 0. 
 
Funktio f on jatkuva ja derivoituva  
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Tutkitaan funktion f kulkua kulkukaavion avulla. 
 
 

f ´ - + 
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Kulkukaavion perusteella funktio f saa pienimmän arvonsa kohdassa 1−= ex . 
Pienin arvo on 0ln)( 111111 =+−=+= −−−−−− eeeeeef . Koska funktion pienin arvo on 0, niin  
f ≥ 0 kaikilla x >0. 
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 Kun 1−=u , niin 1−=xe . Yhtälöllä ei ole ratkaisua, koska 0>xe  aina. 
 
 Kun 2=u , niin ln2=xe  
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