Kertausosa

Kertausosa

x+1

1. f(x)=x>-1ja g(x)z;

a)  (gof)x)=g(f(x) =

(x* =1)+1 B x°
(x*-D-1 x*=2

b)
(ng)(X)=f(g(x))=(i_jj _1:?:32 ),
X7+ 2x+1-(x% = 2x+1)
) (x—1)°
_ 4x
(x—1)?

) (foNX)=f(f(x)=0("=D*~1=x"-2x" +1-1=x" -2x

d)
x+1+x‘1)1 x+1+x-1
x—1 x—1 2x 2 2x x-1
(¢} X)= = = : = . =X
(go8)) bl _so) arloxdl xol el xo1 2
x—1 x—1

2 2
Vastaus: a) 2x b) (X—Hj -1 c¢)x*-2x d) x
x° -2 x—1



Kertausosa

2. f(x)=x"—-x"ja g(x)=x"
(go (X)) =(x"—x")’

(gof)(x)=7(x"=x*)"-(3x" = 2x)

(g°f)'(x)=0, kun

¥ =x>=0 tai 3x2=2x=0
x*(x=1)=0 x(3x=2)=0
x=0 tar x—-1=0 x=0ta13x—-2=0
x=1 3x=2
2
X =—
3

: . 2
Vastaus: x=0 tai x =1 ta1 ng

3. f'(x)>0 kaikilla x g(x) = f(x’ —=9x* —21x+3)

g'(x)=f'(x* =9x* —21x+3)-(3x* —18x—21)
) <0 kaikilla x ’

g'(x) >0, kun

3x* -18x-2120 |3

x> —6x-72>0

Nollakohdat:
x> —6x-7=0

x:—(—6)i\/(—6)2—4-1-(—7):6i8 +\ /+

| 2-1 2 =) 7
x=-—1ta1 x=7

g'(x) >0 ja siten g on kasvava, kun x <—1tai x> 7

Vastaus: x<-ljax>7



Kertausosa

4. f(x)=(x-1)>

g(x)=(fo )x) =((x=D*~1)’
g'(0)=2((x=1" =1)-2(x~1)-1=4(x = 1)((x~1)" = 1)

g'(x)=0, kun
x-1=0 tai (x-1)>-1=0
x=1 (x-D>=1 ||
x—1=-1 tai x-1=1
x=0 x=2

h(x)=(fofo /)x)=f(g(x)=(((x-1)*-1)* -1)?

1(x) =2((x=1)> =1)* =1)- D((x=1)> =1)* —1)
=2(((x=1)° =1)> =1)-2((x=1)> =1)- D((x -1)* — 1)
=4(((x=1)* =D =D((x=1)* =1)-2(x 1)
=8(x—1(((x—1)* =1)* =D((x—1)* —1)

h'(x)=0, kun
x—1=0tai (x=1)*-1)*-1=0 tai  (x—-1)>-1=0
x=1 (=1 -1* =1} (x-17 =1}
(x—1)° =1==1 x—1==1
(x—1)*=0tai (x-1)> =2 x=2tai x=0
x—1=0 x—1=+2

x=1 x=1++2

Vastaus: fof: x=0taix=1taix=2
fofof:x=0tai x=1tai x=2tai x=1£+/2



Kertausosa

5. a) f(x)=x"+8 Mairittely ja arvojoukko R
X’ +8=y
X' = y—28
x=3/y—8

() =3/y-38
b) g(x)=x*-6x-7, x>2

Kaéanteisfunktiota ei ole, silld esimerkiksi
2(2,5)=-15,75

2(3,5)=-15,75
g ei siis saa kaikkia arvojaan vain yhdessa pisteessa, kun x > 2.

c) h(x)= Ll Madritelty, kun x #1
x_
X
oy -
x—1
X=yx—y
YX—X=y
x(y=D=y [(»r-1
X = Ll Maaritelty, kun y #1
y_
)=t

Vastaus: a) f_l(y)zwly—S b)eiole c¢) h_l(y):i1
y—



Kertausosa

6. a) f(x)=x"—4,x<0 g(x)=+x+4,x>—-4

Eivit ole.
f(g(x)) eiole midritelty, silld g(x) > 0 kaikilla x >—4 ja f :n
madrittelyjoukko on x <0.

1 l—-x
b) f(x)=— gx)=—
x+1 X
Kun x # 0, niin
1 1 1
f(g(x»_l—x x) “lox+x 1 7
—+ 1 ~
X X X
Kun x # -1, niin
x+1)1_i
x+1 x+1-1 1 x x+1
g/ () 1 i+l x4l x4l 1
x+1
Siis g =

Vastaus: a) eivit ole b) ovat



Kertausosa

7. fy=""L x>0
2x

x—1

— =y |- 2x
2x 4
x—1=2xy

x—2xy=1
x(1-2y)=1 | (1-2y)
1

X=——
-2y

RN
S ) 2y
Madrittelyehto:

x>0

1 o, e s
>0 Osoittaja on posititvinen,
1-2y

joten nimittdjankin on oltava

1-2y>0
2y <1

1
y<5

1 1
Vastaus: [ =—, < —
ANED) 2,772



Kertausosa

8. f(x)=x>-3x"+3x

f'(x)=3x" —6x+3
S (x)=0
3x> —6x+3=0 |3

x2=2x+1=0

(x—1)> =0
x—1=0
+ + s

Koska f'(x)>0 kaikilla x ja yhtdsuuruus on vain yksittdisessa
pisteessd (x =1), f on aidosti kasvava ja silld on kdédnteisfunktio.

a) [ (9=x < f(x)=9
x> =3x?+3x=9

X =3x+3x-9=0
x*(x=3)+3(x-3)=0

(x=3)(x*+3)=0

x—3=0
x=3

Siis £7'(9)=3
b) /(2)=x & f(o)=2

X =3x*+3x=2
Kokeilemalla huomataan, ettd x = 2 on ratkaisu:
2°-3.224+3.2=8-12+6=2
Siis £7'(2)=2

Vastaus: a) f'(9)=3 b) F'(2)=2



Kertausosa

x+2 -1 1
9. X)=—— ,x>-1 on olemassa, M ., =]0, -
/) x*+4x+5 ! / 10:1

a) Kéinteisfunktion maaritelmén mukaan:

(f e NX)=T(f(x)=x
(f "o f)(x) =1, joten derivaatalla ei ole nollakohtia

x+2
x> +4x+5

b) (fof o /)X)=f(fT(f(x))= f(x) =

(fof o f)(x)=f"(x)
1 (P +4x+5) - (x+2)(2x +4)
- (x> +4x+5)
X +4x+5-2x" —4x—4x -8
- (x> +4x+5)
_ —x?—4x-3
(2 +4x+5)?

Nollakohdat:
—x*—4x-3=0

()4 —4-(-1)-(-3) _4%2
) 2-(-1) -2

x=-1 tat x=-3

X

Eivit toteuta maarittelyehtoa x > —1

e1 nollakohtia

Vastaus: a)eiole b)eiole



Kertausosa

10. f(x) =i

Funktioiden f ja f~' kuvaajat ovat toistensa peilikuvia suoran y = x
suhteen, joten ne leikkaavat (jos leikkaavat) suoralla y = x

Leikkauskohdat saadaan yhtalosta
f(x)=x
%zx ‘-(x—l) %0

1=x*—x
x2—x-1=0

C—(=DEAJD 41 (=) 1£45
- 21 2

X

y = x, joten leikkauspisteet ovat siis (”f,”f) ja (l_f, l_f)

Vastaus: (”ﬁ 1+£) ja (l_f, l_f)

5



Kertausosa

11. a) f(x)=+10x=2x> —v/2x> —9x +7

Maédritelty, kun

10x—2x> >0 ja 2x* —9x+720

Nollakohdat:

10x=2x% =0 2x*—9x+7=0

2x(5-x)=0 x_—(—9)i\/(—9)2—4-2-7_9i5

x=0 tai 5-x=0 2.2 4
x=5 x=1 taix=3%

JANS AN
O N

0<x<5 xSltaix23%

Siis OSxSltai3%£x£5



Kertausosa

x2-2x-15
x> =16

b) g(x) = \/

Maédritelty, kun
x> —2x-15 S

h(x) = 0

() x* —16
Osoittajan nollakohdat: Nimittdjan nollakohdat:
¥ —2x-15=0 x*=16=0

2 _

(D2 -4 1(15) x*=16 |J

- 2:1 x = +4

2+8
X=—"
2
x=-3tat x=35
Testipisteet:

-4 -3 4 5
GO TN I S (N S

—O P — *——
h(x) >0, kun

x<—4ta1 -3<x<4taix>5

Vastaus: a)OSxSltai3%£x£5

b) x<—4tai-3<x<4taix=>5

h(=5)~2,2> 0
h(=3,5)~-1,1<0
h(0) ~ 0,94 > 0
h(4,5) ~ —0,88 <0
h(6) =0,45>0



Kertausosa

12. a) 242—-x-1=0

Madiritelty, kun 2—x>0

2N2-x=1 ‘()2 Molemmat puolet

42-x)=1

8—4x =1
—4x=-7

7

X=—

4

b) V1-x* —=2x=0
Vi-x® =2x )

5x% =
1
x’ ~ 5 ‘\/7
1
— 4
N

ovat ei-negatiiviset

Mairitelty, kun
1-x*20

x? <1 ‘\/7
‘x‘ﬁl

-1<x<1

: 1
Vain x = f toteuttaa molemmat ehdot

Vastaus: a) x =%

|
b)x—ﬁ

x<?2
Nelioonkorotus-
ehto:
2x2>0
x>0



Kertausosa

13. a) x—~x+7=-1 Maaritelty, kun ~ Nelidonkorotus-
x+1=+x+7 ) x+720 ehto:

, x> —7 x+1>0
X +2x+1=x+7 ¥>—1
X" +x-6=0
x_—li\/12—4-1-(—6)

2-1
—1+5
x:
2
x=-3 tal x=2
Vain x = 2 toteuttaa molemmat ehdot
2
b) Vx2—2x—26-3x+10 =0 Tarkistetaan
\/ x*=2x=26 =~/3x+10 ‘()2 vastaukset lopuksi
x> =2x-26=3x+10
x> -5x-36=0
x_—(—S)i\/(—5)2—4-1-(—36) 5413
2-1 2
x=—4 tai x=9
x=-4: J(4)? =2 (=4)=26—/3-(=4)+10 =0
J=2-/-2=0
Epétosi
x=9: V92 -2.9-26-+/3-9410=0
J37-4/37=0
0=0
tosi

Siis vain x =9 toteuttaa yhtalon

Vastaus: a) x=2 b) x=9



Kertausosa

14. a)
hmyntua) 2x+4 _lmlmy+2xvzﬁ—4+z)
x—>-2 /2)62—4—2 x—>-2 2x2_4_4
__mn2u+2xvzﬁ—4+2)
x—>-2 2(x* —4)
__mn2u+2xvzﬂ—4+z)
x—>-2 2(x+2)(x—-2)
. AN2xP—442
= lim

x—>-2 x—2

\2(=2)* =442

22
_ 4
iy
-~

b)

o) 2 — CWae
lim 021_%:HT2u D1x4h:m?%u;-=2m— ~2.0=0
x>+ X — x—1+ X — x—1+

Vastaus: a) —1 b) 0



Kertausosa

15. f(x)=2x-1 g(x)=+/5x> -4
Leikkauspisteessa
f(x)=g(x)
Ix—1=~/5x% -4 ‘()2 Tarkistetaan ratkaisut
lopuksi
4x* —4x+1=5x> -4
x> +4x-5=0
—4+.\J47 —4.1.(=5) —4=+6
x = =
2-1 2

x=-5 ta1 x=1

x=-5: x=1:
2-(=5)—1=4/5-(=5)* —4 2-1-1=~/5-1-4
—11=+/121 1=+1
~11=11 1=1
epatosi tosi

Siis kuvaajat leikkaavat vain kohdassa x =1
y=2x-1=2-1-1=1

Leikkauspiste on (1,1)

Vastaus: (1,1)



Kertausosa

1 3
16. a)D(24\/;)=2-Dx4:2&x4= L __1

¢

2)62 x2 3 3 1 \/7
by D2 =2.D% —2.px2=2.322 23
N ;
c)
1
1 10 7 l
D(2x33\/;)=2-D x> .x3|=2-Dx3 :2.&& _ 20x°x? _ 20x*3/x
3 3 3
23
Vastaus: a) 1 b) 3Wx  ©) 20x73x
24/x? 3



Kertausosa

17. a)
D(x\/ﬁ)z D(x(x2 —1);]

1 1

=1-(x2=1)2 +xé(x2 —1) 2-2x

2

=~x* -1+
x -1
b)
1 1 1
HV2=2x _ L (2-2x) C3(2-2x%) 2(=2)-(x* + )= (2-2x)% - 2x
x* +1 x*+1 (x* +1)?
2 2
x +1 x°+1
— —2x2—-2x +2x2—-2x
__N2-2x __~N2-2x
(x* +1)? (x* +1)?

c)
D(Nx—=3+3x)* =2(x=3+3x)-D(~x—3 +3x)

=2(vx =3 +3x)- D((x—=3)? +3x)
1

=2(x=3+3x)- (L (x=3) 2-1+3)
=2(+vx—=3+3x)( : +3)

2+/x -3
x?+1 J2=2x
) + 2372 = 2x
Vastaus: a) Vx> —1+ ol b) — ”2_2x2 5
2
Vx© =1 (x”+1)
1

c) 2(Wx—=3+3x)( +3)

2+/x -3



Kertausosa

1 1

18. f(x)=~+x—=1+10-2x = (x—1)2 +(10—2x)>

Maédritelty, kun

x—1>0 ja 10-2x>0
x>1 —2x2-10 [(-2)<0
x<35
Siis 1 <x<5

1 1

e L 1y 212 L1090y 2y = !
f(x)—z(x 1) 1+2(10 2x) % -(-2)

2Wx—1 J10—2x

S'(x)=0
1 1 o
24x-1 +10-2x
| 1
2x-1 J10-2x
VI0-2x =2Vx~1 ‘()2 Molemmat puolet ovat
10-2x = 4(x—1) ei-negatiiviset
10— 2x = 4x—4
6x=14
_ 141

2=
6 3

‘kerrotaan ristiin

X

Vastaus: x = 2%



Kertausosa

1 1

19. g(x)=v4—x+x+5=(4-x)2 +(x+5)?

Maédritelty, kun 4-x>20 jax+52>0
x<4 x=-5

Siis —5 < x <4 (suljettu vili)

1

'X)==@l-x) 2-(-D+=-(x+5?-1=- +
g()z()()z() i 25

g'(x)=0
1 + ! =0
244 —x  2+4/x+5

1 1

= kerrotaan ristiin
20x+5 244—x

24 —x =2~x+5 [[2
Vd—x=+x+5 |’ Molemmat puolet ovat

ei-negatiiviset

4—-x=x+5
2x=-1
1
X=-

2

g(-5)=J4—(-5) +/-5+5=/9+0=3
g(4)=4—4+J4+5=0+9=3

I e e N e i S AL

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 3\/5 ja pienin arvo on 3.

Vastaus: suurin 3+/2, pienin 3



Kertausosa

1

3

20. f(x)=3x?—4xy/x =3x> —4x-x2 =3x* —4x>
Maédéritelty, kun x>0
3 1
f'(x)= 6x—4-5x2 = 6x—6/x
Jf'(x)=0
6x—64x =0
6x=63x |6
x=+x ‘()2 Molemmat puolet ovat ei-
negatiiviset, kun x > 0
x> =x
xP—x=0
x(x—1)=0
x=0 tar x=1
0 1
Testipisteet:
J'(x) - | +

J () |7

fon viahenevi, kun 0 <x <1

Vastaus: 0<x<1

£1(0,5) ~-1,24 <0
£'(2)~3,51>0



Kertausosa

21. Valilla [0, 6]
g(x)=8(x+1)vx+1-3x*—6x

1
=8(x+1)(x+1)2 —3x* —6x
3
=8(x+1)2 —3x* —6x

1
g'(x)=8%(x+l)2 d-6x—-6=124x+1-6x-6=6(2vx+1—-x—-1)

g'(x)=0
24x+1—-x-1=0

2Ux+1=x+1 ‘()2 Molemmat puolet ovat ei-

) negatiiviset vélilla [0, 6]
4(x+1)=x"+2x+1

4x+4=x"+2x+1

x> =2x-3=0
. —(-2) /(2> =4-1-(-3) 244
N 2.1 2

x=-1tat x=3
Vililla ]0, 6[ on vain x =3

2(0)=8(0+1)0+1-3-0>-6-0=8
2(6)=8(6+1)V6+1-3-62—6-6=561/7—144~ 4,2
2(3)=8B+1)/3+1-3-32-6-3=64-45=19

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 19 ja pienin 56+/7 —144

Vastaus: suurin 19, pienin 56+/7 —144



Kertausosa

22. f(x)=+x*+8x = (x* +8x)5
x, =1: yo=f()=+1*+8-1=49=3

Normaali kulkee siis pisteen (1, 3) kautta.

Kohtaan x =1 piirretyn tangentin kulmakerroin £, = f'(1)
I

f'(x)Z%(xz—FSx)_Z.(zx_'_g): 2x+8 x+4

2\/x2 +8x - \/x2 +8x

1+4 5 5
k: '1: = = —
AU it

Normaalin kulmakerroin £, :

k ok =-1
ékn — 1 ‘3
3

o
5

Normaalin yhtilo:
Y=y =k,(x—xp)

3

—3=—"(x-1
Y 5( )
3 3
—3=—=x+=
4 575
3 3
=——x+3—
YT

Vastaus: y = —Ex +3—
5 5



Kertausosa

23. f(x)=+16- 2x-—(16 2x)2
1

f(x)——(16 2x) E (- 2)——ﬁ

Tangentti kohtaan x =a:
1

K N T 7

Tangentti kulkee pisteen (a, f(a)) = (a,~/16 —2a) kautta:

1
— tangentin yhtilo —J16-2a=——+—(x—a
sentiny g Ji6-2a Y

Koordinaattiakselien leikkauskohdat:

1
-akselilla x=0: —\J16-2a =———+—(—a
Y Y TEiEE( )
a J16-24)
=+ \J16-2a
Y AN16—-2a

a+16-2a  16-a
r= V16 —-2a «/16—2a

|
x-akselilla y =0: —J16-2a =———(x—a) | (—V16-2a
: y N e .9 ( )
7
) (a,N16—2a)
; (16—a, 0)
_1_1
Kolmion ala:
2
A(a)=%-(16 16—a (16—a)’ (16 Q) 4<8

a): -
J16-2a 2416-2 I
¢ ¢ 216-2a)?



Kertausosa

1 1

2(16-a)-(-1)-2(16-2a)> = (16~a)* -2- 1 (16— 2a) 2-(-2)

A'(a) = 2
[2(16—261)2]
J16-24) 2(16—a)’
—4(16—a)\J16-2a + ————2-
_ ( ) V16 —-2a
4(16 —2a)
_ —4(16-a)(16-2a)+2(16—a)’
4(16 —2a)N16—2a
_2(16-a)(-2(16-2a)+16-a)
416 —2a)N16—2a
_(16-a)(-32+4a+16-a)
2(16 —2a)\16 - 2a
_ (16—-a)(3a-16)
2(16 —2a)N16—2a
A'(a) =0, kun
16—a=0 tal 3a—-16=0
a=16 3a=16
a=5é
1
53 8 ..
' Testipisteet:
A'(a)| — + A'(0)=-2<0
A | | A'(6)=125>0

Ala on pienin, kun x = 5%. Talloin

_ Iy _ I 16 _ 4
y=f(5)=y16-2.50= [10= 4

: S 1 4
Vastaus: Kuvaajan piste on (5§,ﬁ)



Kertausosa

24. Vetta kulkee mahdollisimman paljon, kun poikkileikkauksen pinta-ala
on suurimmillaan

X X

2 2 An2
h™+x" =20 20 e h h 50 em
h=~/400 - x°

20 cm
Rajatapaukset: x=-10
20 20\ |
x=20
Siis —10< x <20 20 0 20 " %0
Pinta-ala:
4o (20+2x)+20-h
2
1

A(x) = 40;2’“ 400 —x* = (20+ x)V400 — x* = (20 + x)(400 — x*)?2

1 1

A'(x) =1-(400-x%)2 + (20 + x) %(400—;&)_2 -(=2x)

_a00-2) [0 2 X(20+x)
V400 — x°

_ (400-x%)—(20x +x7)
V400 — x*
_ —2x* =20x+400

V400 — x?

A'(x)=0

—2x*=20x+400=0

o —(=20) £ +/(=20)* —4-(=2)-400 20+ 60
2-(-2) —4

x=-20 tai x=10




Kertausosa

A(=10) ~173,2
A(20)=0
A(10) = 519,6

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on A(10)

Kun x =10, niin sivuseindn ja pystysuoran vilinen kulma on:

10

) 10 | .
SINog =— SIn
20 \ %

a =30 20

Pohjan ja sivuseindn vélinen kulma on 90° +30° =120°

Vastaus: Pohjan ja sivuseinin vélinen kulma 120°



Kertausosa

25. Alalle saadaan lauseke 2

1

A(x)=xV9—x =x(9—x)5 L
(x,/9—x)

missd 0<x<9 9—x2

o 1 2 3 x4 5 6 7 8 9
1 1

A'(x)=1-(9-x)2 +xé(9—x)_2 (=1)

-X —
:2\/9 ) 9_x_ X
249 —x

_209-x)—-x
 2J9—x
_ 18-3x

- 249-x

A'(x)=0

18—3x=0
3x=18

x=6

A(0)=0
A9)=0
A6)=6-/9-6 =63

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 6\/§

Vastaus: 6\/§



Kertausosa

26. Hinta tien varrella kilometrid kohti = 4 X 12—x B

Hinta metsdssa = 34 2 km
d=~x*>+2?

Sahkolinjan kokonaiskustannukset:

H((x)=3mx*+4+h(12-x)=h(Jx* +4+12—x) = ;{3@2 +4)2 +12—xJ

missd 0<x <12

' _ l 2 _%. _ _ 3x B
H(x)—h[3 2(x +4) 2.2x 1] h[m 1]

H'(x)=0
3x 1=0
x> +4

3x
-1 ‘-\/x2+4
Vx*+4

3x=+x*+4 ‘()2

Ox* = x> +4
8y? =4 ‘; Q Kun 0 < x <12, niin molemmat
2ol puolet ovat ei-negatiiviset
2
1
X = i??
1
Vililla 10,12] on x=—=~=0,7
10,12 NG

H(0)=h(3V0* +4+12-0) =18
H(12)=h(3V12° +4 +12-12) ~ 36,5h
H( ) =hG( ;)7 +4+12— ) ~17,7h

: 1
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on H (75)'

Vastaus: Hinta on pienin, kun linja vedetdéin % ~ 0,7 km:n piddhén

teiden risteyksesta.



Kertausosa

27. A(t)=(t—2, t? +t+15)ja B(t)=(t—4,t+1), t>0

Hetkella ¢ kappaleiden vélinen etéisyys:
A0y = (=) —t=2)) +((t+ D~ (> +1+15))
= \/(—2)2 +(=t? —14)

RO

Juurrettava on ei-negatiivinen kaikilla #, joten funktion d suurin arvo
saavutetaan kohdassa, jossa f () = (=2)* + (—¢*> —14)° saa suurimman
arvon.

F(@)=(=2)" +(-t* -14)?
(1) =2(—t> —14)-(-2t) = —4t(—t*> —14)
£'(t)=0, kun
t=0 tai —1*-14=0
t? = —14 Fi ratkaisua

Ei derivaatan nollakohtia, kun ¢ > 0

Koska f'(1)=—4-1-(=1° —=14) =60 > 0, niin f"(z) > 0 kaikilla ¢ > 0.
= fja siten myo0s d ovat aidosti kasvavia, kun ¢ > 0.

= funktion d pienin arvo on

d(0) = /(=2)% +(-0% —14)> =200 =10+/2

Vastaus: pienin etdisyys 10+/2



Kertausosa

28. a) 4-8 =131072 |:4
8" =32768
83x :85
3x=35

X=—=

3

b) 2> =16 ¢
p2ei-l _ (24)“2
22x2—1 — 24x+5
2x> —1=4x+5
2x? —4x-6=0 |:2
x> =2x-3=0
() +(-2)*—4-1-(-3) 2+4

2-1 2
x=-1 ta1t x=3

X

Vastaus: a) x =§ b) x=-1tai x=3



Kertausosa

29. Alkuperidinen massa m,,

Kulunut aika (vrk) | Massa

0 m

1-12 %mo

2-12 ziz m,

X LX m,
212

Jaljella é alkuperdisestd massasta:

Loy =Ly bm
y o — My 0
i 64

I _1

i 0

212 = 64

21 g0

= =6 |12

12

x=72

Vastaus: 72 vuorokauden kuluttua



Kertausosa

x+2y=4
30. Y
27 =8

27 =8
2x :(23)y
2% =2%

X

I
w
<

12 . 4
Vastaus: x=—1a y=—
5 14775



Kertausosa

1\5-2x I\x+2
31. a) (Z) < (5)
((%)2 )5—2x < (%)x+2
) <) ‘(;)[ on aidosti viihenevi
10—-4x>x+2
—5x>-8 [(-5)<0

8
xX<—

b) 27x2+1 > 311x—3
(33)x2+1 > 311x—3

35243 _ Allx-3 : :
3P0 5 3 3’ on aidosti kasvava

3x2+3>11x-3
3x2-11x+6>0

Nollakohdat:
3x2 =11x+6=0
o —(—1D)*+(-11)>-4-3-6 11+7

2-3

N

x=— taix=3
3

Siis 3x* —11x+6> 0, kun x<§ tai x >3

Vastaus: a) x<§ b) x<% tai x >3




Kertausosa

32. a) b)
27 =3 |0 o _ g1
@) =9 1
22 _g _ (31200 )3
1
(22)x =9 —p3
4% = _3/p

Vastaus: a)9 b) b

33. a) log,32=1log,2° =5

b) log, 81=log, 3t = logl(%)‘4 =4

3 3 3

1

c) logélz{/Z:]()gét4g :%

d)

12 2
log,,s 25 = log,,s 5> = log,,s 125" = log12{1253} =log,,; 1253 =

W | N

Vastaus: a) 5 b) -4 ¢ 3 d) %



Kertausosa

34. a) log,(5x—-10)

Maairitelty, kun
5x-10>0

5x>10 |5

x>2

b) log;, (xz -9)
Mairitelty, kun
x*=9>0

x<-=-3 tar x>3
) log, (x~9)?
Maairitelty, kun
(x=9)>>0
x—9=%#0
x#9

Vastaus: a) x> 2 b) x<-3 tai x>3 c) x#9

35 1122 = (101g11)222 10222111 12312
ol _ (101g22)111 10!111e22 (1490

Siis 11°** on suurempi

Vastaus: 11?%



Kertausosa

36. a) log, 125=3
k> =125
k=3125=5

b) logs,,, 144 =2
(Bk+1)* =144 ||/

3k+1==%12 Kantaluku 3k +1 ei
3 +1=12 voi olla negatiivinen
3k=11 [3
k=32
3 3
2
Vastaus: a) k=5 b) k =3§
37. a) b) C)
5-3=20 |5 26 =12 |12 10" +4=3-10"
37 =4 S =6 10" -3-10" =4
lg3* =1g4 5x=In6:5 -2:10" =4 [(-2)
xlg3=1g4 n6 04 10° =2
x=—>-=~0,
x84 13 5 x=lg2~03
g3

Vastaus: a) x~1,3 b) x= 0,4 c) x=0,3



Kertausosa

38. a)
log,15—1log, 20 +1og, 108 = log{i—f)-lOSj =log, 81 =1log, 3" =4

b)
3log,10—-3log, 2 =3(log, 10—log; 2)=3log5%=3log55 =3-1=3

Vastaus: a) 4 b)3

39. a) In(x+1)—In(x-1)*=0 b) 1g(1-2x) +1g(—x) =1

Mairitelty, kun Madiritelty, kun
_ 1-2x>0 ja —x>0
x+1>0 ja x-1+#0 _
_ 2x<1 ja x<0
x>-1ja x#1 |

)C<2

ja x<0 = x<0

In(x+1) =In(x-1) lg(1-2x)+1g(-x) =1

x+1=(x-1)°
Ce=h le((1-2x)(-)) =1
x+1=x"-2x+1 lg(2x2—x)=1
x2—3x=0 2 1
2x —x=10
-3)=0
*(x=3) 2% —x—10=0

x=0 ta1 x=3

_—(DEY(D - 4-2-(-10)
- 2-2

X

149
4

X

x=-2 tai x=£=2l
4 2

vain x =—2 toteuttaa
madrittelyehdon
Vastaus: a) x=0 tai x=3 b) x=-2



Kertausosa

40. log,(x—6)+log.(x—3)+log,(2+x)=2

Madritelty, kun

x—6>0 ja x—3>0 ja 2+x>0
x>6 x>3 x>-2
Siis x>6

log,(x—6)+log.(x—3)+log,(2+x) =2
log((x—6)(x=3)(2+x))=2
(x—6)(x=3)2+x)=6"

(x* =3x—6x+18)(2+x) =36

(x* —9x+18)(2+x)-36=0

2x* +x° —18x—9x* +36+18x-36=0
x=7x*=0

x*(x=7)=0

x=0 ta1t x=7

Vain x =7 toteuttaa méarittelyehdon

Vastaus: x=7



Kertausosa

41. a) In(x+2)* > In(2x +2)°

Maédéritelty, kun
In on aidosti kasvava

x+2#0 ja 2x+2#0

x#-2 ja 2x # -2
(x+2)>>(2x+2)*

x#-—1
x> +4x+4>4x" +8x+4
3x° +4x <0
Nollakohdat:
3x* +4x=0
x(3x+4)=0
x=0 tai 3x+4=0
3x=-4 \_1 / -
4 —j\{/O
X=—-—
3
Siis 3x +4x <0, kun —§<x<0jax¢—1
b) log, (x> -9) <3 Miéiritelty, kun
| (22 9 <log (Y x*-9>0
og, (x"-9)<log, (5
2 2 ¥ >9 |
log, on aidosti viheneva ‘x‘>3
2
x2—9>% x<-3 tai x>3

2 T3
x> ‘\f
‘x‘ > 1/%3 ~ 3,02
x<— 7 tai x>_|2
g 8

: 4 - BB g 73
Vastaus: a) —§<x<0jax¢—1 b)x<—\/; tai x>\/;



Kertausosa

42. a) De>* = e . D(=5x) = —5¢ >

b) De™ =e** -D(2x%) = 4xe™

2
c) D 13 =De ™ =¢* -D(—x)=-3x%" = _3x3
e’ r
2
Vastaus: a) —5e " b) Axe™ o) 3);
e
43. a) D(x’¢")=3x’e" +x’e"
b)
ooeN @) e (™) 2
2_€2x (2_82)6)2
_ 4e* —2e* +2e™
(2_62)()2
_ de
(2_62)6)2

c) D +1)P =3 +D)* e (-)=-3e (e +])*

2
4e-*

Vastaus: a) 3x’e’ +x’e” b e
) ) (2_82X)2

c) —3e (e +1)°



Kertausosa

44, f(x)= e g(x)=4—x

h(x) = (f°g)x) = f(g(x) =
B = 23407 (<) = —6(4-x)
h'(x)=0 *
4—-x=0

x=4

h'(3)=—6(4—3)2** =_6.1-¢* =—6¢7

Vastaus: (fog)'(3)=—-6e>, (fog)'(x)=0 kun x =4

45. f(x)=(x-1)e"

Sl =1-e"+(x=1)-e" =" (1+x-1) = xe"

/'(x)=0

xe* =0
——
>0

x=0

0 .
Testipisteet:
/(%) —~ + f'(-=—e'<0

1 (x) \ /' f'M=e'">0

Minimiarvo f(0)=(0-1)e’ =-1-1=-1

Vastaus: Minimiarvo —1, e1 maksimiarvoa



Kertausosa

46. g(x)=2ex—e>*

g'(x) =2e—2e*

g'(x)=0
2e—2e* =0
2e* =2e |2
e2x — el
2x=1
1
xX=
1
T Testipisteet:
g'(x) + -

g'(0)=2e—2¢e"=2e-2>0

g 7N g')=2e-2¢*<0

2.

N | =

Suurin arvo g(%):2e-%—e =e—e=0

Vastaus: 0



Kertausosa

Tangentin yhtilo kohdassa x =0:

y=e? +l=e’+1=1+1=2 piste (0,2)

Auto suistuu tieltd tatd suoraa pitkin.

Kun x =1, niin tangentilla
y=5-142=3] ¢[3,3]]

Siis auto ei1 osu seindin

Vastaus: Ei osu



Kertausosa

48. a) D(x3lnx)=3x2-1nx+x3-l:.’)lemﬁ-x2
X
) . _l-lnx—x-x_lnx_l
Inx (Inx)* (Inx)*
c)
1
D(ln\/x2 +4): : -D(x* +4)2
x> +4
I
_ ! -l(x2+4) 2. 2x
x*+4 2
B X
Jx? +4+/x7 +4
X
x> +4
2 2 lnx—l X
Vastaus: a) 3x" Inx+x b) > C) —
(Inx) x“+4



Kertausosa

49. f(x)=In(x+1)+In16-x?)
Madritelty, kun

x+1>0 ja 16—x*>0
x>—1 x* <16 ||
‘x‘<4
—4<x<4
Siis —1<x<4
1 —-2x 1 2x
'X — + — —
=5 16—x* x+1 16—x?
S'(x)=0
1 2x
x+1 16—x?
1 2x ..
— 5 ‘ kerrotaan ristiin
x+1 16—x
16—x% =2x% +2x
3x° +2x-16=0
x_—2i\/22—4-3-(—16)_—2i14
2.3 6
x=—20_ 52 i =2
6 3

Mairittelyehdon toteuttaa vain x =2
—1 2 4

Testipisteet:

I
f'(x): + | - fi(-)=—e"<0
f(x):/ \ 'M)=e" >0

Suurin arvo f(2)=In(2+1)+In(16-2%)=In3+In12=1In36

Vastaus: In36



Kertausosa

50. y=Inx

Normaali kohtaan x =a
missi a >1:

x=a:y=Ina
normaali kulkee pisteen 1]
(a,Ina) kautta

y'=—
X
\ 1
ko =y(a)=—
k, =—l=—a
k

Normaalin yhtilo:
y—Ina=-a(x—a)

y=—ax+a’+Ina

Normaalin ja x-akselin leikkauskohta:
y=0

—ax+a*+lna=0

2
ax=a " +Ina ‘:a

Ina
xX=a+——
a
. Ina Ina
Kolmion kantaon a+——-a=——
a a

Kolmion korkeus on Ina

2
Kolmionala  A(a) = 1 Ina Ing = (Ina)
2 a 2a

a>1

) jil




Kertausosa

2(lna)-1-2a—(lna)2-2

A'(a) = a _2lna(2—lna):lna(2—lna)

(2a)’ - 4a’ 2a*
A'(a)=0, kun
Ina=0 tai 2—Ina=0
a:eo Ina=2
a=1 a=e’
2
1 & Testipisteet:
A'(a) + A'e )_lne(i Ine) 212 -0
e’ e
A
(@) gl B 4. Iné’@2-Iée’) 3
A'(e’) = - =———<0
2e 2e

Suurin ala on
(lne ¥ 20 2
A = _“
(e ) 22 262 e’

Vastaus: —
e



Testi 1

1. a) D((5x+1)"°)=10Gx+1)" - D(5x+1) =10(5x +1)° -5 = 50(5x +1)°

by D+ )=D(x

W | N
N—
I
(\O]

)
L
\O]
|

| —
\O]

1 1 =
¢) D( ):D — :D[(2x+2) ZJ
N2x+2 (2x+2)5

3

= —%(Zx +2) 2-D(2x+2)
2

B 3
2(2x +2)?

1
(2x+2)V2x+2

D(x*+1) 4x°
) ( ( )) xt+1 xt+1

e) Dle*)=e* - D(4x) = 4e™

f) D(xze_x)z 2x-e +xte (- =2xe " —x’e ™ =(2x—x")e"



2. a) 210g3(3\/§) —log; 2= 10g3(3\/§)2 —log, 2 =log, %

=log, 9
=log, 3
=2

b)
log,(x+1)=1+1log, 5 M:x+1>0

log,(x+1)—log,5=1 x>-1

3. f(x)=xInx —<x<1

f'(x):l-lnx+x-l:lnx+l
X

Derivaatan nollakohdat:

Inx+1=0
Inx=-1
x=¢ :l
e
f(Lj :L-ln(ij :i(lnl—lnlO) =—w ~—0,23
10) 10 10) 10 10
f(H)=1-In1=0
f(lj :l-ln(l) =l(ln1—lne) - ! ~—-0,37
e) e e) e e

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 0 ja pienin ——
e



flx)=~1-x +%x

a) fon madritelty, kun  1—x*>>0

x* <1 ‘\/7

‘x‘ﬁl
—1<x<1
b) Nollakohdat: VI-x* + %x =0
> 1 2
1-x ——EX‘O
21
l-x"=—x ‘-4
4
4—4x* = x*
5x* =4
4
2—_
ety
xX=x= ~ +0,

Gl

Molemmat arvot toteuttavat méaarittelyehdon.

oo
\O

Nelioonkorotus-
ehto:

1
——x20
2

x<0

Vain negatiivinen arvo toteuttaa nelioonkorotusehdon, joten

M
J5



) f(x)=(1—x2)2+%x

) x 1=x?) _—2x+\/1—x2

1 . 1 1
f')==-(1-x") 2 (20)+ ===+ =
2 2 Jx*-1 2 24/x% -1

Derivaatan nollakohdat:

—2x++/1-x> =0

V1-x* =2x ‘()2 Nelioonkorotusehto:
242 2x>0
= x>0
5x% =
1
2 —_
el
X = J_rL ~ 0,45

Molemmat arvot toteuttavat méarittelyehdon.

Vain positiivinen arvo toteuttaa nelioonkorotusehdon, joten
1

X =—

V5



5.

Viiite: = 4 x> 2—2 kaikilla x

e

Todistus:

%+x22—7 = % x—2—720

e e

Merkitaan f(x)=%+x—2—7=2e_x+x—f—g
e

f'(x)=2e"-(-)+1=1-2e&""

Derivaatan nollakohdat: Merkki- ja kulkukaavio:
1-2¢" =0
2¢ " =1 In2
- :% frol - |+
1 SN |7

—x=In—

—x=Inl-1In2 Testipisteet:

—x=-In2 £'(0)=1-2¢"=-1<0

x=1In2 '(2)=1-2¢72=%0,73>0
: . 2 27
Funktion fpienin arvo on f(In2)=——+1In2— 16 ~ 0,006 >0
e

Koska funktion fpienin arvo on positiivinen, funktio saa vain
positiivisia arvoja. Siten véite pétee.



X

a) h(x)=e2 +1 Arvojoukko 4, =1, o

X

y=eE+1
egzy—l

X
—=In(y-1
5 (y=1)
x=2In(y-1)

Siis f'(y)=2In(y-1) , y>1

b) f(x)=Inx+x ja g(x)=e**

(f o g)(x)=In(e*) +e* =2x+e** Miiritelty kaikilla x,
koska e** >0
(fog)(2x5) =2.2%° +ez-2x5 — 40 +e4x5

(fog)(2x°)=20x" +¢* - 20x* = 20x* (146" )20

Koska derivaatta on ei-negatiivinen ja 0 vain kohdassa x = 0, funktio

(fog)(2x") on aidosti kasvava. Aidosti kasvavalla funktiolla on
kaanteisfunktio.



) KJ|=(0-1) +(y=5)

_ 2
K(1,5) —\/1+y 10y +25
=\/»*—10y+26
J(0, ») M(7,1)
. IM|=J(7-0)% +(1-y)?
=49 +1-2y +?
Matka: 1<y<5 =Jy2—2y+50

f(y)=Jy2 —~10y +26 +\/y2 —2y+50

1 1

=(y* =10y +26)2 + (3> =2y +50)2

1 L 1 L
f'(y)=5(y2—10y+26) : -(2y—10)+5(y2—2y+50) 2.(2y-2)
y=5 y—1
= +
Jy?=10y+26  \[y* =2y+50
(=5 =2y +50+(y—1)y/y* —10y+26
Uy =10y +264/y? =2y +50

Derivaatan nollakohdat

(y =35> =2y +50 +(y—1)y 3> =10y +26 =0

(y=Dn/y* =10y +26 = ~(y=5)/y* =2y +50 |()’

(y> =2y +1)(»* =10y +26) = (y*> =10y + 25)(y* =2y +50)
y* =12y’ +47y* =62y +26 = y* —12y° +95y* =550y +1250
48y° —488y+1224 =0

. — (—488) +/(—488)> —4-48-1224  488+56

2-48 96

x=5— taix:4l
3




Vain x = 4% kelpaa (1<x<5)

FA) =1 =10-1+26 +/12 =2-1+50 =~ 11,1
£(5)=/52=10-5+26 +~/5> =25+ 50 ~ 9,06
£(4,5)=+/4,5-10-4,5+26 ++/4,5> —=2-4,5+50 ~ 8,94

Fermat’n lauseen mukaan lyhyimmaén reitin pituus on 8,94 km



Testi 2

1.

3.

- - - 6 1
a) D(1-2x)" =-3(1-2x)" D(1-2x)=6(1-2x)"* :m, X
b) D(e"x)=De"x+e¢ " Dx=e¢"x+e¢"
o) D(lnx)2 =2InxDlnx =21nx~l= 21nx, x>0
x x

d) Dlog,|x* —1\=(XZ—_11E-D(X2 ~1)= . ff L x#l e

8x+2/1—x =5 I=x20

x <1
24/1—x =5—8x | ( )2 Neliéénkorotusehto: 5 —8x 20
4(1—x) = 25— 80x + 64x> 8x <5
4 —4x =25—-80x + 64x’ v<
64> —T6x+21=0 8
76i¢(—76)2 —4-64-21  76++400 76+20
X = = =
264 128 128

9% 3 56 7

X =—=— Im X =——=—

128 4 128 16

: . 7 5
Saaduista ratkaisuista x = E toteuttaa ehdon x < —.

Vastaus: x = 1—

a) f(x)=x"+2x+1,x>-1
Tutkitaan funktion aidosti monotonisuutta.

fl(x)=2x+2

f'(x)=0,kun 2x+2=0
2x =-2
x=-1

Funktio fon ylospiin aukeava paraabeli, jonka huippukohta on x = -1.
Ylospiin aukeava paraabeli on aidosti kasvava, kun x > -1, joten funktiolla on tilld vililld
kdanteisfunktio.

b)Kiinteisfunktion miarittelyjoukko on alkuperiisen funktion farvojoukko. Yl6spiin
aukeavan paraabelin pienin arvo on f(=1) = (=1)> +2-(=1)+1= 0, joten funktion f
arvojoukko, kun x> -1, on | 0,  [. Kdinteisfunktion arvojoukko on alkuperiisen funktion f
madrittelyjoukko eli | — 1, o0 [.



Merkitiin y =’ +2x +1 ja ratkaistaan yhtilosti x.

y=xt+2x+1

= (1)
e +1)= [y Koska x > =1, niin |x +1| = x +1

x+l=\/;
xz\/;—l

S =y -t S ) = =1

’ 1 - 1
C ! X =D\/;_D1:—X2=—
) (%) 5 e
! 1 1
Ty =——==
S L2
Vastaus: b) fﬁl(x)=\/;—1,x>() o /! (1):%
4. f(x)=e", g(x)=lnx
(fogkxz):(gof)(‘x> (fogXX):é’:“nX X>O
31nx? :lne?)x X¢O (gofxx):1n€3x
PLEG o
x% =3x
x(x5—3)=0
x=0 tai x> =3=0
x> =3

«=13

x =3/3 toteuttaa miirittelyehdon

Vastaus: x = 3\/5

5. g(x)=x+Vx>+1, x> +1>0 kaikilla x € R. Tutkitaan jatkuvaa funktiota valilla [ 2, 5 ].

Fermat’n lauseen mukaan suljetulla valilla |2, 5] jatkuvalla funktiolla ja avoimella vililld |2, 5[
derivoituvalla funktiolla on suurin ja pienin arvo derivaatan nollakohdissa tai suljetun vilin

paitepisteissa.



1

J(x) =1 +%(x2 +1)72 -(2x)

=1+
x2+1
() =1+— =0
x2+1
X =-1 |()2 nelioonkorotusehto : x < 0
x2+1
il )
=1|(x?+1
x2+1 ‘

xr=xt+1

epatosi, ei ratkaisua

Derivaatalla ei ole nollakohtia. Lasketaan funktion arvot suljetun vilin | 2, 5 | paétepisteissi.

g22)=2+ V22 +1=2+45 pienin arvo
g(5)=5++/5" + =5+26 suurin arvo

Vastaus: Pienin arvo on 2+ \/g ja suurin arvo 5+ /26

Merkitdan y, = x(l +1n x), x>07ja y, =x—e . Kiyri y, ei ole missdin kohdassa suoran
alapuolella, jos kaikilla x >0 on voimassa y, = y, eli x(l +lnx)>x—e.

Merkitdan f(x) = x(l +In x)— x+e¢ =xlnx+e . Riittid osoittaa, etta /= 0.

Funktio fon jatkuva ja derivoituva
1
fl(x)=1llnx+x-—=lnx+1
X
f'(x)=0,kun lnx+1=0
Inx =-1

x=e¢' (20,37)

Tutkitaan funktion fkulkua kulkukaavion avulla.

1

0 2
- n testipisteet:
/ - 101 =~13..<0

S \ /' F()y=1>0

Kulkukaavion perusteella funktio f'saa pienimmain arvonsa kohdassa x = e,

1 -1 -1
=—¢ +te

Pienin arvoon f(e”')=¢ 'lne +¢”
2 0 kaikilla x >0.

=0 . Koska funktion pienin arvo on 0, niin



3
1
- 1 1
x=2%=—=—
1 k
23 V2
b) ¢¥ —¢™ +2=0 merkitddn ¢* =#
n—un>+2=0
—u’+u+2=0
—12J1P —4-(-1)-2  —144f9

2-(-1) —2

n=—1 tal u=2

Kun # =—1,niin ¢* =—1. Yhtilolla ei ole ratkaisua, koska ¢* > 0 aina.
Kun # =2, niin ¢e" =2 |ln
xlne=1n2
x=In2
Mdirittelyehdot:
— 6x—=1>0. 3x>0
9) lg(6x l) = 21g(3x2) o1t s
lg(6x — l) = lg(3x) lg x aid. kasvava 1
x> —
6x —1=9x" 6
Molemmat logaritmilausekkeet ovat médriteltyjd, kun 1
6
—9x% +6x—=1=0
—6£./36-4-(=9)-(-1) -6+0 1
X = = .

2-(-9) -18 3

. 1 s
Saatu ratkaisu x = 3 toteuttaa mairittelyehdon.

1
Vastaus: a) x = — b) x =1In2 ) XZE

%
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