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Kohdan 2=x  vasemmalla puolella kuvaaja on osa ylöspäin aukeavaa 
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nollakohtien avulla. 
 

2
42

12
)3(1422

032

3:0963

2

2

2

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

=−+

x

x

xx

xx

  

3tai1
2

24
12

314)4()4(

034
2

2

==

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

xx

x

x

xx

 

1tai3 =−= xx  
 
 

6
31

)31(3
3

)3(3lim
)3)(1(
)1)(3(3lim

34
963lim

112

2

1
−=

−
+

=
−
+

=
−−
−+

=
+−
−+

→→→ x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
 

 
 
b)  

12
2

)44(3
2

)4(3lim
)4(2

)4)(4(3lim
)4(2
)16(3lim

82
483lim

44

2

4

2

4

−=

−−
=

−
=

+
−+

=
+
−

=
+
−

−→−→−→−→

x
x

xx
x

x
x

x
xxxx

 

 
 
Vastaus: a) 6−  b) 12−  
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20. 
⎩
⎨
⎧

−>−+
−<+−−

=
5,214
5,3)(

2

xxa
xaaxxxf  

 
Funktiolla f on raja-arvo kohdassa 5−=x , jos )(lim)(lim

55
xfxf

xx +−→−−→
= . 

 
2583)5()5()3(lim)(lim 22

55
−=+−−−−=+−−=

−−→−−→
aaaaaxxxf

xx
  

 
24)5(214)214(lim)(lim

55
+=−−+=−+=

+−→+−→
aaxaxf

xx
 

 

7
7:497

24258

)(lim)(lim
55

=

=

+=−

=
+−→−−→

a
a

aa

xfxf
xx

 

 
Vastaus: 7=a  
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21. 
)5(3
252

153
252)(

22

−
+−

=
−

+−
=

x
axx

x
axxxf  

 
Jotta funktiolla f olisi raja-arvo kohdassa 5=x , pitää tekijä )5( −x  
supistua pois, eli )5( −x  pitää olla soittajan tekijänä eli 5=x  pitää 
olla osoittajan nollakohta. 
 

15
5:755

0575
025552 2

=

=

=−
=+⋅−⋅

a
a
a

a

 

 

)5(3
25152lim)(lim

2

55 −
+−

=
→→ x

xxxf
xx

 

 
Jaetaan osoittaja tekijöihin nollakohtien avulla: 

5
4

20tai
2
5

4
10

4
515

22
2524)15()15(

025152
2

2

====

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

xx

x

xx

 

 

3
5

3
552

3
52lim

)5(3
)5)((2

lim
)5(3

25152lim
5

2
5

5

2

5
=

−⋅
=

−
=

−
−−

=
−

+−
→→→

x
x

xx
x

xx
xxx

 

 
 

Vastaus: 15=a , 
3
5)(lim

5
=

→
xf

x
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22. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−

<<+
≤+−

=

3,82

31,13
1,125

)(
2

3

xx

xx
xxx

xf  

 
f on polynomifunktiona jatkuva, kun 1≠x  ja 3≠x  
 

)1(411215)125(lim)(lim 33

11
fxxxf

xx
==+⋅−⋅=+−=

−→−→
 

 
4113)13(lim)(lim

11
=+⋅=+=

+→+→
xxf

xx
 

 
Koska )1()(lim)(lim

11
fxfxf

xx
==

+→−→
, f on jatkuva kohdassa 1=x  

 
 

10133)13(lim)(lim
33

=+⋅=+=
−→−→

xxf
xx

 

 
)3(10832)82(lim)(lim 22

33
fxxf

xx
==−⋅=−=

+→+→
 

 
Koska )3()(lim)(lim

33
fxfxf

xx
==

+→−→
, f on jatkuva kohdassa 3=x  

 
 
Vastaus: f on kaikkialla jatkuva 
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23. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−+

≤−
=

2,2

2,2
)(

3

2

xbxx

xbbx
xg  

 
)2(22422)2(lim)(lim 22

22
gbbbbbbbxxg

xx
==−=−⋅=−=

−→−→
 

bbbxxxg
xx

−=−⋅+=−+=
+→+→

12222)2(lim)(lim 33

22
 

 
g on jatkuva, kun  

4
3:123

122

)2()(lim)(lim
22

=

=

−=

==
+→−→

b
b

bb

gxgxg
xx

 

 
Vastaus: 4=b  
 
24. 255388480)( 23 +−+= xxxxf  

 
Väite: funktiolla f on ainakin kaksi nollakohtaa 
Todistus: 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
<−=
>=

]1,0[välillänktionapolynomifujatkuvaon
049)1(
0255)0(

f
f
f

 

 
Siis ainakin yksi nollakohta välillä ]0, 1[ 
 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
>=
<−=

]2;5,1[välillänktionapolynomifujatkuvaon
0135)2(

048)5,1(

f
f
f

 

 
Siis ainakin yksi nollakohta välillä ]1,5; 2[ 
 
Siis ainakin kaksi nollakohtaa □ 



Kertausosa 
 

 

25. Väite: yhtälöllä 223 += xx  on ainakin yksi ratkaisu 
 
Todistus: 

0223

223

=−−

+=

x

x
x

x

 

Merkitään 223)( −−= xxf x  
 
f on jatkuva välillä [0, 2] eksponenttifunktion ja polynomifunktion 
summana 
 

032223)2(

012023)0(
2

0

>=−⋅−=

<−=−⋅−=

f

f
 

 
Siis ainakin yksi nollakohta välillä ]0, 2[ 
 
Siis yhtälöllä on ainakin yksi ratkaisu □ 
 

 
26. 24)( 3 +−= xxxf  

Väite: funktiolla on nollakohdat väleillä [-5, -1] ja [0, 2] 
 
Todistus: 
f on kaikkialla jatkuva polynomifunktiona 
 

052)1(4)1()1(

01032)5(4)5()5(
3

3

>=+−−−=−

<−=+−−−=−

f

f
 

 
Siis ainakin yksi nollakohta välillä [-5, -1] 
 

012141)1(

022040)0(
3

3

<−=+⋅−=

>=+⋅−=

f

f
 

 
Siis ainakin yksi nollakohta välillä [0, 1] ja siten myös välillä [0, 2]   □ 
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27. 3)( 2 −= xxf  
 

4
22

)2(lim
2

)2)(2(lim

2
4lim

2
)32(3lim

2
)2()(lim)2('

2

2

2

2

22

22

=
+=

+=
−

−+
=

−
−

=
−

−−−
=

−
−

=

→

→

→→→

x
x

xx
x
x

x
x

x
fxff

x

x

xxx

 

 
 

4
04

)4(lim

)4(lim

444lim

)32(3)2(lim)2()2(lim)2('

0

0

2

0

22

00

=
+=

+=

+
=

−++
=

−−−+
=

−+
=

→

→

→

→→

h
h

hh
h

hh
h

h
h

fhff

h

h

h

hh

 

 
 

Vastaus: 4)2(' =f  
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28. a) xxxf 24)( 2 −=  

28)248(lim

)248(lim

42484lim

2422)2(4lim

)24()(2)(4lim)()(lim)('

0

0

222

0

222

0

22

00

−=−+=

−+
=

−−++
=

+−−−++
=

−−+−+
=

−+
=

→

→

→

→

→→

xhx
h

hxh
h

xhhxhx
h

xxhxhxhx
h

xxhxhx
h

xfhxfxf

h

h

h

h

hh

 

 

b) x
x

xg += 2
1)(  

34

4

22

22

22

22

0

22

22

0

22

22222

0

22

2222

0

2

)()(

2

0

2
1

2

0

2122
)(

2)(lim

)(
)2)((lim

)(
2)(lim

)(
)()(

lim

1))
)(

1)

lim

)()(
)(

1

lim)('
2222

xx
xx

xx
xxx

hxx
xhxx

hxhx
xhxxh

hxhx
hxhxhxhxx

h
hxx

hxhhxxx
h

x
h

hx

h

xhx
hxxg

h

h

h

h

hxhxxx

h

x

h

−=
−

=
−

=
+

−+
=

+
−+

=

+
+−−++

=

+
+−++

=

−+
+=

+−++
+=

→

→

→

→

++

→

→

 

 
Vastaus: a) 28)(' −= xxf  b) 3

21)('
x

xg −=  
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29. xxxf 3)( 2 −=  
 

32)32(lim

)32(lim

3332lim

)3()(3)(lim

)()(lim)('

0

0

222

0

22

0

0

−=−+=

−+
=

+−−−++
=

−−+−+
=

−+
=

→

→

→

→

→

xhx
h

hxh
h

xxhxhxhx
h

xxhxhx
h

xfhxfxf

h

h

h

h

h

 

 
a) 113)4(2)4(' −=−−=−f  
 
b) 193112)11(' =−⋅=f  

 
 
Vastaus: 32)(' −= xxf  a) 11−  b) 19 

 
 

30. xxf =)(  muutosnopeus = derivaatta 
 

32,0
5,22

1
5,25,2

1
5,2

1lim

)5,2)(5,2(
5,2lim

5,2
5,2lim

5,2
)5,2()(lim)5,2('

5,2

5,2

5,2

5,2

≈=
+

=
+

=

−+
−

=

−
−

=

−
−

=

→

→

→

→

x

xx
x

x
x

x
fxff

x

x

x

x
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31. a)  524)( 34 +−= xxxf  
2323 61603244)(' xxxxxf −=+⋅−⋅=  

 
b) 34 7)( tttg −−=  
 2323 214374)(' tttttg −−=⋅−−=  
 
c)  1132)( 35 +−+−= yyyyh  
 1365013325)(' 2424 −+−=+−⋅+−= yyyyyh  
 
 

Vastaus: a) 23 616)(' xxxf −=   
b) 23 214)(' tttg −−=   
c) 1365)(' 24 −+−= yyyh  

 
 

32. 273)( 34 −+−= xxxxf  
 

12112)(' 23 +−= xxxf  
 

20241)5(21)5(12)5(' 23 −=+−⋅−−⋅=−f  
 

1361321312)3(' 23 =+⋅−⋅=f  
 
 

Vastaus: a) 2024−   b) 136 
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33. a)  

( ) ( )
912)34(3)232(3

)2423)12)(2(3
2

2

+=+=−+=

−+−=−+

xxxxD

xxxDxxD
 

 
b) 22)12()1( 22 +=++=+ xxxDxD  
 
c)  
( ) xxDxxxxDxxD 4)22()1212()1()1( 22222 =+=++++−=++−  

 
 
Vastaus: a) 912 +x  b) 22 +x   c) x4  
 

 
 

34. 9511)( 23 ++−= xxxxf  
 
Tangentin kulmakerroin )1(' −= fkt  
 

305)1(22)1(3)1('

5223)('
2

2

=+−−−=−

+−=

f

xxxf
 

 
Vastaus: 30 
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35. a) 31862)( 23 +−−= xxxxf  
 

)32(618126)(' 22 −−=−−= xxxxxf  
 

3tai1
2

42
12

)3(14)2()2(

032

0)('

2

2

=−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

=−−

=

xx

x

xx

xf

 

 
 
b) 

)1(2

)122(2

)12)(1(2)1)(1(2)(

23

223

22

−−+=

−−−++=

++−=+−=

xxx

xxxxx

xxxxxxf

 

 
)123(2)(' 2 −+= xxxf  

 

3
1

6
2tai1

6
42

32
)1(3422

0123

0)('

2

2

==−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

=

xx

x

xx

xf

 

 
 

Vastaus: a) 1−=x  tai 3=x   b) 1−=x  tai 
3
1

=x  
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36. 12)( 3 +−= bxaxxg  
 

baxxg 23)(' 2 −=  

⎩
⎨
⎧

=−
=−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−⋅

=+⋅−⋅

⎩
⎨
⎧

=
=

66212
222

66223

231121

66)2('
23)1(

2

3

ba
ba

ba

ba

g
g

 

 

4
)11(:4411

=

−−=−

a
a  

 

9
2:182

2224
222

−=

−=

=−
=−

b
b
b
ba

 

 
 
Vastaus: 4=a  ja 9−=b  
 
 
37. 132)( 4 −+−= xxxf  

 

48)1(48)1('''
48)('''
24)(''

38)('
2

3

=−⋅−=−
−=
−=

+−=

f
xxf
xxf

xxf

 

 
 

Vastaus: 48 

– 
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38. 111053)( 23 −+−−= xxxxf  
 

10563)(' 2 +−−= xxxf  
 

010563

0)('
2 <+−−

<

xx

xf
 

 
Nollakohdat: 

5tai7
2

122
12

)35(1422

0352

)3(:010563

2

2

2

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

−=+−−

xx

x

xx

xx

 

 
010563 2 <+−− xx , kun 7−<x  tai 5>x  

 
 

Vastaus: 7−<x  tai 5>x  
 

 
39. a)  

( )

266

6422

2)32()1(2)1)(32(

2

22

22

−+=

++−=

⋅++−⋅=−+

xx

xxx

xxxxxD

 

 
b)  

( ) ( )

xxx

xxxx

xxxxxxD

24930

)8463(3

)4()2()21(33)21)(2(3

24

442

32223

−+−=

−−−=

−⋅++−⋅=−+

 

 
 
Vastaus: a) 266 2 −+ xx  b) xxx 24930 24 −+−  

)(' xf  

7−  5  
+  

− −
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40. a) )12(42)12(2)12()12(2)12( 12 +=⋅+=+⋅+=+ xxxDxxD  
 
b) 73237383 )4)(121(8)4()4(8)4( xxxxxDxxxxD −−=−⋅−=−  
 
c)  

    
( )

1032

3103113

)52)(16(77

)52()52(117)52(7

−++=

−+⋅−+⋅=−+

xxx

xxDxxxxD
 

 
Vastaus: a) )12(4 −x  
 b) 732 )4)(121(8 xxx −−  
 c) 1032 )52)(16(77 −++ xxx  

 
41. a)  

( )
542364

354264642

)1)(23(24)1()26(

4)1(6)23()1()26()1)(23(

++++⋅+=

⋅+⋅+++⋅+=++

xxxxxx

xxxxxxxxxD
 

1=x : 

4352
252428

)11)(1213(124)11)(216(
56

542364

=
⋅⋅+⋅=

+⋅+⋅⋅+++⋅

 

 
b) 
( )

325544254

432554254

4255

)23()2)(415(4)23()2(5

)415()23(4)2()23(1)2(5

)23()2(

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxD

−+−+−+=

−⋅−⋅⋅++−⋅⋅+⋅=

−+

 

 
1=x : 

09711
13114135

)1213()21)(14115(4)1213()21(5
3544

325544254

=
⋅⋅⋅+⋅⋅=

⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅+

 

 
Vastaus: a) 4352 b) 11 097 
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42. 63 )52()( xxxf −=  
 

532253 )52)(56(6)56()52(6)(' xxxxxxxf −−=−⋅−=  
 

4648866196)2522)(526(6)2(' 5532 =⋅⋅=⋅−⋅−⋅=f  
 

( )
( )432253

243253

)52()56(5)52(126

)56()52(5)56()52(12(6)(''

xxxxxx

xxxxxxxxf

−−+−=

−⋅−⋅−+−⋅=
 

 
( )
( )

06615
)3(15)3(126

)1512()516(5)1512(1126)1(''
425

432253

−=
−⋅⋅+−⋅⋅=

⋅−⋅−⋅⋅+⋅−⋅⋅⋅⋅=f

 

 
 

Vastaus: 464886)2(' =f  ja 06615)1('' −=f  
 
 
43. 43 )12(3)( xxxg −=  

 
332233 )12)(123(12)123()12(43)(' xxxxxxxg −−=−⋅−⋅=  

 
0)(' =xg , kun  

0123 2 =−x  tai    0123 =− xx  

       

2

4

123
2

2

±=

=

=

x

x

x

 

12

012tai0

0)12(

2

2

2

=

=−=

=−

x

xx

xx

 

                 
32

12

±=

±=

x

x  

 
 
Vastaus: 2±=x  tai 0=x  tai 32±=x  
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44. 324 )16()( xxxg −=  
 

)324()16(3)(' 3224 xxxxxg −⋅−=  
 

0)(' =xg , kun 
   016 24 =− xx   tai 0324 3 =− xx  

4

16

016tai0

0)16(

2

2

22

±=

=

=−=

=−

x

x

xx

xx

  

228

8

08tai0

0)8(4

2

2

2

±=±=

=

=−=

=−

x

x

xx

xx

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0)(' ≥xg , kun 4−=x  tai 022 ≤≤− x  tai 22≥x  
 
 
 
 

Vastaus: 4−=x  tai 022 ≤≤− x  tai 22≥x  
 

)(' xg  +

0 4

–  –  +

Testipisteet: 

0102,5)5('018900)1('

0104,1)3('0104,1)3('

025,11)1('0102,5)5('

7

55

7

>⋅=>=−

>⋅=<⋅−≈−

>=<⋅−≈−

gg

gg

gg

22−  22  

–  +

4−  
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45. 42 )12( xxy +=  
 
Tangentti on laskeva suora, kun 0'<= ykt  
 

)122()12(4' 32 +⋅+= xxxy  
 
Nollakohdat: 

0'=y , kun  
0122 =+ xx   tai 0122 =+x  
0)12( =+xx            2:122 −=x  

0=x   tai   012 =+x             6−=x  
  12−=x  
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

0'<y , kun 12−<x  tai 06 <<− x  
 
 
Vastaus: 12−<x  tai 06 <<− x  

Testipisteet: 

0123032)1('0343000)7('
053240)1('0102,1)13(' 5

>=>=−
<−=−<⋅−≈−

yy
yy   

)(' xy  +

0 6−

–  –  

12−

+
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46. a)  

12

12

12

10

22

1011

211

1011

11

1120

11222

)12(112

()12(112

)(
11)12(212

x
x
x

xx
x

xx
x

xxx

x
xxx

x
xD

x

−−
=

−−
=

+−
=

+−
=

⋅+−⋅
=

+

 

 
b)  

22

22

33

22

22

2

2

)12(
14

)12(
41224

)12(
4)3()12(2

12
3

+
−=

+
+−−−

=

+
⋅−−+⋅−

=
+

−

x
x

x
xxxx

x
xxxx

x
xD

 

 
 

Vastaus: a) 12
1120

x
x −−  b) 22 )12(

14
+

−
x

x  
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47. 
3

4)(
2

+
+−

=
x

xxxf  

 

3

2

3

22

2

2

)3(
76

)3(
4362

)3(
1)4()3()12()('

+
−+

=

+
−+−−−+

=

+
⋅+−−+⋅−

=

x
xx

x
xxxxx

x
xxxxxf

 

 
0)(' =xf , kun 

1tai7
2

86
12

)7(1466

076
2

2

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

xx

x

xx

 

 
 
Vastaus: 7−=x  tai 1=x  

 

Määritelty, kun 

3
03
−≠

≠+
x

x
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48. a)  

222

2

222

22

22

2

2

2

2

2

)1(
4

)43(
1664

)1(
4

)43(
16486

)1(
22)1(0

)43(
)4()4()43(2

1
2

43
4

+
+

−
++−

=

+
−

−
−

++−
=

+
⋅−+⋅

−
−

−⋅+−−⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−
+

x
x

x
xx

x
x

x
xxx

x
xx

x
xxx

xx
xD

 

 
 
b) 

3 3 2 2 3

3 3 2 2

3 3 3 3

3 2 2

3 3

3 2 2

3 3 3 ( 3) 3 3 3 3 ( 3) 3
3 3 ( 3) (3 )

3 9 9 9 3 9
( 3) 9

6 9 6 9
( 3) 9

x x x x x x x xD
x x x x

x x x x
x x
x x

x x

⎛ ⎞− ⋅ − − ⋅ ⋅ − − ⋅
− = −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

− − − +
= −

−

− − +
= −

−

 

 
 

Vastaus: a) 222

2

)1(
4

)43(
1664

+
+

−
++−

x
x

x
xx  b) 

3 3

3 2 2

6 9 6 9
( 3) 9

x x
x x
− − +

−
−
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49. 
x
baxxf += 22)(  

 

22 4104)('
x
bax

x
bxaxxf −=
⋅−⋅

+=  

 

⎩
⎨
⎧

−=+−
=−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅=−

=−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−⋅

=
−

+−⋅

⎩
⎨
⎧

=
=−

832
382

)4(2
4
18

382

2
2

24

38
1

)1(2

2)2('
38)1(

2

2

ba
ba

ba

ba

ba

ba

f
f

 

 

1
)30(:3030

−=

−=−

a
a  

 

40
382
38)1(2
382

−=
=−−
=−−⋅
=−

b
b
b
ba

 

 
 
Vastaus: 1−=a  ja 40−=b  

 

+
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50. 5

2

)1(
2)(

+
−

=
x

xxxf  

 

( )
( )

6

2

6

22

10

)1(24

25

425

)1(
2103

)1(
1052222

)1(

(
)2(5)1)(22()1(

)1(
1)1(5)2()1()22()('

4

+
−+−

=

+
+−−−+

=

+

−−+−+
=

+

⋅+⋅−−+⋅−
=

+

x
xx

x
xxxxx

x

xxxxx

x
xxxxxxf

x

 

Nimittäjä on positiivinen, kun 1−≠x , joten osoittaja määrää 
derivaatan merkit 
 

0)(' =xf , kun 

1,3
3

19521,0
3

195
3

195
6

19210
6

7610
)3(2

)2()3(41010

02103

21

2

2

≈
+

=≈
−

=

±
=

−
±−

=
−
±−

=
−⋅

−⋅−⋅−±−
=

=−+−

xx

x

xx

 

 
 
 
 
 

0)(' <xf , kun 1xx <  ja 1−≠x  tai 2xx >   
 
 

Vastaus:  
3

195 −
<x  ja 1−≠x  tai 

3
195 +

>x  

Määritelty, kun 

1
01
−≠

≠+
x

x
 

– x 
1x– 

+ 

2x  

 

2103 2 −+− xx  +

2x  

–  
1x  

–  –  
1−
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51. 
1

2

−
=

x
xy  

 

2

2

2

22

2

2

)1(
2

)1(
22

)1(
1)1(2'

−
−

=
−

−−
=

−
⋅−−⋅

==
x

xx
x

xxx
x

xxxykt  

 

3=x : 
4
3

)13(
323

2

2

=
−

⋅−
=tk  

 
 

2
3

8
12tai

2
1

8
4

8
48

42
344)8()8(

0384

3632

)12(32

)1(32

)1(3
)1(
2

3

2

2

22

22

22

2
2

2

====

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

−+−=−

+−−=−

−−=−

−⋅−=
−
−

−=

xx

x

xx

xxxx

xxxx

xxx

x
x

xx

kt

 
 
 
 

Vastaus: Kohdassa 3=x  
4
3

=tk , 3−=tk , kun 
2
1

=x  tai 
2
3

=x  

Määritelty, kun 

1
01

≠
≠−

x
x
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52. 11142)( 23 +−+−= xxxxf  
 
a) 1186)(' 2 −+−= xxxf  
 

:10 −=x  2511)1(8)1(6)1(' 2 −=−−⋅+−⋅−=−= fkt  
 

181)1(11)1(4)1(2)1()( 23
00 =+−⋅−−⋅+−⋅−=−== fxfy  

 
Tangentin yhtälö: 

725
252518

))1((2518
)( 00

−−=
−−=−

−−−=−
−=−

xy
xy
xy

xxkyy t

 

 
b) Normaalin kulmakerroin nk  

25
1

1)25(
1

=

−=−⋅
−=⋅

n

n

tn

k

k
kk

 

 
Normaalin yhtälö: 

25
118

25
1

25
1

25
118

))1((
25
118

+=

+=−

−−=−

xy

xy

xy

 

 
 

Vastaus: a) 725 −−= xy  b) 
25
118

25
1

+= xy  
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53. 2

3

)1(
63)(

−
−

=
x

xxxg  

 

( )

4

322

22

322

)1(
)1)(63(2)1)(69(

)1(
1)1(2)63()1()69()('

−
−−−−−

=

−

⋅−⋅−−−⋅−
=

x
xxxxx

x
xxxxxxg

 

 

30 =x : 
4
315

4
63

)13(
3633)3()( 2

3

00 ==
−

⋅−⋅
=== gxgy  

 

3
16
48

)13(
)13)(3633(2)13)(639()3(' 4

322

==
−

−⋅−⋅−−−⋅
== gkt  

 
Normaalin kulmakerroin nk : 

3
1
13
1

−=

−=⋅
−=⋅

n

n

tn

k

k
kk

 

 
Normaalin yhtälö: 

4
316

3
1

1
3
1

4
315

)3(
3
1

4
315

)( 00

+−=

+−=−

−−=−

−=−

xy

xy

xy

xxkyy n

 

 
 

Vastaus: 
4
316

3
1

+−= xy  
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54. 
1)1(

1
2 +−

=
x

y  

 

( ) ( )2222

2

1)1(
)1(2

1)1(
1)1(21)1)1((0'

+−

−−
=

+−

⋅−⋅−+−⋅
=

x
x

x
xxy  

 

0=x : 
2
1

4
2

)1)10((
)10(2)0(' 221

==
+−
−−

== ykt  

  
2
1

1)10(
1

2 =
+−

=y  

Tangentin yhtälö: 

2
1

2
1
2
1

2
1

)0(
2
1

2
1

+=

=−

−=−

xy

xy

xy

 

 

3=x : 
25
4

)1)13((
)13(2)3(' 222

−=
+−
−−

== ykt  

  
5
1

1)13(
1

2 =
+−

=y  

Tangentin yhtälö: 

25
17

25
4

25
12

25
4

5
1

)3(
25
4

5
1

+−=

+−=−

−−=−

xy

xy

xy
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Leikkauspiste: 
 

11
3

33
9
50
9

50
33

2
1

25
17

25
4

2
1

25
17

25
4

2
1

2
1

==

=

−=+

+−=+

x

x

xx

xx

 

 

11
7

22
14

2
1

11
3

2
1

2
1

2
1

==+⋅=+= xy  

 
 
Vastaus: ),( 11

7
11
3  
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55. 14)( 2 ++−= xxxf  
 

42)(' +−== xxfkt  
Tangentti kulkee pisteiden ))(,( xfx  ja )12,1(−  

1
114

1
1214

)1(
12)( 22

+
−+−

=
+

−++−
=

−−
−

=
x

xx
x

xx
x

xfkt  

 

3tai5
2

82
12

)15(1422

0152

4422114

)1)(42(114

)1(42
1

114

2

2

22

2

2

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

++−−=−+−

++−=−+−

+⋅+−=
+

−+−

xx

x

xx

xxxxx

xxxx

xx
x

xx

 

 
5−=x : 441)5(4)5()5( 2 −=+−+−−=−= fy  

  144)5(2 =+−⋅−=tk  
Tangentin yhtälö: 

2614
701444

))5((14)44(

+=
+=+

−−=−−

xy
xy
xy

 

 
3=x : 41343)3( 2 =+⋅+−== fy  

  2432 −=+⋅−=tk  
Tangentin yhtälö: 

102
624

)3(24

+−=
+−=−
−−=−

xy
xy
xy

 

 
Vastaus: 2614 += xy  ja 102 +−= xy  
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56. 1
4
1 3 −= xy  Suora 0326 =+− yx  

 

2
33

362
0326

+=

+=
=+−

xy

xy
yx

 

Eli kulmakerroin 3=k  
 

Tangentin kulmakerroin 2

4
3' xykt ==  

2

4

3
2

3
42

4
3

±=

=

⋅=

x

x

x

 

 
2−=x : 31)2( 3

4
1 −=−−=y  

Tangentin yhtälö: 

033
633

))2((3)3(

=+−
+=+

−−=−−

yx
xy

xy
 

 
2=x : 1123

4
1 =−⋅=y  

Tangentin yhtälö: 

053
631

)2(31

=−−
−=−
−=−

yx
xy
xy

 

 
 
Vastaus: 033 =+− yx  ja 053 =−− yx  
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57. xxxxf 5)( 23 −+=  
523)(' 2 −+= xxxf  

1
6
6tai

3
5

6
10

6
82

32
)5(3422

0523

0)('

2

2

==−=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

=

xx

x

xx

xf

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Kasvava, kun 
3
5

−≤x  tai 1≥x  

Vähenevä, kun 1
3
5

≤≤− x  

 

Koska funktio f on kasvava, kun 
3
5

−≤x , niin 

)668666,1()667666,1( −>− ff  
 
 

Vastaus: Kasvava, kun 
3
5

−≤x  tai 1≥x , vähenevä, kun 1
3
5

≤≤− x  

 )667666,1(−f  on suurempi 
 

)(xf  

)(' xf  +  

3
5−  1 

–  x 
3
5−  – 

+ 
1

f ’ 
+ 

+
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58. 2198242)( 23 +−+= xxxxf  
 

)338(6198486)(' 22 −+=−+= xxxxxf  
 

3tai11
2

148
12

)33(1488

0338

0)('

2

2

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

=

xx

x

xx

xf

 

 
 
 
 
 
 
 
Kasvava, kun 11−≤x  tai 3≥x  
 

 
 
Vastaus: 11−≤x  tai 3≥x  

 
 

)(xf  

)(' xf  +

11−  3 

–  x 
3
5−  – 

+ 
1

f ’ 
+ 

+
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59. 44883)( 234 +−−= xxxxg  
 

)82(12962412)(' 223 −−=−−= xxxxxxxg  
 

0)(' =xg , kun  
0=x   tai 0822 =−− xx  

   

4tai2
2

62
12

)8(14)2()2( 2

=−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

xx

x

x

 

 
 
 
 
 
 
 
 
a)  g on vähenevä, kun 2−≤x  tai 40 ≤≤ x  
 
b) minimiarvot 76)2( −=−g  ja 508)4( −=g  

maksimiarvo 4)0( =g  
 
 
 

Vastaus: a) 2−≤x  tai 40 ≤≤ x   
b) minimiarvot 76−  ja 508− , maksimiarvo 4 

 

)(xg  

)(' xg  +

2− 0 

–  +  

Testipisteet: 

0420)5('
0108)1('

060)1('
0252)3('

>=
<−=
>=−
<−=−

g
g
g
g

 

4

–  
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60. 
54

2)( 2 +−
=

xx
xf   

 

22

22

2

)54(
84

)54(
)42(2)54(0)('

+−
+−

=

+−
−⋅−+−⋅

=

xx
x

xx
xxxxf

 

 
0)(' =xf , kun  

2
)4(:84

084

=

−−=−

=+−

x
x

x
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Suurin arvo 2
1
2

5242
2)2( 2 ==

+⋅−
=f  

 
 
 

Vastaus: Suurin arvo 2, ei pienintä arvoa 

Määritelty, kun 

2
44

12
514)4()4(

054
2

2

−±
≠

⋅
⋅⋅−−±−−

≠

≠+−

x

x

xx

 

Eli määritelty kaikilla x.  

)(xf  

)(' xf  

2 

–  +

Testipisteet: 

0
81

4)3('

0
5
8)0('

<
−

=

>=

f

f
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61. 2

23

)1(
)(

−
+

=
x

axxxf  Minimikohta 6=x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Minimikohta 6=x , joten 6=x  on derivaatan nollakohta: 

9
)12(:10812

07243260540
0)36216(25)12108(

0
)16(

)66(2)16)(6263(

0)6('

3

232

=

−−=−

=−−+
=+−⋅+

=
−

⋅+−−⋅+⋅

=

a
a
aa

aa

aa

f

 

 
 

3

232

)1(
)9(2)1)(183()('

−
+−−+

=
x

xxxxxxf  

 
0)(' =xf , kun 

 

0)183(

0183

0182181833

0)9(2)1)(183(

2

23

23223

232

=−−

=−−

=−−−+−

=+−−+

xxx

xxx

xxxxxx

xxxxx

 

( )
( )

3

232

4

232

22

2322

)1(
)(2)1)(23(

)1(
)(2)1)(23()1(

)1(
1)1(2)()1()23()('

−
+−−+

=

−
+−−+−

=

−

⋅−⋅+−−⋅+
=

x
axxxaxx

x
axxxaxxx

x
xaxxxaxxxf

Määritelty, kun 

1
01

≠
≠−

x
x
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0=x   tai 01832 =−− xx  

   
6tai3

2
93

12
)18(14)3()3( 2

=−=

±
=

⋅
−⋅⋅−−±−−

=

xx

x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

23

)1(
9)(

−
+

=
x

xxxf  

 

Maksimiarvo  
8
33

8
27

16
54

)13(
)3(9)3()3( 2

23

===
−−

−+−
=−f  

 
Minimiarvot 0)0( =f  

  
5
321

5
108

25
540

)16(
696)6( 2

23

===
−
⋅+

=f  

 
 

Vastaus: 9=a  maksimiarvo 
8
33 , minimiarvot 0 ja 

5
321  

)(xf  

)(' xf  +

3−  0  

–  +  

Testipisteet: 

032,0)7('
040)2('
077)5,0('

075,1)1('
032,0)4('

>≈
<−=
>=
<−=−
>=−

f
f
f
f
f

 

6  

–  
1

+
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62. 32 )2(
2
1)( −= xxh  

 
2222 )2(32)2(

2
3)(' −=⋅−= xxxxxh  

0)(' =xh  
0=x   tai 022 =−x  

         
2

22

±=

=

x

x
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Minimiarvo 4)20(
2
1)0( 32 −=−=h  

 
(Kohdat 2±=x  ovat terassikohtia) 
 
 

x 32
2
1 )2()( −== xxhy

2−  4 
2−  0 

1−  
2
1−  

0 4−  
1 

2
1−  

2  0 
2 4 

 

)(xh  

)(' xh  +

2−  0  

–  +  

Testipisteet: 

024)2('
03)1('

03)1('
024)2('

>=
>=

<−=−
<−=−

h
h
h
h

 

2  

–  
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63. xaaxxxf 223)( +−=  
 

22 23)(' aaxxxf +−=  
 
Derivaatan kuvaaja on ylöspäin aukeava  
paraabeli, joten derivaatta on ei-negatiivinen  
(eli funktio f on aidosti kasvava) kaikkialla,  
kun derivaatalla on korkeintaan yksi nollakohta. 
 
Tällöin yhtälön 023 22 =+− aaxx  diskriminantti 0≤D  
 

tositiidenttises
08

0124

034)2(

0

2

22

22

≤−

≤−

≤⋅⋅−−

≤

a

aa

aa

D

 

 
Siis f on aidosti kasvava kaikilla a:n arvoilla. 

 
 
Vastaus: kaikilla vakion a arvoilla 

)(' xf  
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64. Merkitään 53)( 3 ++= xxxf  
33)(' 2 += xxf  

 
Derivaatan pienin arvo, kun 0)('' =xf  

0
06
0)(''

=
=
=

x
x

xf
 

 
Derivaatan pienin arvo 3303)0(' 2 =+⋅=f  
 

 
Vastaus: 3 
 
 
65. 46092)( 23 −+−−= xxxxf  välillä ]5,4[−  

 
)103(660186)(' 22 −+−=+−−= xxxxxf  

2tai5
2

73
12

)10(1433

0103

0)('

2

2

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

=

xx

x

xx

xf

 

 
Välillä ]5,4[−  on vain 2=x  
 

6442602922)2(

17945605952)5(

2604)4(60)4(9)4(2)4(

23

23

23

=−⋅+⋅−⋅−=

−=−⋅+⋅−⋅−=

−=−−⋅+−⋅−−⋅−=−

f

f

f

 

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 64 ja pienin 260−  
 
 
Vastaus: suurin 64, pienin 260−  

)(' xf  
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66. Merkitään välillä ]3,0[  

)3)(23(

)3)(22(

)3)(2)(1()(

2

2

−+−=

−+−−=

−−−=

xxx

xxxx

xxxxf

 

 

11123

239362

1)23()3)(32()('

2

22

2

+−=

+−++−−=

⋅+−+−−=

xx

xxxxx

xxxxxf

 

 

4,1
3

366,2
3

36
3

36
6

3212
6

1212
32

1134)12()12(

011123

0)('

21

2

2

≈
−

=≈
+

=

±
=

±
=

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

=

xx

x

xx

xf

 

 

9
32

27
36

27
)39(3

27
)33)(33(3
3

33
3

3
3

33

)3)(2)(1()(

4,0)(
0)3(

6)30)(20)(10()0(

3
36

3
36

3
36

2

1

==
−

=
+−

=

−−
⋅

−
⋅

−
=

−−−=

−≈
=

−=−−−=

−−−xf

xf
f
f

 

 
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 39

2  ja pienin 6−  
 
 
Vastaus: suurin 39

2 , pienin 6−  
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67. 32 )3()52()( xxxf +−=   välillä ]3,5[−  
 

( )

)310()3)(52(

)156412()3)(52(

)52(3)3(4)3)(52(

)3()52(3)3)(52(4

1)3(3)52()3(2)52(2)('

2

2

2

223

223

−+−=

−+++−=

−+++−=

+−++−=

⋅+⋅−++⋅⋅−=

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxf

 

 
0)(' =xf , kun 
052 =−x  tai 03 =+ x       tai  0310 =−x  

     52 =x        3−=x        310 =x  

       
2
5

=x              
10
3

=x  

 
Kaikki derivaatan nollakohdat ovat välillä ]3,5[− . 
 

6250
4627695

6250
3773484)(

0)3(

0)(

216)3(
1800)5(

10
3

2
5

==

=−

=

=
−=−

f

f

f

f
f

 

 

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 
6250
4627695  ja pienin 1800− . 

 
 

Vastaus: suurin 
6250
4627695  ja pienin 1800−  
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68. 
4
14)( 2 +

−
=

x
xxf  

 

22

2

22

22

22

2

)4(
1624

)4(
28164

)4(
2)14()4(4)('

+
++−

=
+

+−+
=

+
⋅−−+⋅

=
x

xx
x

xxx
x

xxxxf

0)(' =xf , kun 

27,277,1

4
651

)2(2
8)2(411

082

2:01624

4
651

24
651

1

2

2

2

≈=−≈=

−
±−

=
−⋅

⋅−⋅−±−
=

=++−

=++−

−
−−

−
+− xx

x

xx

xx

 

 
a) molemmat derivaatan nollakohdat ovat välillä ]3,2[−  

88,0)(
13,1)(

85,0)3(
125,1)2(

2

1

≈
−≈

≈
−=−

xf
xf

f
f

 

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on )( 2xf  ja pienin )( 1xf  
Suurin arvo kohdassa 4

651
−
−−=x  ja pienin kohdassa 4

651
−
+−=x  

 
b) välillä ]5,0[  on derivaatan nollakohdista vain 4

651
2 −

−−=x  

88,0)(
66,0)5(

25,0)0(

2 ≈
≈
−=

xf
f
f

 

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on )( 2xf  ja pienin )0(f  
Suurin arvo kohdassa 4

651
−
−−=x  ja pienin kohdassa 0=x  

 
Vastaus: a) suurin kohdassa 4

651
−
−−=x  ja pienin kohdassa 4

651
−
+−=x  

 b) suurin kohdassa 4
651

−
−−=x  ja pienin kohdassa 0=x  

Määritelty 
kaikilla x 



Kertausosa 
 

 

69. 00,461,002,0)( 2 ++−= tttx  missä 240 ≤≤ t  
 
t = aika (h) x(t) = lämpötila (°C) 
 

61,004,0)(' +−= ttx  

25,15
04,0:61,004,0

061,004,0
0)('

=

=

=+−
=

t
t

t
tx

 

 

65125,8)25,15(
12,7)24(

00,4)0(

=
=
=

f
f
f

 

  
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo )25,15(f  ja pienin )0(f  

 
 
Vastaus: Lämpötila on matalimmillaan hetkellä 0=t  (h) ja 

korkeimmillaan hetkellä t = 15 h 15 min 
 



Kertausosa 
 

 
70. Aitaa käytössä 85 m 

 

xy
yx

485
854

−=
=+

 

 
Pinta-ala on   Rajat: 

2485)485()( xxxxxA

yxA

−=−=

⋅=
 

4:854
0485ja0

≤

≥−≥

x
xx

 

                 25,21≤x  
    siis 25,210 ≤≤ x  

xxA 885)(' −=  

625,10
8:858

0885
0)('

=

=

=−
=

x
x
x

xA

 

 

5625,451)625,10(
0)25,21(

0)0(

=
=

=

f
f
f

 

 
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on )625,10(f  
 
Mitat: 
rannan suuntainen sivu 5,42625,10485485 =⋅−=−= xy  m 
kohtisuora sivu 625,10=x  m 

 
Vastaus: rannan suuntainen sivu 42,5 m 

rantaa vastaan kohtisuora sivu 10,625 m 
 

x

y  

x xx  



Kertausosa 
 

 
71. Suorakulmion pinta-ala 50 cm2, piiri mahdollisimman pieni 

 

x
y

yx
50
50

=

=⋅
 

Piiri: 

0,100210025022)(

22

1 >+=+=⋅+=

+=

− xxx
x

x
x

xxP

yxP
 

 

2

2

2
2 100210021002)('

x
x

x
xxP −

=−=−= −  

 
0)(' =xP , kun  01002 2 =−x  

           

50

50

1002
2

2

±=

=

=

x

x

x

 

 
Vain 1,750 ≈=x  kelpaa 
 
 
 
 
 
 
 
Pienin arvo, kun 1,750 ≈=x  

1,750
50

5050
50

5050
≈====

x
y  

 
 

Vastaus: Piirin pienin arvo, kun leikataan neliö, jonka sivu on 7,1 cm 

y

x  

)(xP  

)(' xP  

50  

–  +  

Testipisteet: 

01)10('
098)1('

>=
<−=

P
P

 

0 



Kertausosa 
 

 
72. Kartion pohjan säde on R ja korkeus R3  

Lieriön pohjan säde on x ja korkeus h  
 
Yhdenmuotoisuus ⇒ 

xRh
hRx

R
R

hR
R
x

33
33

3
3

3

−=
−=

⋅
−

=

 

 
Lieriön vaipan ja pohjan alojen summa: 

)23(2)33(2)33(22)(

22
2222

2

xRxxRxxxRxxxA

xhxA

−=−+=−+=

+=

ππππ

ππ
 

 
missä Rx ≤≤0  
 

)43(2)(' xRxA −= π  
0)(' =xA , kun  

Rx

Rx
xR

4
3

4:34
043

=

=

=−

 

 

2
4
92

8
92

8
92

4
92

4
3

4
3

4
3

222

2)(2)(23(2)(

2)23(2)(

0)0(

RRRRRRRRA

RRRRA

A

ππππ

ππ

=⋅=−=⋅−⋅=

=−=

=

 

 
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on )(4

3 RA  
 
Vastaus: Rx 4

3=  
 
 

R  
x  

x  

h  

hR −3  



Testi 1 
 
 

1.  a) 1612)( 23 ++−=′ xxxf  
 

 b) 5
5 33)( −== x

x
xf , 6

6 15)5(3)(
x

xxf −
=−⋅=′ −  

 
 c) ( ) ( ) ( ) ( )7272272 5348536853538)( +=+⋅=++=′ xxxxxDxxf  
 

 d) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

22

1
134134)(

+
++−+⋅+

=′
x

xDxxxDxf  

  ( ) ( )
( )2

2

1
13418

+
⋅+−+

=
x

xxx  

  
( )2

22

1
3488

+
−−+

=
x

xxx  

  
( )2

2

1
384

+
−+

=
x

xx  

 
 e) ( )( ) ( ) ( )99 413413)( −++−+=′ xDxxxDxf  

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]
( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( )3304

11043

39443

133443

1491343

8

8

8

8

89

−−=

−−=

++−−=

++−−=

⋅−⋅⋅++−=

xx

xx

xxx

xxx

xxx

 

 
 

2.  a)
9

96lim 2

23

3 −
+−

→ x
xxx

x
 

 ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )

0
6
03

3
3lim

33
3lim

33
96lim

3

2

3

2

3
=

⋅
=

+
−

=
−+

−
=

−+
+−

=
→→→ x

xx
xx

xx
xx
xxx

xxx
 

 

b) 
⎩
⎨
⎧

<−−
≥−

=
5,90
5,23

)(
2

xax
xxax

xg   

 
Funktio g on jatkuva kohdassa x=5, jos )5(limlim

55
ggg

xx
==

−→+→
. 

( ) 1075525323limlim 22

55
−=⋅−⋅=−=

+→+→
aaxaxg

xx
 

( ) aaxg
xx

90590limlim
55

−−=−−=
−→−→

 

10755253)5( 2 −=⋅−⋅= aag  
 



Jotta g olisi jatkuva, niin )5(limlim
55

ggg
xx

==
+→−→

 

  

33
1

165
5

165:5165
1075905

==

=

−=−−

a

a
aa

 

 

Vastaus: 
33
1

=a  

 
 

3.  a) xxxf 35)( 3 −= , 315)( 2 −=′ xxf  
Kohtaan x= -1 piirretyn tangentin kulmakerroin on 123)1(15)1( 2 =−−⋅=−′f . 
Eräs tangentille kuuluva piste on sivuamispiste, jonka y-koordinaatti on 

235)1(3)1(5)1( 3 −=+−=−⋅−−⋅=−f . Siis piste ( -1, -2) kuuluu tangentille. 
 
Tangentin yhtälö  

  

( ) ( ) ( )
( )
( )

1012
1122

)1(12)2(
12,2,1, 0000

+=
+=+
−−=−−

=−−=−=−

xy
xy
xy

kyxxxkyy tt

 

 

 b) 0
1

62

≤
−
−+

x
xx  

 
 Nimittäjän nollakohdat: 01 =−x  
  1=x  
 Epäyhtälö on siis määritelty, kun 1≠x . 
   
 Osoittajan nollakohdat: 062 =−+ xx  

  
2tai3

2
51

12
)6(1411 2

=−=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

xx

x  

 
 Tehdään merkkikaavio:  
 
  

62 −+ xx  + - - + 
1−x  - - + + 

1
62

−
−+

x
xx  

- + - + 

 
 
 
 Vastaus:a) y = 12x +10  b) 3−≤x  tai 21 ≤< x  
 

- 3 2 
x

x

1 

- 

- 

+ 

+ 
+- 3 1 2 



 

4.  
2

32)(
2

−
−

=
x
xxf ,  2≠x  

Funktio f on vähenevä, kun 0≤′f . 
 

 

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
2,

2
382

2
3284

2
13224

2
232232)(

2

2

2

22

2

2

2

22

≠
−

+−
=

−
+−−

=

−
⋅−−−

=

−
−−−−−

=′

x
x

xx
x

xxx
x

xxx
x

xDxxxDxf

 

 
 Nimittäjä ( ) 2kun,02 2 ≠>− xx , joten osoittaja määrää derivaatan merkin. 
 

 

42,0
2
102tai6,3

2
102

2
104

4
1028

4
408

22
324)8()8(

0382

0)(

21

2

2

≈−=≈+=

±
=

±
=

±
=

⋅
⋅⋅−−±−−

=

=+−

=′

xx

x

xx
xf

 

 
 Tehdään merkki- ja kulkukaavio. 
 
  

osoittaja 
382 2 +− xx  

+ - - + 

f  
 

   

 

 Funktio on vähenevä, kun 2
2
102 <≤− x  tai 

2
1022 +≤< x . 

 Kulkukaavion mukaan ääriarvokohdat ovat maksimikohta 
2
102 −=x  ja 

 minimikohta 
2
102 +=x  

 

Vastaus: Vähenevä, kun 2
2
102 <≤− x  tai 

2
1022 +≤< x . Ääriarvokohdat ovat  

 maksimikohta 
2
102 −=x  ja minimikohta 

2
102 +=x  

x2 x1 x 

- 

+ + 

x1 x2 

2 



 
5.  Tutkitaan funktiota ( )232)( −−= xxf  suljetulla välillä [ -3, 2]. 

( )

76

962

962)(

2

2

2

−+−=

−+−=

+−−=

xx

xx

xxxf

 

 
 Funktion derivaatta 62)( +−=′ xxf . 
 Derivaatan nollakohdat 0)( =′ xf  

  
3

)2(:62
062

=

−−=−

=+−

x
x

x
 

 
 Derivaatan nollakohta x = 3 ei kuulu tarkasteluvälille [-3, 2]. 
 
 Fermat´n lauseen mukaan jatkuvalla funktiolla on suljetulla välillä suurin ja pienin arvo. 
 Nämä arvot löytyvät derivaatan nollakohdista tai välin päätepisteistä. 

Funktio f on jatkuva, eikä derivaatalla ole nollakohtia, joten suurin ja pienin arvo löytyy välin 
päätepisteistä. 
 
 ( ) 34362)6(2332)3( 22 −=−=−−=−−−=−f  pienin arvo 
 ( ) 112)1(2322)2( 22 =−=−−=−−=f  suurin arvo 
 
Funktio saa arvon nolla eli 0)( =xf , kun 
 

 

( )
( )

32

23

23

032
2

2

+±=

±=−

=−

=−−

x

x

x

x

 

 
Vastaus: Suurin arvo 1, pienin arvo – 34. Funktion nollakohdat ovat 23 ±=x . 
 
 

6. Merkitään kehikon tasasivuisen päätykolmion sivun pituutta kirjaimella x ja telttakehikon 
pituutta kirjaimella y. 

 
Teltan tilavuus V on 
 
 yAV opäätykolmi ⋅=  
 
Lasketaan päätykolmion pinta-ala. 
 

xhA opäätykolmi 2
1

=  

x x 

y 

x x 

x
2
1  

h



 
Päätykolmion korkeudeksi h saadaan Pythagoraan lauseella 
 

 

0,
2
3

4
3

4
1

2
1

22

222

22
2

>±=

=

−=

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

xxh

xh

xxh

xhx

 

 

Koska korkeus h>0, niin xh
2
3

= . 

 
Kehikkoon on käytettävissä metalliputkea 9,5 m, joten 
 

 
xy

yx
45,9

5,94
−=

=+
 

 
Telttakehikon pituus ja päätykolmion sivun pituus ovat positiivisia eli 
 

375,2
4
5,9

)4(:5,94
045,9

=<

−−>−

>−

x

x
x

 ja x > 0 

 
Jotta tarkasteluun saadaan suljettu väli, otetaan mukaan myös rajatilanteet, joissa sivujen 
pituudet ovat yhtä suuria kuin 0. Määrittelyväliksi saadaan siis [0; 2,375] 
 
Teltan tilavuuden lausekkeeksi saadaan  
 

  

( )

( )

( )
32

2

33375,2

45,9
4
3

45,9
2
3

2
1

45,9
2
1

xx

xx

xxx

xxh

yAV pääykolmio

−⋅=

−=

−=

−⋅=

⋅=

 

 
Lasketaan derivaatta ja derivaatan nollakohdat. 
 
  233375,4)( xxxV −⋅=′  
 



  
( )

)3(:75,430
0375,4tai03

0375,43

0)(

−−=−=

=−=

=−

=′

xx
xx

xx

xV

 

 [ ]375,2;0...583,1
12
19

3
75,4)4

∈===x  

 
V on jatkuva funktio, joten suurin arvo saadaan suljetun välin [0; 2,375] päätepisteissä tai tällä 
välillä olevissa derivaatan nollakohdissa. 
 
 00303375,2)0( 32 =⋅−⋅⋅=V  

4,3...4375,3
12
193

12
193375,2

12
19 32

≈=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛V  

0375,23375,23375,2)375,2( 32 =⋅−⋅⋅=V  
 

Tilavuus on suurin, kun päätykolmion sivun pituus 6,1
12
19

≈=x  (m). 

Telttakehikon pituus on  2,3...16,3
12
1945,945,9 ≈=⋅−=− x  (m) 

 
 
Vastaus: Amin katkoo siis neljä kappaletta 1,6 m pätkiä ja yhden 3,2 m pätkän. 
 



Testi 2 
 
 

1.  

 a) ( )
( ) 1212

12
144

2
22

2

−
=

−
−

=
+−

−
x
x

x
xx

xx
xx  

 

 b) ( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( ) xxx

x
xx

xxx
xx

x
x

x
x

x
x

x x

+
−

=
+−

−
=

+−
−−+

=
+−
+

−
−

=
−
+

−
−

+

1
3

11
13

11
3333

11
13

1
3

1
33

1
3 222)1

2

2

 

 

 c) ( ) ( )
2
2

2
1

2
22:

2
44 22

−
+

=
+

⋅
−
+

=+
−

++
x
x

xx
xx

x
xx  

 
 

2.  a) 6
3
215)( 2 +−=′ xxxf  

 

b) 
( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )22

22

2

2

2

22

5
)10(2

5
2204

5
254

5
2552)(

−
−

=
−

−−
=

−
−−

=
−

−−−
=′

x
xx

x
xxx

x
xxx

x
xxDxxDxf  

 
c) Funktiossa f on muuttujana x ja a on vakio. 
 ( ) ( ) ( ) 322222 6412323232)( axaxaaxaaxxDaaxxDaxf −=⋅+−=−+−=′  
 
 

3.   a) 
2
1

11
1

1
1lim

1
=

+
=

+→ xx
 

 

 b) 
x

xx
x

2

0

32lim +−
→

 

  Poistetaan lausekkeesta itseisarvot ja sievennetään. 
1) Kun 0≥x , niin xx = . Lasketaan oikeanpuoleinen raja-arvo 
 

( ) ( ) 203232lim32lim32lim
00

2

0
−=⋅+−=+−=

+−
=

+−
+++ →→→

x
x

xx
x

xx
xxx

 

 
2)  Kun 0<x , niin xx −= . Lasketaan vasemmanpuoleinen raja-arvo 
 

( ) ( ) 203232lim32lim32lim
00

2

0
=⋅−=−=

−
+−

=
−
+−

−−− →→→
x

x
xx

x
xx

xxx
 

 
Koska toispuoleiset raja-arvot kohdan 0 molemmin puolin ovat eri suuret, raja-arvoa ei 
ole olemassa. 



 

 c) 
3

642lim
2

3 +
−+

−→ x
xx

x
 

 
Jaetaan osoittaja tekijöihin nollakohtien avulla. 

1tai3
4

84
4

644
22

)6(2444

0642
2

2

=−=

±−
=

±−
=

⋅
−⋅⋅−±−

=

=−+

xx

x

xx

 

( )( ) ( ) 8)13(212
3

132
3

642
3

2

−=−−→−=
+

−+
=

+
−+

−→x
x

x
xx

x
xx  

 

 d) 
1

22lim
23

1 +
−−+

−→ x
xxx

x
 

 
  Jaetaan osoittaja tekijöihin ryhmittelemällä. 

  

( ) ( )

( )( )

( )( )( )

( )( ) ( )( ) 2112112
1

112
1

12
1

22
1

22

1

2

223

−=−−+−→−+=
+

−++
=

+
−+

=

+
+−+

=
+

−−+

−→x
xx
x

xxx
x

xx
x

xxx
x

xxx

 

 
 
4.  ( )653)( −= xxf  
 

Funktio on aidosti vähenevä, kun 0<′f  ja nolla korkeintaan erillisissä kohdissa. 
( ) ( ) ( ) ( )555 5318353653536)( −=⋅−=−−=′ xxxDxxf  

 

( )
( )

3
5

3:53
053
053

05318

0)(

5

5

=

=

=−
=−

=−

=′

x

x
x

x

x

xf

 

 
 Tehdään merkki- ja kulkukaavio. Tekijän ( )553 −x  merkin määrää kantaluku ( )53 −x . 



 
 

53 −x  - + 
 
f 

  

 

 Kulkukaaviosta nähdään, että f on aidosti vähenevä, kun 
3
5

≤x . 

  

 Vastaus: 
3
5

≤x  

 
 

5.  a) ( ) 21221223lim)(lim
44

−=−=−=
+→+→

aaaxxf
xx

 

  ( ) 62422lim)(lim 33

44
−=−=−=

−→−→
xxf

xx
 

 
b)  
Funktio f on jatkuva kaikilla a ∈  R , kun x ≠ 4, koska sen lausekkeet ovat polynomeja.  
 
Funktio f on jatkuva kohdassa x =4, jos )4(limlim

44
fff

xx
==

−→+→
. 

( ) 21223lim)(lim
44

−=−=
+→+→

aaxxf
xx

 

( ) 62422lim)(lim 33

44
−=−=−=

−→−→
xxf

xx
 

62)4( −=f  
 
Jotta f  olisi jatkuva myös kohdassa x = 4, niin )4(limlim

44
fff

xx
==

−→+→
 

  

5
12
60

12:6012
62212

6262212

−=
−

=

−=

−=−
−=−=−

a

a
a
a

 

 
Vastaus: a) 212)(lim

4
−=

+→
axf

x
, 62)(lim

4
−=

−→
xf

x
 b) a = - 5 

 
 
6. Merkitään pienimmän mahdollisen tontin pituutta 

kirjaimella x (x > 0) ja leveyttä y (y > 0). Toimitalon 
mitat ovat tällöin: pituus x  - 10 (m) , leveys y – 14 (m). 

 
 

Kysytyn tontin ala xyA =  (m2) 

3
5  

x + 
- 

x 

y 

9 m 

5 m 5 m 

5 m 

katu 

490 m2 



 Toimitalon ala on  
 

   

( )( )

14
10

490
10

49014

4901410

+
−

=

−
=−

=−−

x
y

x
y

yx

 

 

 Tällöin tontin ala on ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
= 14

10
490)(

x
xxA . 

 Kysyttiin pienintä tonttia, joten ääriarvokohtaa etsitään derivaatan avulla. 
 

 

( )
( )
( )

( ) ( )22

22

10
490

10
49014

10
490

0
10

490110014
10

490
10

49014
10

490

14
10

49014
10

4901)(

−
−

=
−

−+
−

=

+
−

⋅−−⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−−
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=′

xx
x

x

x
x

x
D

x
x

x

x
xD

x
xA

 

 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

35010

35010

14:49001014

049010144900490

0490101410490

100
10

49014
10

490
0)(

2

2

2

2

2
2

±=−

=−

=−

=−−+−

=−−+−

−⋅=
−

−+
−

=′

x

x

x

xxx

xxx

x
x

x
x

xA

 

  
 0...708,281014510350 >=+=+=x   tai  0...708,810350 <−=+−=x  
     x < 0, ei käy, koska on oltava x > 0 
 
 
  

A’ - + 
 

A 
  

 

10145 +  
testipisteet:

0...225,1)30(
0...44,13)1(

>=′
<−=′

A
A

 

0 

min



 Tontin pinta-ala on pienin, kun 20...709,2810145 ≈=+=x  (m) 
 
 Tällöin leveys on  

   

)m(40...19,401414714
14

1498

14
1010145

490

14
10

490

≈=+=+=

+
−+

=

+
−

=
x

y

 

 
 
Vastaus: Tontin mitat ovat 29 m ja 40 m. 
 
 

7.  
h

xghxg
xg

h

)()(
lim)(

0

−+
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Siis 20
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