Kertausosa

Kertausosa
1. a) 2x 1 Madritelty, kun
3x+12
3x+12#0
3x#-12 \: 3
x#—4
2
x" =9
b Madritelty, kun
) x?+4x-5 Y
x*+4x=5%0
—4+./4% —4.1-(-
. +.4% —4.1-(=5)
2-1
—-4+6
X #
2
x#-5 ja x#1
. 2
C) 3X°+6 Madritelty, kun

x> +5x% +4x
x> +5x% +4x#0
x(x* +5x+4)=0
x#0 ja x> +5x+4#0

—5++/5*—4.1-4
2-1
543
2
x#—4 ja x#-1

X #

X #

Vastaus: a) x#—4b)x#-5 ja x#1 ¢c)x#—4 ja x#-1ja x#0



Kertausosa

—9x*+3 _ 3(-3x*+1) _

2. a) “3x? +1
3 3
2 —_— p—
b)x 4=(x+2)(x 2)=x—2
x+2 x+2
0 2x+2 2(x+1)

X2 45x+4 1-(x—x) )(x—x,)

x> +5x+4=0

x_-s¢«/52—4-1-4 =543
2.1 2
x=-4, x,=-1

2x+2 2(x+1) C2(x+D) 2
X a5x+4 (x—(=A)x—(=1) (x+4)(x+1) x+4

2

Vastaus: a) —3x° +1 b) x-2 ¢)
x+4




Kertausosa

25 -1) —3x2 +6+x+3) 2
x+3 2x—1

C(3x7 +6)(2x—1)+2(x+3)
- (x+3)(2x—1)
_—6x7 +3x% +12x—6+2x+6
- 2x* —x+6x-3
B —6x> +3x% +14x
2% +5x-3

3. a)

3+1)5—x x+1)x2+2
x+1 3x+1
C(5-0)CBx+1)—(x* +2)(x+1)
- (x+1)(3x +1)
B 15x+5-3x" —x—x" —x* = 2x-2
- 3x° +x+3x+1
=X —4x7 +12x+3

3x2 +4x+1

b)

o) x2+2_ X

x -1 x+1

B x+2 x-1) X

T (x+D(x=1)  x+1
_x+2-x(x-1)
(x4 D(x-1)
_x+2—x2+x_—x2+2x+2

C (x+D(x=D  x*-1

—6x3+3x2+14xb — x> —4Ax? +12x+3 = x?+2x+2

Vastaus: a C
) 2x? +5x-3 3x% +4x+1 ) x? =1



Kertausosa

g o XF2 X x(x+2)  xT42x
S x-l x4l (-DxtD) Xl

b) 3x-5 x*+2  3x-5 x=3 _ 3x—=5
XX=9 x-3  (x+3)(x-3) x*+2  (x+3)(x*+2)
3x=5

_x3+3x2+2x+6

(x+2 ) ].x+2_x+2—x(x2—1) x=2

c) T X |: = : .

x" =1 x—2 x° -1 x+2
(=X +2x+2)(x-2)
(P =D(x+2)
o —xt 207 2% —4x+2x -4
- X 4+2x°—x-2
_—x4+2x3+2x2—2x—4
- x> +2x* —x-2

2 _ 4 3 2 N
Vastaus: a) X 2+2x b) 3x-5 XT+2x +2x° -2x—-4

3 2 ¢ 3 5
xX© = X" +3x"+2x+6 X' +2x" —x-2




Kertausosa

x+2 Maéiritelty, kun
5.8) ——= 5
x =1 x“—=1#0
+2=0
x x2#1 ‘\/7
x=-2
x#*l
2
b) % =0 Maiiritelty, kun
x” -1 x #tl

X2 +3x+2=0

x_—3i¢¥—4aL2_—3i1

2-1 2
x=-2 tar x=-1

Maarittelyehdon toteuttaa vain x = -2

x+3
c) —— =0
)x2+2x—3
x+3=0
x=-3

Nimittdjan tarkistus:
(-3)*+2(-3)-3=9-6-3=0
Siis x = -3 ei kelpaa ratkaisuksi — Ei ratkaisua

Vastaus: a) x =—-2 b) x =-2 c) ei ratkaisua



Kertausosa

6 x+2  3x+2 Mairitelty, kun
. a) 2 - 2 2 : 2
x“—=1 3x"-6 x“=1#0 ja 3x"-6=%0

Kerrotaan ristiin e i 2 ‘ \/,
(x+2)(3x* =6) = (x> -1)(Bx+2)

3x° —6x+6x% =12 =3x> +2x2 —3x—2 x#1l ja x# 442
4x* —-3x-10=0
x_—(—3)i\/(—3)2—4-4-(—10)
2.4
3413
_x:
8
0 5 . 16
X=——=—— tal x=—=2
8 4 8
2x? +8
b) al =x*—x+2 ‘-(x+4) Madritelty, kun
x+4 x+4#0

2x? +8=(x+4)(x* —x+2
x +8=(x+4)(x"—x+2) -
2x? +8=x>—x*+2x+4x* —4x+8

X 4+x>=2x=0

x(x*+x-2)=0

x=0 tai x>+x-2=0

o —1+17—41-(=2)  —1%3
21 2
x=-2 tai x=1

Vastaus: a)xz—% tai x =2 b) x=-2tai x=0 tat x=1



Kertausosa

2x* —18 Miiritelty, kun
7. f(x)= ) -2 x+2#0
X #—2
f(x)=9
2
2x 18_2:9
xX+2
2
218 [(x+2)
xX+2

2x> =18 =11(x+2)
2x? —18=11x+22
2x2—11x—-40=0

o —CIDEID —4-2-(-40) _ 11421
2-2

N

Vastaus: x = —% tai x =8



Kertausosa

2
8. fly=—____ ¥ Miiritelty, kun

x+1 (x=3)(x+1) x+1#20 ja x-3#0
f(x)=0 x#-1 ja x#3
x’ B 4x 0
x+1 (x-=3)(x+1)
x° 4x

= ‘ (x+1)(x-3)
x+1 (x=3)(x+1)
x*(x—=3)=4x
x*=3x*—4x=0

x(x* -3x-4)=0
x=0 tai x’-3x-4=0
(D 41 (4) 35

2-1 2
x=-1 tai x=4

Mairittelyehdon toteuttavat x =0 ja x =4

Vastaus: x=0tai x=4



Kertausosa

2
9. a) —>0
x—1
Osoittaja on positiivinen, joten osamaird on positiivinen, kun
x—=1>0

x>1
2_
b) 2x SSO
x+1
Osoittajan nollakohdat: Nimittdjan nollakohdat:
2x>-8=0 x+1=0
2x* =8 x=-1
x* =4 ‘\/7
x=12
_2 _|1 2 +
2x* -8 + — E — + - 222
x+1| — - 4 + |
2x* -8 | 1
- + - +
x+1 !
— o——e
2_
278 0, kun x< -2 tai ~1<x<2
x+1
C) 4x=6 >0 Madiritelty, kun
2x-3 2x-3#0
22x=3) 5 2x #3
2x-3 \
2>0 Y73

C 3
Identtisesti tosi, kun x # 5

Vastaus: a) x> 1 b) x<-2tai —-1<x<2 c)x;t%



Kertausosa

x+2  3x+2
<

x>-1 3x*-6
x+2  3x+2

-1 3x>-6
(x+2)(3x" -6)-Bx+2)(x" -1) _
(x* =1)(3x* —6)
3x° —6x+6x° —12-3x +3x—2x" +2 3
(x* =1)(3x*> —6)

4x* -3x-10

2 2 <
(x*=1)(3x" —-6)

10. a)

<0 ‘lavennus

0

Osoittajan nollakohdat: Nimittdjan nollakohdat:
4x? —3x—10=0 x>=1=0 tai 3x*-6=0
2 . 2
Oy Ay T e =2 )
2-4 x == tai x=+2
3+13
X =
8
10 5 . 16
X=——=——tal x=—=2
84 4 8
5
N2 T4 -1 1 2 2
: i | : \/:7 AN S+
4 3x-10f + 1+ | - b - - F N
2 : : : : +\ /4,
ot I T T T T ML N T
3x2 -6 TR R R N + N\ /s,
. S : =AY
4x* =3x-10 P A I A R O
(x* =1(3x” - 6) | I
c———O o0——oO o——oO

—\/§<x<—§ tai —1<x<1tai V2 <x<2



Kertausosa

2
b) X +23x+220
x -1
Osoittajan nollakohdat: Nimittdjan nollakohdat:
x*+3x+2=0 )
x°—=1=0
—3++/3°-4-1-2 s
X = x =1 ‘\/7
2-1
—3+1] x==*1
X=——
2
x=-2 tai x=-1
-2 -1 1
) | i +\ s
x +3x+2| T _i+i+ IDNEZARE:
-1 + |+ . AN VEN
: : G
x> +3x+2 D
— |t - -+
x -1 . 5
—. o—
x> +3x+2

5 >0 kun x<2 tai x>1

x°—1

Vastaus: a) —\/§<x<—% tai —1<x<1taiv2<x<2
b) x<-2 tai x>1



Kertausosa

2
X

11. a) f(x)=

g(x)=—x+12
X

f(x)=g(x) Madéritelty, kun
2 x—=2#0

=—x+12 | (x-2) x#2

x—2
x> =(=x+12)(x -2)
x*=—x"+2x+12x-24

2x* —14x+24=0 |2

x> —7x+12=0

(D EJED -4 12 T+

2-1 2
x=3tat x=4

X

b) f(x)<g(x)

<-x+12

al +x_2)x—12<0

x—2
2
X +(x—2)(x—12)<0
x—2
2+ xP—12x—2x+24
x—2
2(x* = Tx+12) <0
x—2

<0

Osoittajan nollakohdat: Nimittdjan nollakohdat:
X =T7x+12=0 x=2=0

x=3tai x=4 x=2



Kertausosa

2 3 4
5 | AN /+=
x“=Tx+12| T i + | = | * Ny X
x=20— '+ |+ |+ — >
x> =Tx+12 :
— 4+ = |+
x—2 !
——0 o0—>0

2(x* = Tx+12)

x—2

<0,kun x<2 tai3<x<4

Vastaus: a) x=3taix=4 b)x<2taild<x<4

12. f(x)= 2_x4 paraabeli y = x* —3x
x—

Funktion fkuvaaja kulkee paraabelin yldpuolella, kun f(x) >y
2x
x—4

2x x- 4)

x—4

> x? —3x

—x*+3x>0

AN 2
2x+(x—4)(—x +3x)>0
x—4
2x —x° +3x7 +4x° —12x
x—4
— x> +7x* —10x
x—4
JR— 2 J—
x(—x"+7x 10)>0
x—4

>0

>0




Kertausosa

Osoittajan nollakohdat: Nimittdjin nollakohta:
x(—x* +7x-10)=0 x—4=0
x=0 tai x=4
__TET —4-(=D)(-10)
2-(-1)
—-7£3
X =
-2
x=2tai x=5
0 2 4 5 Testipisteet:
: -1)=-3,6<0
(=" +7x-10)| — |+ |— 1+ | — A
J(x)= 1 ! f(H)~13>0
X — 1
: f(3)=-6<0
o0——=0
f(4,5=11,25>0
f(6)=-12<0

x(—x* +7x —10)

>0,kun O<x<2tai4<x<5
x—4

Siis

Vastaus: O<x<2tatd4<x<5



Kertausosa

13. Kysytty kokonaisluku = #n, neli6 = n*
a2 2
Keskiarvon kadanteisluku = (n & j = 5
2 n+n
2
> >n
n+n
2 5= o )n >0
n+n
2 3
2_’7—_2” >0 Kokeilemalla huomataan, ettd n =1
n+n on osoittajan nollakohta:
(n—l)(—n2—2n—2)>0 2-1"-1’=2-1-1=0
n(l+n) ) . y
Siis n—1 on osoittajan tekija.
Paittelemalla saadaan toinen tekija
—n*=2n-2.
Tarkistus:
(n—=1)(-n* —2n-2)
=—n’ —2n* =2n+n°+2n+2
=—n’—n"+2
Osoittajan nollakohdat: Nimittdjan nollakohdat:
(n=1)(-n*-2n-2)=0 n(n+1)=0
n-1=0 tai —n°-2n-2=0 n=0tain+1=0
n=1 tai n=-1
_—(DE(2) —4-(-D)(-2)
2-(-1)
2++/-4

n= —2 el ratkaisua



Kertausosa

(n=D)(-n*-2n-2)| +
n(l+n)

f(n)=

(n—=1)(-n*-2n-2)

>0, kun n< -1
n(l+n)

Testipisteet:
f(-2)=3>0

f(-0,5)=-7,5<0
£(0,5)~2,2>0
f(2Q)~-1,7<0

Kokonaisluvut, jotka toteuttavat ehdon, ovat n < -2 , ne Z

Vastaus: n<-2,neZ

xP=3x+1,x<2

1 f(x)z{zx—3 x>2

Kohdan x =2 vasemmalla puolella kuvaaja on osa ylospdin aukeavaa

paraabelia.

Kohdan x =2 oikealla puolella kuvaaja on osa nousevaa suoraa.

X | y=x"-3x+1
1| (=1)*=3(-1)+1=5

0 10°-3-0+1=1
I 17P-31+1=-1

2 |2°-3.2+41=-1

X y=2x-3
3 2-3-3=3
4 |2-4-3=5

lim /(x)=~1ja lim /(x)=1




Kertausosa

e x<-1
5. /)=4." |
a xz_xl ,x>—1
X xt -1
S (x)=
x+1
11 BT
L)l:_4,641
11+
—-1,01 —4,060401 x — —1 vasemmalta puolelta

—1,001 | —4,006004...
—1,0001 | —4,00060004...

—0,9999 | 2,00005... 4

—0,999 | 2,00050... x — —1 oikealta puolelta
-0,99 2,00502...
-0,9 2,0526...

Nayttaisi silta, ettd lin} f(x)=—4ja lin} f(x)=2
x—>-1- x—>-1+



Kertausosa

x —=3x* —10x

2
x“—x—-6

16. f(x)=

X S ()

—2,1 (20332021021 _ _5 9935
S 9235...

—2,01 —-2,8123... x — —2 vasemmalta
puolelta

-2,001 | —2,8012...

—2,0001 | —2,800012...

—1,9999 | —2,7998... i

» d
<«

—-1,999 | —2,7987... x — —2 oikealta
-1,99 —2,7875... puolelta
-19 —2,6755...

Niytidd siltd, ettd lim f(x)= lim f(x)~-2.38
x—>-2- x—>-2+

Siis lim £(x) ~ -2.8

x—>-2

17. a) ling(x3—4x+2)=23—4-2+2=2

b) hm2x+1:2-7+1:
-7 5 5

3

3-x  3-(=3) 30

c) lim = =
->-32x+12 2(-3)+12 6

Vastaus: a) 2 b)3 c)5



Kertausosa

3_ 2_
18, ) lim 2> =% = 1im ¥ =D i —1y=2.0° —1=—1

x—0 X x—0 X x—0

x> —4 (x+2)(x—=2)

b) lim ~ lim —lim(x+2)=2+2=4
x=2 x—2 x—2 x—=2 x—2
2 2
o) lim* =2 iy 7D i e—=1-1=0
x—1 x—l x—1 x—l x—1

Vastaus: a) —1 b) 4 c)0



Kertausosa

2
19. a) lim 3x2 rox=9 Jaetaan osoittaja ja nimitta;ja tekijoihin
x>l x° —4x+3

nollakohtien avulla.

3x+6x-9=0 |3 X —4x+3=0
x> +2x-3=0 x__(_4)i\/(_4)2_4.1.3
24422 —4.1-(-3) 2-1
e 2.1 Lo4E2
—2+4 2
X= 2 x=1tat x=3

x=-3tai x=1

2 —_— —_—
1im3x2 + 6x 9:1im3(x+3)(x 1):1im3(x+3):3(1+3):—6
-l x°=4x+3 1 (x—-1)(x-3) 1 x-3 1-3

b)
mniﬁ—48:hm3ug—MD:hm3ﬁﬁ4Xx—®:Jm1%x—®
x>=4 2x+8 x4 2x+4) o4 2(x+4) x>—4 )

_3(-4-4)

2

=—12

Vastaus: a) -6 b)) —12



Kertausosa

—x*—ax+3a,x<-5

20. f(x) ={

l4+a-2x ,x>-5

Funktiolla f on raja-arvo kohdassa x =-5, jos lin} f(x)= lin} f(x).

lim f(x)= lin’51 (=x*> —ax+3a) =—(-5)* —a(-5) +3a =8a — 25

—>-5-

lim f(x)= lim (14+a-2x)=14+a-2(-5)=a+24

xX—>-5+ X—>-5+

lim f(x)= lim f(x)

—>-5- x—>-5
8a—25=a+24
Ta=49 |7
a="1

Vastaus: a=7



Kertausosa

x? —ax+25 _2x2—ax+25

2
2l @)= s 3(x-5)

Jotta funktiolla f olisi raja-arvo kohdassa x =5, pitaa tekija (x —5)
supistua pois, eli (x —35) pitdd olla soittajan tekijana eli x =35 pitaa
olla osoittajan nollakohta.

2.52-q-5+25=0

75—-5a=0
5a=75 |5
a=15
2x* —15x+25

lim =lim
x—>5f(X) x—5 3()(; — 5)

2x* —15x+25=0
x_—(—lS)i\/(—15)2—4-2-25 1545

2:2 4
10 5 . 20
xX=—=—tal x=—=95
4 2 4
- 2x*-15x+25 . 2(x-)(x-5) . 2x-5 2.5-5 5
lim = lim =lim = -
x—5 3(x — 5) x—5 3(x — 5) x—5 3 3 3

Vastaus: a =15, hn%f(x)%



Kertausosa

5x° —2x+1,x<1
22. f(x)=93x+1 ,1<x<3

2x* -8  ,x23
f on polynomifunktiona jatkuva, kun x #1 ja x #3

lim f(x) = lir{1(5x3—2x+1)=5-l3—2-1+1=4=f(1)
lim f(x)= imBx+1)=3-1+1=4

x—>1+

Koska lir{l f(x)= lir{l f(x)= f(), fon jatkuva kohdassa x =1

lim f(x) = lim Bx+1)=3-3+1=10
1ir§1 f(x)= 1ir§1(2x2—8):2-32—8=10=f(3)

Koska lir? f(x)= lirgl f(x)= f(3), fon jatkuva kohdassa x =3

Vastaus: fon kaikkialla jatkuva



Kertausosa

bx*=2b ,x<2

X +2x=b ,x>2

23. g(x)= {

lim g(x) = xligl_(bxz —2b)=b-2°-2b=4b-2b=2b=g(2)
lim g(x) =xlig1+(x3 +2x-b)=2"+2-2-b=12-b
g on jatkuva, kun
Lim g(x) = lim g(x) = g(2)
2b=12-b
3b=12 |3
b=4

Vastaus: b=4

24. f(x)=80x +4x> —388x+255

Viite: funktiolla f on ainakin kaksi nollakohtaa

Todistus:
f(0)=255>0
f(1)=-49<0

f on jatkuvapolynomifunktiona vélilla [0,1]

Siis ainakin yksi nollakohta valilla ]0, 1]

f(1,5)=-48<0
f(2)=135>0
f on jatkuvapolynomifunktiona vélilla [1,5;2]

Siis ainakin yksi nollakohta valilla ]1,5; 2[

Siis ainakin kaksi nollakohtaa O



Kertausosa

25. Viite: yhtalolld 3" = 2x + 2 on ainakin yksi ratkaisu

26.

Todistus:
3 =2x+2
3" -2x-2=0

Merkitddn f(x)=3"-2x-2

fon jatkuva vililla [0, 2] eksponenttifunktion ja polynomifunktion
summana

£(0)=3"-2.0-2=-1<0
f(2)=3"-2.2-2=3>0

Siis ainakin yksi nollakohta valilla 0, 2[

Siis yhtdlolld on ainakin yksi ratkaisu O
fx)=x"—4x+2

Viite: funktiolla on nollakohdat véleilla [-5, -1] ja [0, 2]

Todistus:
fon kaikkialla jatkuva polynomifunktiona

£(=5)=(=5)" —4(-5)+2=-103<0
(D=1’ -4(-D+2=5>0

Siis ainakin yksi nollakohta valilla [-5, -1]

f(0)=0"-4-0+2=2>0
fHh=1"-4-1+2=-1<0

Siis ainakin yksi nollakohta valilla [0, 1] ja siten myds vililld [0, 2] O



Kertausosa

27. f(x)=x>-3

SO)-fQ)_ ¥ =3-(2"=3) . x" -4

'(2)=1lim
1 =2 x—2 X2 x—2 2 x—2
:lim(x+2)(x—2)
x—2 x_2
=ling(x+2)
=2+2
=4

() =limd C+N=12) i 2R =3-(2°-3)
h—0 h h—0 h

A+4h+h* -4

=lim(4 + h)

h—0

=4+0
=4

Vastaus: f'(2)=4



Kertausosa

28. a) f(x)=4x"-2x
£ = lim fO+h)=f(x) . 4@+h)° —2(x+h) - (4x° —2x)

h h—0 h
. AP +2xh+h?)—2x—2h—4x* +2x
= lim
h—0 h
. Ax? +8xh+4h° - 2h—4x°
= lim
h—0 h
:hmh(8x+4h—2)
h—0 h
=}lirré(8x+4h—2)=8x—2
1
b) g(x)=—+x
X
1 1
o+ (x+h)-(5 +x
¢'(x) = lim O+ A BTy
h—0 h
xz) 1 xz(x+h)2) (x+h)2) 1
5+ h— —
_lim (x+h) X
h—0 h
x> +x*(x+h)’*h—(x+h)’
2 2
_ lim x(x+h)
h—0 h
. X+ hxt(x+h) —x*=2xh+ K
= lim 5 5
h—0 hx“(x+h)
2 2
=limh(x ()§+h) 22x)
=0 hx“(x+h)
x*(x+h)?-2x xX*x*-2x x*-2x 2
= m-—" 2 2.2 =l
=0  x“(x+h) X°x X X

Vastaus: a) f'(x)=8x—-2 b) g'(x)zl—xz3



Kertausosa

29. f(x)=x>-3x
J(x+h)—f(%)
h

f'(x) =lim
(x+h)* =3(x+h)— (x> —3x)

=lim

h—0 h

. X +2xh+h? =3x—-3h—x*+3x

=lim

h—0 h
_lim h(2x+h—-3)

h—0 h
= %m(}(Zx +h—-3)=2x-3

) /() =2(—4) =3 =~

b) '1)=2-11-3=19

Vastaus: f'(x)=2x-3 a)—11 b)19

30. f(x)=+/x muutosnopeus = derivaatta

&y fim J X) = [(2,5)
r1es=lm
lim Vr—y25
x—2,5 x—25
Jx —42,5
S 2 29)

1 1

= lim

H25\/_+25 \/27,5+\/27,5 \/7

~ 0,32




Kertausosa

3. a)  f(x)=4x"-2x"+5
'(x)=4-4x-2-3x* +0=16x" —6x°

by g@t)=—t"-7¢
g'()=—4r —7-3t =4+ - 21¢°

c) h(y)=-y +2y°-13y+1

h(y)=-5y"+2-3y" =13+0=-5y" +6y° —13

Vastaus: a) f'(X)=16x3—6x2
b) g'(¢) = -4 - 21
) h'(y)=-5y*+6y° —13
32. f(x)=3x4—7x3+x—2
f'(x)=12x" = 21x* +1
f1(=5)=12-(-5)° = 21-(=5)* +1=-2024

'(3)=12-3-21-3*+1=136

Vastaus: a) —2024 b) 136



Kertausosa

33. a)
D(3(x+2)(2x-1))=3D(2x* - x + 4x - 2))

=3D(2x" +3x-2)=3(4x+3)=12x+9
b) D(x+1)> =D(x* +2x+1)=2x+2

c)
D((x =1+ (x+1)*)= D(x* = 2x+1+ x> + 2x + 1) = D2x* + 2) = 4x

Vastaus: a) 12x+9 b) 2x+2 c) 4x

34. f(x)=x —11x"+5x+9
Tangentin kulmakerroin k£, = f'(-1)

f'(x)= 3x2—22x+5
(=) =3(=1)*=22(-1)+5=30

Vastaus: 30



Kertausosa

35. a) f(x)=2x"—6x"—18x+3
f'(x)=6x" —12x —18 = 6(x* —2x—3)
S'(x)=0
x*=2x-3=0

C—(2)+4(-2)*—4-1-(-3) 2+4
- 2-1 2
x=-1tar x=3

X

b)
F(xX)=2(x-D(x+1)>=2(x -1)(x* +2x+1)
=2(x> +2x* +x—x*—2x-1)

=2(x’ +x* —x-1)
'(x)=203x*+2x-1)
f'(x)=0
3x*+2x-1=0

x_-z¢¢22—4-3-(—1) 244
23 6

x=-1tal x=

AN N
W | =

Vastaus: a) x=-1tai x=3 b) x=-1 taix:l



Kertausosa

36. g(x)=ax’ —2bx+1

g'(x)=3ax*> -2b
g(1)=23
{g'(2)=66
a-’=2b-1+1=23
{361-22 —2b=66
a—2b=22

{12a —2b=66

—1la=-44 [:(-11)
a=4

a—2b=22

4-2b=22
2b=-18 |2
b=-9

Vastaus: a=4jab=-9

37. f(x)=-2x"+3x-1

'(x)=-8x"+3
f(x)=-24x"
f""(x)=—-48x

Fr(=1)=—48-(~1)=48

Vastaus: 48



Kertausosa

38. f(x)=—x’-3x*+105x—11
£'(x)=-3x> - 6x+105

f'(x)<0
—3x*—6x+105<0

Nollakohdat:

—3x* —6x+105=0 [:(-3)
x?+2x-35=0

2422 —4.1.(=35) —2+12

X =
2 2 (%)
x=-7 ta1 x=95

_ 5\ —
—3x* —6x+105<0, kun x <7 tai x>5 /7 \

Vastaus: x<-7 tat x>5

39. a)
D((2x+3)(x* =1))=2- (x* = 1) + (2x +3) - 2x
=2x" —2+4x" +6x
= 6x" +6x—2
b)

D +2)(1-2x%))=3(3x% - (1 - 2x%) + (x* +2) - (~4x)
=3(3x> —6x* —4x* —8x)
= —30x" +9x* — 24x

Vastaus: a) 6x° +6x—2 b) —30x* +9x* —24x



Kertausosa

40. a) DQx+1)* =22x+1D)'-DQ2x+1)=2Q2x+1)-2=4(2x +1)
b) D(x—4x°)° =8(x—4x")" - D(x—4x’) =8(1-12x7)(x —4x°)’

c)
D(7(2x* +x=5)")=7-112x* + x=5)"* - D2x* + x - 5)

=77(6x> +1)(2x° + x—5)"

Vastaus: a) 4(2x—1)
b) 8(1-12x%)(x —4x>)’
c) 77(6x* +D(2x° + x —5)"

41. a)
D(Bx® +2x)(x* +1)° )= (6x+2)- (x* + 1)° + (3x? +2x)- 6(x* +1)° - 4x°

=(6x+2)-(x* +1)° +24x° Bx* +2x)(x* +1)°
x=1:
6-1+2)1*+D)°+24-P3- 1> +2-D(1* +1)°

=8.2°4+24.5.2°

= 4352

b)

D((x+2)’3x° - 2x%)*)

=5-(x+2)"1-3x” =2x)* + (x+2)° - 4-(3x° = 2x*)’ - (15x" — 4x)
=5(x+2)"3x° —2x%)* +4(15x* —4x)(x +2)°(3x° —2x%)°

x=1:
51+2)*G-P=2-1)*"+4(15-1"=4-)(1+2)°3- 1’ =2-1%)

=5-3*.1"+4.11-3°.1°
=11097

Vastaus: a)4352 b) 11097



Kertausosa

42. f(x)=(2x-5x)°
£'(x)=6(2x” —=5x)° - (6x* = 5) = 6(6x> —5)(2x° —5x)°
1'(2)=6(6-2°-5)(2-2°-5-2)=6-19-6> =886 464

£(x) = 6((12x - (2x° = 5x)° +(6x% = 5)-5(2x° = 5x)* - (6x* = 5))
= 6(12x(2x° = 5x)° +5(6x> - 5)* (2x° - 5x)* )

1y =6-(12-1.2-¥ =5-1 +5-(6- 1> =5)*2- 1’ =5-1)*)
=6-(12-(=3)° +5-1-(-3)")
~ 15066

Vastaus: £'(2) =886 464 ja f"'(1) = —15 066

43. g(x)=3(x" -12x)"

g'(x)=3-4(x" —12x)* - (3x* —=12) =12(3x* - 12)(x° —12x)’

g'(x)=0, kun
3x*-12=0 tai x —12x=0
3x* =12 x(x* =12)=0
=4 |\ x=0 tai x> ~12=0
x=42 =12 |
x=i\/ﬁ
x =123

Vastaus: x =12 tai x =0 tai x = 23



Kertausosa

44. g(x)=(x"-16x%)’

g'(x) =3(x* —16x%)* - (4x° — 32x)

g'(x)=0, kun
x*=16x* =0 tai 4x> =32x=0
x*(x*=16)=0 4x(x*-8)=0
x=0 tai x> -16=0 x=0 tai x>’ —8=0
¥ =16 || ¥ =8 |
x =4 x=+/8 =422
4 =232 0 22 4
g™ | — | = |+ |- |+ |+
o o—o o ———
Testipisteet:

g'(-5)~-52-10"<0 g'()=1125>0
g'(-3)=-14-100<0 g'(3)=14-10°>0
g'(-1)=18900>0 2'(5)=52-10" >0

g'(x)>0,kun x=—4 tai —2/2 <x<0 tai x>2+2

Vastaus: x=-4 tai —2/2 <x <0 tai x> 22



Kertausosa

45. y=(x*+12x)"
Tangentti on laskeva suora, kun &, = »'<0

y'=4(x* +12x)° - (2x +12)

Nollakohdat:
y'=0, kun
x*+12x=0 tai 2x+12=0
x(x+12)=0 2x=-12 |2
x=0 ta1 x+12=0 x=-6
x=-12
-12 -6 0
Y | - |+ - +
—0 Oo———O
Testipisteet:

Y'(-13)-1,2-10° <0 y'(-1)=-53240<0
3'(=7) =343000 >0 y'(1)=123032>0

y'<0,kun x<-12 tai —6<x<0

Vastaus: x<-12ta1i —6<x<0



Kertausosa

46. a)
2x+1 2-x"'—(2x+1)-11x"
D—p—= 112
X (x)
2% -112x + DX G
x22
2x—-11(2x+1)
= 12
X
2x—22x-11
= 2
_—20x-11
)C12
b)
l)s—xz__—2x«2x?+n—(3—x?y4x
2x% +1 (2x% +1)°
L —4x = 2x—12x +4x°
(2x% +1)°
___ lax
(2x% +1)°
Vastaus: a) w b 14x
X

C2x% +1)



Kertausosa

47.

2
X" —x+4
J) =7
x+3
[— . —_ 2— .
f'(x)=(2x 1)-(x+3) (Zx x+4)-1
(x+3)
_2x2+6x—x—3—x2+x—4
(x+3)°
_x2+6x—7
(x+3)°
f'(x)=0, kun
X*+6x—7=0
x_—6i\/62—4-1-(—7)_—6i8
2-1 2

x=-7 tat x=1

Vastaus: x=-7 tai x=1

Maaritelty, kun
x+3#0

x#-3



Kertausosa

48. a)
Dx2+4_ 2 | 2x-(B-4x)-(x*+4)(-4) 0-(x’+1)-2-2x
3—4x x*+1 (3—4x)* (x> +1)°
_6x—8x2+4x2+16_ —4x
(3 —4x)° (x> +1)°

—4x> +6x+16 Ax
= 2 R 2
(3 —4x) (x> +1)

b)
D 3x x =3 B 3-(x* =3)-3x-3x’ _3x2 3x—(x*=3)-3
¥ -3  3x (x’ =3)° (3x)°
B 3x° =9 -9x° B 9x’ —3x° +9
(x’ =3)° 9x”
_—6x’-9 B 6x> +9
(x’ =3)° 9x”
—4x* +6x+16  4x —6x° -9  6x’+9
Vastaus: a) —

T 5 b)) 2 2
(3—-4x) (x”+1) (x”=3) 9x



Kertausosa

49. f(x)=2ax"+

X

» b -
{f(—1)=38 2a-(=1)" + — =38 2a—b=38

f'(2)=2 b 8a—%b=2L04)

4a-2——=2

22
~30a =30 |:(-30)

a=-1

2a—b=38
2-(-1)-b=38
—2-b=38

b =—40

Vastaus: a=-1ja b=-40



Kertausosa

) Madiritelty, kun
X —2x x+120

50. f(x)= —

x#—1

2x—=2)-(x+1)° = (x* =2x)-5(x+1)*-1
(x+1)°f

(x+ 1)4((2x —2)(x+1)—5(x* —2x)

()=

)((x 1)

(x+1)"
C2x7+2x—-2x—2-5x" +10x
(x+1)°
~=3x" +10x-2
(x+1)°

Nimittdja on positiivinen, kun x # —1, joten osoittaja maaraa
derivaatan merkit

f'(x)=0, kun
~-3x*+10x-2=0
x_—lOi\/102—4-(—3)-(—2)_—IOi\/%_—lOi%@_Si\@
2-(-3) -6 -6 3
xI:S_@zo,zl x2=5+®z3,1
3 3

—1 X X,

: FN_,
=37 +10x-2] — &+ — | + - /x oxy”

f'(x)<0,kun x<x jax=#-1tai x>ux,

Vastaus: x<

5-19 5++/19
3

ja x#—1 tai x > 3



Kertausosa

X
51. y=
4 x—1
b = ,_2x-(x—1)—x2-1_2x2—2x—x2_x2—2x
T -y -1> (x-1y
3*-2.3 3
x:3 t= 2:—
3-1) 4
k. =-3
x*—2x
> =-3 ‘ (x—1)° Madiritelty, kun
(x—=1) x—1#0
x> =2x==3(x-1)° x#1
x*—=2x=-3(x"-2x+1)
x2—2x=-3x>+6x-3
4x* —8x+3=0
x_—(—g)i\/(—8)2—4-4-3_8i4
2-4 8

4 1 . 12 3
X=—=—tar x=—=—

8 2 8 2

Vastaus: Kohdassa x=3 k, = %, k, =-3,kun x =% tar x =%



Kertausosa

52. f(x)==2x"+4x* —11x+1
a) f'(x)=—-6x"+8x—11
x, =—1: k= f'(-1)=—=6-(=1)> +8-(=1) =11 =25
Vo=f(x)=f(=D)==2-(-1) +4-(-1)* =11- (- +1=18
Tangentin yhtalo:
Y=Y =k (x—x,)
y—18=-25(x-(-1))

y—18=-25x-25
y=-25x-7
b) Normaalin kulmakerroin £k,
k,-k =-1
k,-(=25)=-1
1

Normaalin yhtalo:
1
—18=—(x—-(-1
y 25( (=1)
1 1
X+

1 1
Vastaus: a) y=-25x—-7 b)) y=—x+18—
) Y )y 5 Y



Kertausosa

3x° —6x
(x—1)°

53. g(x)=

() = (9x* —6)-(x—1) —(3);3 —6x)-2(x—1)-1
(=)
(9% = 6)(x—1)* =2(3x° = 6x)(x 1)
) (x-1*

3.3-6-3 63

Xy =3: yozg(xo):gc’):(?)_—l)z—Z

k :g,(3):(9-32—6)(3—1)2—2(3-33—6-3)(3—1) _48

3=’

Normaalin kulmakerroin £, :

k, -k =-1

k,-3=-1

-

3
Normaalin yhtilo:
Y=Yy =k,(x—x)

301
152 =——(x-3
Y 2 3( )

3]
—15—=——x+1
YT T TS
I 3
=——x+16—
YT 4

Vastaus: y = —%x + 16g

153

4



Kertausosa

1

54, y=———
Y o) +1
0 (x=1P+D)=1-2(x=1)-1  =2(x-1)
(x-12 +1f (x=12 +1f
, ~2(0-1 2 1
x=0: ktlzy(O): (2 )2:_:_
(O-1>+1)°> 4 2
_ 1
YT o=+ 2
Tangentin yhtilo:
1 1
——=—(x-0
y=3 2( )
11
Y727
L
YT
, ~2(3-1 4
x=3: th:y(3): (2 )2:__
(B-D*+1)*> 25
_ 1
YT GBS+l s
Tangentin yhtalo:
1 4
——=——(x-3
Yo 5=
1 4 12
y——=———X+——
5 25 25
4 17
y=—rC

X+—
25 25



Kertausosa

Leikkauspiste:

25 25 2
3.9
50 50
9 3
XxX=—=—
33 11
1 1 1 3 1 14 7
y:—x+—:—-_+_=_=_
2 2 211 2 22 11



Kertausosa

55. f(x)=—x>+4x+1

k= f'(x)=-2x+4
Tangentti kulkee pisteiden (x, f(x)) ja (-1,12)
_f(x)-12 _—x2+4x+1—12 B —x*+4x-11

" ox—=(-D x+1 x+1
— 2 J—
et L, P WA

x+1

—xt+4x—11=(2x+4)(x+1)
—xt+4x—11=2x>-2x+4x+4
x> +2x-15=0
—24,22—4.1-(-15) -2+8

2-1 2
x=-5ta1 x=3

X =

x=-5: y=f(=5)=—(-5)° +4(-5)+1=-44
k,=-2-(-5+4=14
Tangentin yhtalo:

y—(-44) =14(x—-(-5))
y+44=14x+70

y=14x+26
x=3: y=7f(3)=-3"+4-3+1=4
k,=-2-3+4=-2
Tangentin yhtalo:
y—4=-2(x-3)
y—4=-2x+6
y=-2x+10

Vastaus: y=14x+26 ja y=-2x+10



Kertausosa

56. y:ix3—l Suora 6x—2y+3=0

6x—-2y+3=0
2y=6x+3
y=3x+%
Eli kulmakerroin £ =3

Tangentin kulmakerroin k, = y'= %xz

x=-2: y=4(=2)-1=-3
Tangentin yhtalo:
y=(=3)=3(x-(-2))
y+3=3x+6

3x—y+3=0

x=2: y=4-2"-1=1

Tangentin yhtilo:
y—1=3(x-2)

y—1=3x-6
3x—y-5=0

Vastaus: 3x—py+3=0ja3x—y—-5=0



Kertausosa

57. f(x)=x"+x*—5x
'(x)=3x"+2x-5

f'(x)=0
3x* +2x-5=0
x_—Zi\/22—4-3-(—5)_—2i8
2.3 6
0 5. . 6
X=——=——tal x=—=1
6 3 6
_s |
3 s
!
']+ | - + +_\ - 1/:_x

SO N

5 .
Kasvava, kun x < 3 tat x >1

Vihenevi, kun —% <x<1

Koska funktio f'on kasvava, kun x < —% , niin

f(=1,666 667) > f(—1,666 668)

5. . N N 5
Vastaus: Kasvava, kun x < -3 tai x >1, viheneva, kun — 3 <x<l1

f(=1,666 667) on suurempi



Kertausosa

58. f(x)=2x"+24x* —198x+2

f'(x) = 6x" +48x —198 = 6(x” +8x —33)

f'(x)=0
x> +8x—-33=0

~8+/8%—4.1-(-33) —8+14

¥ =
2-1 2

x=-11tai x=3

—11 3

S|+ — +

SO 7| N

Kasvava, kun x <—11tai x>3

Vastaus: x<-11tai x>3




Kertausosa

59. g(x)=3x"—8x’ —48x* +4

g'(x) =12x° = 24x% —96x =12x(x* — 2x - 8)

g'(x)=0, kun
x=0 tai x*=2x-8=0
L (DE2 41 ()
2-1
2+6
=y
x=-2tai x=4
-2 0 4 Testipisteet:
gl — | 4 B s g'(-3)=-252<0
g'(-1)=60>0
g || I g'(1)=-108<0
g'(5)=420>0

a) gonvahenevi, kun x<-2ta1 0<x<4

b)  minimiarvot g(-2)=-76 ja g(4) =-508
maksimiarvo g(0)=4

Vastaus: a) x<—-2 tai 0<x<4
b) minimiarvot — 76 ja — 508, maksimiarvo 4



Kertausosa

60. f(x)= 2# Madiritelty, kun
X' —4x+5 x> —4x+5%#0
0 (P —dx+5)-2-(2x—4) —(~4) £/(-4)> —4-1-5
f'(x)= 5 > X #
(x*—4x+5) 2-1
_ + /-
_ 4x+8 x 2 4+~-4
(x* —4x +5)° 2
Eli méaaritelty kaikilla x.
f'(x)=0, kun
—4x+8=0
—4x=-8 ‘: (—4)
x=2
2 Testipisteet:
' \ 8
[+ - f(O):§>O

S (%) / \ fv(3):_8_f<0

Suurin arvo f(2) = 2 2 2

22 _4.2+5 1

Vastaus: Suurin arvo 2, ei pienintd arvoa



Kertausosa

2
X +ax

6l. f(x)= 5 Minimikohta x =6 Madritelty, kun
(x—1) x—1#0
(3x* +2ax)-(x=1)° = (x> +ax*) - 2(x =1)-1 e
1) = 2
((x —-1) )2
(x- 1)((3x2 +2ax)(x —1)—=2(x" + axz))
(x=1)°
B (3x +2ax)(x —1) = 2(x* + ax?)
(x-1)°
Minimikohta x =6, joten x = 6 on derivaatan nollakohta:
1'(6)=0
(3-6°+2a-6)(6-1)—2(6"+a-6%) 0

(6-1y
(108 +12a)-5-2(216 +36a)=0
540+ 60a —432—-72a=0
—12a =-108 ‘: (—12)
a=9

(Bx* +18x)(x —1) = 2(x° +9x?)
(x-1)°

/()=

f'(x)=0, kun

(Bx” +18x)(x = 1) —2(x’ +9x*) =0

3x° —=3x> +18x" —18x—2x" —18x* =0
x —=3x"—18x=0

x(x* =3x—18)=0



Kertausosa

tai x°—3x—-18=0

(D 41 (-18) 349
2.1 2
x=-3tai x=6
0 1 6 Testipisteet:

i £1(~4)=0,32>0

- + 1 - +
! f'(-1)=-1,75<0

NN £(0,5=77>0

x> +9x?

f'(2)=—40<0
f'(7)=0,32>0

Maksimiarvo

Minimiarvot

Vastaus:

(3937 54 27 .3
L A T

f(0)=0

6°+9-6° 540 108 3
f(6)= = =

= =212
(6-1) 25 5 5

maksimiarvo 3%, minimiarvot 0 ja 21%



Kertausosa

62. h(x)= %(x2 -2y

h'(x) = %(x2 —2)* - 2x =3x(x* = 2)°
h'(x)=0

x=0 tai x*=2=0
x> =2 ‘\/7
x=12
~J2 0 2 Testipisteet:
B'(=2)=-24 <0
/2165 1 [N IR R I (72)=-24<
R(~1)=-3<0
h(x) \ \ / / h'(1)=3>0
B(2)=24>0

Minimiarvo /(0) = %(O2 2y =-4

(Kohdat x = ++/2 ovat terassikohtia)

=h(x) = %(x2 -2)

y
—2 |4
0

I
N =N (N =

I\JS‘ _—
O




Kertausosa

63. f(x)=x"—ax’*+a’x
f'(x)=3x>-2ax +a’
Derivaatan kuvaaja on ylospdin aukeava 1)
paraabeli, joten derivaatta on ei-negatiivinen \ /

(el1 funktio f'on aidosti kasvava) kaikkialla,
kun derivaatalla on korkeintaan yksi nollakohta.

T4llin yhtdldn 3x”* — 2ax +a” = 0 diskriminantti D <0
D<0

(2a)* —4-3-a*> <0

4a* —12a* <0

~8a° <0

1denttisesti tosi

Siis f'on aidosti kasvava kaikilla a:n arvoilla.

Vastaus: kaikilla vakion a arvoilla



Kertausosa

_— 3
64. Merkitddn f(x)=x"+3x+5 f'(x)

f'(X) = 3x2 +3 \\/
Derivaatan pienin arvo, kun /' (x) =0

S"(x)=0
6x=0
x=0

Derivaatan pienin arvo f'(0)=3-0*+3=3
Vastaus: 3

65. f(x)=-2x"-9x* +60x—4 valillad [—4, 5]

£'(x) =—6x> —18x + 60 = —6(x* + 3x —10)
f'(x)=0

x> +3x-10=0

34432 -4.1-(-10) -3+7

- 21 2
x=-5tal x=2

X

Vililla [-4, 5] on vain x =2

f(-4)=-2-(-4)’ -9-(-4)* + 60 - (—4) — 4 =260
f(5)=-2-5-9.54+60-5-4=-179

f(2)=-2-2°-9.24+60-2-4=064
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 64 ja pienin — 260

Vastaus: suurin 64, pienin — 260



Kertausosa

66. Merkitidan valilla [0, 3]
f(x)=(x-D(x=-2)(x-3)
=(x* —2x—x+2)(x-3)
= (x> =3x+2)(x-3)

') =Qx=3)(x-3)+(x*-3x+2)-1
=2x? —6x-3x+9+x>-3x+2
=3x* —12x+11

S'(x)=0
3x* —12x+11=0
C—(-12)+4(-12)2—4-3:-11 12412 124243 6+43

* 2.3 6 6 3
x1=6+\/§z2,6 xzzﬂzlA
3 3
f(0)=(0-1)(0-2)(0-3)=-6
f(3)=0
f(xl)z_onél'
FOn) =2 (2 -2) (0 -3)
_3-43 -3 -3-43
3 3 3
V33-3)3+43) 3(9-3) 6J3 243
- 27 27 27 9

. 2 . ..
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 5\/5 japienin —6

.2 ..
Vastaus: suurin j+/3, pienin — 6



Kertausosa

67. f(x)=(2x-5°B+x)’ vililla [-5, 3]

£'(x)=2(2x=5)-2-B+x) +(2x=5)"-33+x)*-1
=4(2x -5 +x)’ +32x =53 +x)*
=(2x-53+x)* (43 +x)+3(2x-5))
=(2x =53 +x)°(12+4x + 6x—15)
= (2x-5)(3+x)°(10x —3)

f'(x)=0, kun
2x-5=0 tai 3+x=0 tai 10x—-3=0
2x=5 x=-3 10x=3
5 3
xX=— xX=—
2 10

Kaikki derivaatan nollakohdat ovat vililla [-5, 3].

£(=5)=-1800
f(3)=216
fG)=0
f(=3)=0
s, 4348377 4627
/G = 6250 095 6250

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on 695

62(7) ja pienin —1800.

462(7) ja pienin —1800

Vastaus: suurin 695



Kertausosa

—1 Madiritelty
14 kaikilla x

68. f(x)= jj‘

4. (x> +4)—(4x-1)-2x  4x* +16—8x" +2x —4x*+2x+16
(x> +4)° (x> +4)° (x> +4)°

f'(x)=
f'(x)=0, kun

—4x* +2x+16=0 |2
—2x*+x+8=0

117 —4-(=2)-8 —1+4/65
- 2-(=2) -4

y= S 5177 x, = x007

a) molemmat derivaatan nollakohdat ovat valilla [-2, 3]
f(-2)=-1,125

f(3)=0,85
f(x)=~-113
£(x,) =088
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on f(x,) ja pienin f(x,)
Suurin arvo kohdassa x = F ja pienin kohdassa x = ltﬁ
b) valilld [0, 5] on derivaatan nollakohdista vain x, = _1__16
£(0)=-0,25
f£(5)=0,66
f(x,)=0,88
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on f(x,) ja pienin f(0)
Suurin arvo kohdassa x = _1__;@ ja pienin kohdassa x =0

—1- W ~1+4/65

Vastaus: a) suurin kohdassa x = ja pienin kohdassa x =

-4

—1- F

b) suurin kohdassa x = ja pienin kohdassa x =0




Kertausosa

69. x(t)=-0,02¢> + 0,61t + 4,00 missd 0<¢r<24
t = aika (h) x(¢) = lampatila (°C)

x'(t) =-0,04¢ + 0,61
x'(t)=0
—0,04t+0,61=0
0,04t = 0,61 ‘: 0,04
t=15,25

£(0)=4,00
£(24)=1712
£(15,25)=8,65125

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo f(15,25) ja pienin f(0)

Vastaus: Lampdtila on matalimmillaan hetkelld ¢ =0 (h) ja
korkeimmillaan hetkelld #= 15 h 15 min



Kertausosa

70. Aitaa kdytossd 85 m

4x+y =285
y=85-4x

Pinta-ala on
A=x-y

A(x) = x(85 — 4x) = 85x — 4x*

A'(x)=85—-8x
A'(x)=0
85-8x=0
8x=85 |8
x=10,625
J(0)=0

£(21,25)=0
£(10,625) = 451,5625

X X X
y
Rajat:
x>0 ja 85-4x2>0
4x <85 |:4
x<21,25

sits 0<x<21,25

Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on f(10,625)

Mitat:

rannan suuntainen sivu y =85—-4x=85-4-10,625=42,5 m

kohtisuora sivu x =10,625 m

Vastaus: rannan suuntainen sivu 42,5 m

rantaa vastaan kohtisuora sivu 10,625 m



Kertausosa

71. Suorakulmion pinta-ala 50 cm®, piiri mahdollisimman pieni

x-y=350

50

y=— 4

X
Piiri: X
P=2x+2y
P(x)=2x+2-@=2x+@=2x+1oox—1 , x>0

X X
2
P'(x) =2 - 100x" :2_1020 _2x 2100
X X

P'(x)=0, kun 2x*-100=0

2x* =100
x2 =50 ‘\/7
x ==1+/50

Vain x =/50 = 7,1 kelpaa

0 \/50 Testipisteet:
P'(x)i P'(1)=-98<0

- +

l P'(10)=1>0

PN |

Pienin arvo, kun x = J50 ~ 7,1
50 50 50450 /50
=—= = =+/50=~7,1
4 x /50 50

Vastaus: Piirin pienin arvo, kun leikataan nelio, jonka sivu on 7,1 cm



Kertausosa

72. Kartion pohjan sdde on R ja korkeus 3R
Lierion pohjan sdde on x ja korkeus h
3R+h
Yhdenmuotoisuus =
x 3R-h ~—1—
L= ‘ 3R
R 3R
3x=3R-h h
h=3R—-3x T

Lieridn vaipan ja pohjan alojen summa:
A=27x"+271xh

A(x) =27 x> +2mx(3R —3x) =27 (x> + 3Rx —3x%)= 27 (3Rx — 2x7)
missd 0<x<R

A'(x)=27(3R—-4x)
A'(x)=0, kun
3R-4x=0

4x=3R ‘:4

x="R

3
4
A(0)=0
A(R)=27(3R* -2R*)=2xR’

AGR)=27(3R-3R-2-(GR’ =2zx(GR* - R =27 R’ =7z R’

) 3
Fermat’n lauseen mukaan suurin arvo on A4(; R)

Vastaus: x = %R



Testi 1

1. a) fl(x)=-12x"+6x"+1

_ . —15
b) f(x) =5 =37, S =3 (5 =

) f(x)=8(3x" +5) D3x> +5)=8-6x(3x7 +5) =48x(3x> +5)

) f,(x):D(4x +3)- (x+1)— (422 +3)D(x +1)

(><+1)2
8w 1) (4x7 +3)1
(><+1)2
8x” +8x—4x" =3
- (x+1)2
4x° +8x—3
- (>c+1)2

¢) f'(x)=DBx+1)x—4) +(3x+1)D(x —4)’
=3(x—4) +(3x+1)-9-(x—4)" 1
=3(x—4)"[(x —4)+3(3x +1)]

=3(x—4)"[x =4 +9x + 3]
=3(x—4)*(10x—1)
=(x—4)’(30x - 3)

5 —6x +9x
S e
~lim x(x2—6x+9) lim x(x = 3) :me(x—3)_3-02
3 (x+3)x—3) 3 (x+3)x—3) 3 (x+3) 6

3ax’ —2x, x =5
b) g(x) =

—x—90a, x<5

Funktio g on jatkuva kohdassa x=5, jos lim ¢ = lim g= g(5).
lim g = lim (3ax” — 2x) =345 = 2-5 = 752~ 10

x—>5+ x—>5+
lim g g = lim (= x=902) = =5 -90a

9(5)=3a-5>=2-5=754—-10



Jotta g olisi jatkuva, niin lim g = 111’151 g=4(05)

—5—=90a =752 - 10

1654 =5 | 165
S L
165 33

Vastaus: a = —

33

a) f(x)=5x"=3x, f'(x)=15x" =3

Kohtaan x= -1 piirretyn tangentin kulmakerroin on f'(=1)=15-(=1)* =3 =12.
Eris tangentille kuuluva piste on sivuamispiste, jonka y-koordinaatti on
f(=1)=5-(-1)" =3-(=1) = =543 = —2. Siis piste (-1, -2) kuuluu tangentille.

Tangentin yhtilo
J’_J’o:’éz(x_xo) (Xo»]o):(_L_Z)’ k, =12
y=(2) =12 = (1)
J+2=12(x+1)
y=12x+10

x—1

Nimittdjan nollakohdat: x —1=10
x =1
Epiyhtil6 on siis mairitelty, kun x # 1.

Osoittajan nollakohdat: x* +x—6 =0

—1£4J17 =4-1-(=6) —1%5
X = =

21 2
x=-3 tal x=2

Tehddin merkkikaavio:
-3 1 2 R N \
x? +x—6 + - ) * - 3\j
x—1 - - + +
x*+x-6 - * } +
x—1 _ :
+“—0 O—.

Vastaus:a) y = 12x +10 b) x<-3 tai I<x<2



Funktio fon vihenevi, kun f'<0.

vy Dx? =3)xc—2)— (25" = 3)D(xc - 2)
f( ) (X—2)Z
_4x(x-2)- (222 -3)1
(x—2)
4x° —8x—2x"+3
(x—2)
2x° —8x+3
S T TS w22
(x—2)

Nimittiji (x —2)° >0, kun x # 2, joten osoittaja méirdi derivaatan merkin.

S(x)=0
2x% —8x+3=0

—(-8)£4/(-8)°—4:2-3 8++/40 8+210 4+410
X: = = =
2.2 4 4 2

V10 J10

x, =24+——=306 tai x,=2—-—-~042
2 2
Tehdiin merkki- ja kulkukaavio.

X 2 X
: : - . > +\ % LX
osoittaja + - - +

25 —8x +3 N

Funktio on vihenevi, kun 2—@39( <2 tal 2<x < 2+@.

Kulkukaavion mukaan aariarvokohdat ovat maksimikohta x =2 — m i

ja
V10

minimikohta x =2+ ——

V10

FJ10
Vastaus: Vihenevi, kun 2 —T Sx<2tal 2<x<2+ —O Adriarvokohdat ovat

V10

ja minimikohta x = 2+ ——

maksimikohta x =2 —



Tutkitaan funktiota f(x)=2— (x —3)? suljetulla valill [ -3, 2].
Fx)=2—(x* = 6x+9)
=2-x" +6x-9
=—x’+06x—7

Funktion derivaatta f'(x) =—-2x+6.
Derivaatan nollakohdat f'(x) =0

—2x+6=0
—2x =6 |(-2)
x=3

Derivaatan nollakohta x = 3 ei kuulu tarkasteluvilille [-3, 2].

Fermat'n lauseen mukaan jatkuvalla funktiolla on suljetulla valilld suurin ja pienin arvo.
Nimi arvot 16ytyvit derivaatan nollakohdista tai vilin padtepisteista.
Funktio fon jatkuva, eikd derivaatalla ole nollakohtia, joten suurin ja pienin arvo 16ytyy vilin
paatepisteista.
f(=3)=2-(=3-3)* =2—(=6)> =2—36=—34 pienin arvo
f(2)=2-(2-3) =2-(-1)’=2-1=1 suurin arvo

Funktio saa arvon nolla eli f(x)=0, kun

2—(x-3)=0
(x=3)* =2
x—3:i\/5

x =42 +3

Vastaus: Suurin arvo 1, pienin arvo — 34. Funktion nollakohdat ovat x = 3=+ V2.

Merkitddn kehikon tasasivuisen padtykolmion sivun pituutta kirjaimella x ja telttakehikon
pituutta kirjaimella .

J
Teltan tilavuus 17 on

= . X
=4 pidtykolnzio J A

Lasketaan paitykolmion pinta-ala.

A

péitykolmio

1
=—xbh
2



Paidtykolmion korkeudeksi 4 saadaan Pythagoraan lauseella

2
(lxj +ht =7
2

3
Koska kotkeus />0, niin 5 = gx

Kehikkoon on kiytettivissd metalliputkea 9,5 m, joten

4x+ =95
=9,5—-4x

Telttakehikon pituus ja padtykolmion sivun pituus ovat positiivisia eli

9,5—4x>0
—4x>-95 [ (—4) ja x>0
x < 2 _ 2,375

Jotta tarkasteluun saadaan suljettu vili, otetaan mukaan myos rajatilanteet, joissa sivujen
pituudet ovat yhté suuria kuin 0. Méarittelyviliksi saadaan siis [0; 2,375]

Teltan tilavuauden lausekkeeksi saadaan

=A

=% h+(9,5—4x)

1 3

= Ex7x(9,5 —4x)

V3 .

= (9,5—4x)

=2,375-4/3x> =43 x°

pddykolmio ©J

Lasketaan derivaatta ja derivaatan nollakohdat.

17(x) = 4,75 - A[3x — 343x7



V3x=0 tai 475-3x=0
x=0 —3x =—4,75|: (-3)

4
1
= AP 583. e[o; 2,375]
3 12

7 on jatkuva funktio, joten suurin arvo saadaan suljetun vilin [0; 2,375] pddtepisteissa tai talld
vililld olevissa derivaatan nollakohdissa.

17(0) = 2,375-/3 - 0> =/3-0° =0
1 19’ 19Y’

V(—9j =2,375-/3 (—9j -3 (—9j =3,4375..~ 3,4
12 12 12

17(2,375) = 2,375-4/3-2,375> =/3-2,375° =0

19
Tilavuus on suurin, kun paitykolmion sivun pituus x = o ~ 1,6 (m).

. . 1
Telttakehikon pituus on 9,5—-4x =9,5-4- % =316..~ 32 (m)

Vastaus: Amin katkoo siis neljd kappaletta 1,6 m pétkid ja yhden 3,2 m pitkén.



Testi 2

257 —x _ x(2x—1)_ x

4t —dx+1 (2x—1)7 251

a)

py 3 T3 M 3 Bx?+1)  Bx43x-3x2-3  3(x-1) _ -3
T—x 1-x7 1-x (1—x)(l+x) (1—x)(1+x) (l—x)(l+x) 1+ x
2 2

N +4x+4:(x+2):(x+2) 1 x+2

x—2 x—2 x+2_x—2

2
2. a) f’(x)215x2—5x+6

]N(X) _ DZXZ(X—5)_D(X_5)2X2 _ 4X(X_5)_2X2 _ 4X2 _ZOX—ZXZ _ 2X(X—10)
b) (x—5)° (x—5) (v—3) (c_5)

) Funktiossa fon muuttujana x ja 2 on vakio.
F'(x) = Da*2x(x = 3a)+ a* 2xD(x — 3a) = 2a° (x — 3a)+ a’ 2x -1 =4a’x — 62’

1 1
3. a) lim——=—-=—
olx4+1 141 2
—2x + 3x7
b) lim —— 2%
x—0 |X|

Poistetaan lausekkeesta itseisarvot ja sievennetain.
1) Kun x =0, niin |x| = x. Lasketaan oikeanpuoleinen raja-arvo

— 2 +3x° —2+3
fi T2 23 lim (—2+3x)=—2+3-0=-2
x—0, X x—0, X x—0,
2) Kun x <0, niin |x| = —x. Lasketaan vasemmanpuoleinen raja-arvo

2
hmﬂz hmw: hm(2—3X):2_3'O:2

x—0_ — X x—0_ - X x—0_

Koska toispuoleiset raja-arvot kohdan 0 molemmin puolin ovat eri suuret, raja-arvoa ei
ole olemassa.



2x° +4x =6
o lim == X702

x>-3 x+3

Jaetaan osoittaja tekij6ihin nollakohtien avulla.
2x° +4x-6=0

—4%J47 —4-2:(6) —4+64 —4+8
4

X = =
4

2.2

x==-3 tai x=1
2x% +4x =6 2(x+3)x—1)

x+3 x+3

=2(x—1) - 2A-3-1)=-8

3 2
d) ]imx + 2x x—2

x>l x+1

Jaetaan osoittaja tekijoihin ryhmittelemalla.
x4+ 2x% —x =2 _ x?(x+2)=(x+2)
x+1 - x+1
(x + 2)(x2 - 1)
x+1
(x + 2)(x + 1)(x - 1)
x+1
=(x+2)(x—1) > (-1+2)-1-1)=-2

x—>=1

f(x)=(3x=5)

Funktio on aidosti vihenevi, kun £’ <0 ja nolla korkeintaan erillisissi kohdissa.

F'(x) =6(3x—5) D(3x —5)=6(3x —5)’ - 3=18(3x —5)°

J(x)=0

18(3x —5)’ =0

(3x-5) =0

3x=5=0
3x=5]3

5

X =—

3

Tehdidn merkki- ja kulkukaavio. Tekijin (3x —5)° merkin mairii kantaluku (3x —5).



W |

v

3x—5 - + .{.k X

T~ ]

/

Kulkukaaviosta nihdain, ettd fon aidosti vihenevi, kun x < g

5
Vastaus: x < 5

a) lim f(x)=}i_)r£1+(3ax—2)=12cz—2=124—2

x—>4+

i =] — 53 =/ — 3:—
lim f(x) = lim 2= 57)=2-4" =62

b)

Funktio fon jatkuva kaikilla « € R, kun x # 4, koska sen lausekkeet ovat polynomeja.

Funktio fon jatkuva kohdassa x =4, jos 11151 f= ]in41 1= f(4).
lim f(x)= lim (3ax —2)=124~-2
x—>4+ x—4+
. T L3 —n_ 3 - _
lim f(x) = lim (2-x")=2-4" = —62

f4)=—62
Jotta f olisi jatkuva my0Os kohdassa x = 4, niin lim /= lim f = f(4)
x—>4+ x—>4—
124 -2 =-62=-062
124 -2 =-62
12a =—60 |: 12
12
Vastaus: a) lim f(x)=12a—2, lim f(x)=-62 b)a=-5
x—>4+ x—>4—
5m
Merkitdan pienimman mahdollisen tontin pituutta
kirjaimella x (x> 0) ja leveyttd y (y > 0). Toimitalon
mitat ovat tillsin: pituus x - 10 (m) , leveys y— 14 (m). 490 m’
J
Kysytyn tontin ala A = xy (m?) >m >m
9m
-
x katu




Toimitalon ala on

(x—10) y—14)=490
490
x—10
490
x—10

y—14=

+14

]:

490
Tilloin tontin ala on A(x) = x( 0 + 14).
N —

Kysyttiin pienintd tonttia, joten ddriarvokohtaa etsitidn derivaatan avulla.

A’(x):l( 490 +14)+xD[ 490 +14j
x—10 x—10
— . —-10)-1-
:( 490 +14)+X 4902 D( 490 +14):0 (x—10) ! 490
(x —10) x =10 (x—10)
490 490 =490

= +14——— —
x =10 (x—10)’ (x—10)*

x—10

A'(x) =
X4_9(1)0+1 ( 490X) =0 (x—10y
490(x —10)+14(x —10)* —490x = 0
490 — 4900 +14(x —10)* = 490x = 0
14(x —10)* =4900 |: 14
(x—10)* =350

x —10 = £4/350

350 +10 = 54/14 +10 = 28,708...> 0 tai x =—/350 +10 = —8,708... < 0
x < 0, ei kiy, koska on oltava x > 0

0 514 +10
- testipisteet:
A - * A'(1) = —13,44... < 0

A \ / A'(30)=1,225...> 0

min




Tontin pinta-ala on pienin, kun x =514 +10 = 28,709... ~ 20 (m)

Tilloin leveys on

490

= +14
J x—10
490
=414
5414 +10-10

V1

= 9814 4 +14 = 7414 +14 = 40,19... # 40 (m)

Vastaus: Tontin mitat ovat 29 m ja 40 m.

x+h)— o(x
7 g,(x)zhmg( +2 4(x)

5h—0

x) 3 x+b)3
Ax+D)—gx) _ xth  x
h h

3x —3(x+4h)
__xxh)
- b
3x —3x — 3h
__xlxn)
- b

—3)

hoe(x + )

-3 -3 3

= - B —
(e + h) =0 x(x +0) x?

SllS g’(x):hmg(x-i-/?)_g(x):_i

h—0 b X 2

-3
Vastaus: g'(x) =—
X
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