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Vektorien b  ja c  välinen kulma 
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8. Kolmio on tasakylkinen, joten 
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9. Piirretään vektorit a  ja b  peräkkäin ja päätellään kolmas vektori.
 Siirretään tämän jälkeen päätelty vektori alkamaan origosta.

 

 
         

         

         

         

         

         

         

         

         

 

Kolmannen vektorin loppupiste on (3, 0). 
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Pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla. 
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Vastaus: 8 N 
 
 
 

17. a) Vektorit ovat yhdensuuntaisia, jos 
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Vektorit eivät ole yhdensuuntaisia. 
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21. 

D, E ja F ovat sivujen keskipisteitä
 

P on mediaanien leikkauspiste 
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Väite: 0 PCPAPB  
 
Todistus:  
Mediaanien leikkauspiste jakaa mediaanit 2:1 kärjestä lukien. 
 

ab

ab

ABFAFBPB

3

2

3

1

)
2

1
(

3

2

)(
3

2

3

2







 

 

ab

ab

aab

BACBEAPA

3

1

3

1

)
2

1

2

1
(

3

2

))(
2

1
(

3

2

)
2

1
(

3

2

3

2









 

 

A B

C 

P 

(1) 

(1) 

(2)

(2) 

D 

E

(2)

(1)
F



Kertausosa 
 

ba

ba

ACDADCPC

3

2

3

1

)
2

1
(

3

2

)(
3

2

3

2







 

 

0
3

2

3

1

3

1

3

1

3

2

3

1
 baababPCPAPB  

 
 
 

22. cacDCbADaAB ||  

cbaBC   
 

Väite 1   aPQ ||  

 
Todistus 

atata

atcacca

cbaab

cbaab

BCab

BQABPAPQ

)
2

1

2

1
(

2

1

2

1

|||
2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1

)(
2

1

2

1
2

1

2

1













 

eli arPQ     eli   aPQ ||   

A B 

Q 

C D 

P 

  

  

  



Kertausosa 
 

Väite 2  )(
2

1 caPQ   

Todistus 

)(
2

1

2

1

2

1 cacaPQ   

 

Koska ca  , niin caca  . 

)(
2

1

2

1
)(

2

1 cacacaPQ   

 
 
 
 
 

23. a) jiOA 52   

    jiOB 4  

 

b) jijiAB 93))5(4()21(   

 

c) 103909)3( 22 AB  

 

d) jijijiAB
10

3

10

1

103

9

103

3
)93(

103

10 


  

 
  



Kertausosa 
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b) Janan keskipisteen A paikkavektori 
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c) Muodostetaan pisteen P paikkavektori 
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25. Muodostetaan pisteen A paikkavektori. 
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27. Vektori DB  samansuuntainen ji 43   vektorin kanssa, joten 
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Muodostetaan pisteen B paikkavektori kahdella tavalla. 
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Sijoitetaan t = 2 pisteen D kautta muodostettuun 
paikkavektoriin. 
 

ji
jiOB

3

)245()235(




 

 
Pisteen B koordinaatit ovat (1, 3). 
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c) Olkoon vektorin keskipiste P. 
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30. Pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla, jos  
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Pisteet ovat siis samalla suoralla. 
 
 

31. a) Pallon keskipistemuotoinen yhtälö on: 
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b) Piste on pallon pinnalla, jos sen koordinaatit toteuttavat 
pallon yhtälön. 
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Piste on pallon pinnalla. 
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32. Vektori leikkaa xy-tason pisteessä P(x, y, 0). 
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Sijoitetaan t = 2 kahteen ylempään yhtälöön. 
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Pisteen P koordinaatit ovat (2, -2, 0). 
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44. A = (2, 1, 4) B = (-1, 3, 1) 
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45. a) Suoran suuntavektori esim. kjis 435   

 
Suoran piste saadaan, kun annetaan parametrille t jokin arvo. 

Esim. kun t = 1 
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Piste (7, 3, -3) on suoralla. 

 
b) Suoran suuntavektori esim. kjis 2  

Suoran piste saadaan, kun annetaan parametrille t jokin arvo. 
Esim. kun t = -1 
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Piste (-4, -2, 8) on suoralla. 
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46. Suoran suuntavektori saadaan kulmakertoimen avulla. 

Suoran kulmakerroin 
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Suoran suuntavektori jis 6 . 

 
Valitaan suoralta jokin piste.  
Suora leikkaa y-akselin pisteessä A(0, 5). 
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47. xz-tason leikkauspisteessä y = 0. 
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Sijoitetaan saatu t:n arvo koordinaattien lausekkeisiin. 
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Suora leikkaa xz-tason pisteessä (-9, 0, 2). 
 
 

48. Suoran suuntavektori 
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Valitaan suoran tunnetuksi pisteeksi A(4, 0, 1) 
 
Suoran parametriesitys: 
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Sijoitetaan pisteen (6, 2, _3) koordinaatit parametriesitykseen. 
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Sijoitetaan t = -1 kahteen muuhun yhtälöön. 
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Piste (6, 2, -3) on suoralla. 
 
 
 

49. a) Kirjoitetaan suorien yhtälöt ensin ratkaistussa muodossa. 
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Kulmakertoimien avulla saadaan suorien suuntavektorit. 
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 b) Suorien suuntavektorit: 
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Sijoitetaan saadut arvot kolmanteen yhtälöön: 
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B(-2, 3, 2) 

A(2, 1, 1) 

P(0, 2, 5) 

Q 

O 



Kertausosa 
 

 

Valitaan suoran n suuntavektoriksi kjiPQ 1023  . 

Piste (0, 2, 5) on suoralla n. 
 
Suoran parametriesitys: 
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Leikkauspisteen paikkavektori 

kji
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PQOPOQ
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Leikkauspisteen koordinaatit ovat 
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52. Muodostetaan suorien parametriesitykset: 
 
Pekka   Heikki 
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Leikkauspisteessä: 
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Muodostetaan kahdesta alimmasta yhtälöstä yhtälöpari ja 
ratkaistaan se. 

123737
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u
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Tutkitaan toteuttavatko saadut arvot ensimmäisen yhtälön. 
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224110
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 ut

 

  tosi 
 
Sijoitetaan t = 1 Pekan yhtälöön: 
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z
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Saalis on pisteessä (0, 6, 1). 
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53. A(2, 0, 1), B(-2, 2, 0), C(1, 3, 1) 

jiAC
kjiAB

3

24




 

 
Tason vektoriyhtälö: 

ksjrsirs
jirkjiski

ACrABsOA

)1()32()42(

)3()24(2







 

 
Tason parametriesitys: 
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54. xrrx  22  

 
Sijoitetaan tämä toiseen yhtälöön ja ratkaistaan s. 

yxs
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xsy

2
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Sijoitetaan r = 2 – x ja yxs
2

1

2

1

2

3
  kolmanteen yhtälöön. 
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55. Tason 3x + 3y – z – 4 = 0 eräs normaalivektori on 

kjin  33 . 

 
Tämä on myös yhdensuuntaisen tason normaalivektori. 
 
Taso kulkee pisteen A(-1, 0, 2) kautta. Jos piste B(2, -2, 5) on 
tasossa, niin 

0)1(33233

323

0







nAB

kjiAB

nAB

 

 
Piste (2, -2, 5) on siis tasossa. 
 
 

56. A(1, 1, 3) 
Suoralla piste B(-1, -4, 1). 
 

Tason suuntavektori kjiABs 2521  . 

 
Valitaan suoran suuntavektori tason toiseksi suuntavektoriksi 

kjis 632   

 
Tason vektoriyhtälö 

krtjrtirt
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srstOAOP
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Parametriesitys: 
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Sijoitetaan r = 1- 2t – x kahteen muuhun yhtälöön: 
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57. Sijoitetaan suoran parametriesityksestä koordinaattien 
lausekkeet tason yhtälöön. 
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Sijoitetaan saatu t:n arvo suoran parametriesitykseen. 
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58. Suoran parametriesitys: 
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Leikkauspisteessä 
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Sijoitetaan saatu t:n arvo suoran parametriesitykseen: 
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59. Suoran suuntavektori  

10)1()3(

3

))1(2()22()30(

22
1

1







s

ki
kjis

    

 
 
Pisteiden projektiopisteet xy-tasossa: (3, 2) ja (0, 2) 
Projektiopisteiden kautta kulkeva suuntavektori: 

9)3(3

3)3(

3)22()30(

21

2
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Lasketaan vektorien välinen kulma. 
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60. Suoran parametriesitys: 
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Suoran suuntavektori kjis 5 . 

 
Suoran ja tason välinen kulma saadaan suuntavektorin ja 
normaalivektorin välisestä kulmasta. 
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Koska kulma on terävä, suoran ja tason välinen kulma on 

 78390  
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61.       
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A(6, -2, 2) 

P(2, 0, 4) 
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62.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ksrjsrisr
kjiskjirkji

bsarPA
AQPAd

kjiACb
kjiABa
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A(1, 1, 1) 

C(3, -4, 2) 

B(5, 0, 2) 

P(5, 7, 5) 

Q 
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43

84
43
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9
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65
157

43
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13086

8113563

494963
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Sijoitetaan saadut arvot vektorin d  lausekkeeseen. 
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kjid
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Lasketaan vektorin pituus. 
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63. Pohjaympyrän ala 25 pA  

 
Tason x – 2y + 2z – 2 = 0 normaalivektori: 
 kjin 22   

 
Huippu pisteessä P(2, -3, 3).  
 
Merkitään kirjaimella Q pistettä P lähinnä olevaa tason pistettä. 
 
Normaalin parametriesitys: 
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Lasketaan normaalin ja tason leikkauspiste sijoittamalla 
koordinaattien x, y, z lausekkeet tason yhtälöön. 
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Leikkauspiste on siis Q = (x, y, z) = (2 + t, 3  2t, 3 + 2t), jossa 
4

3
t   .  
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Tällöin 
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Kartion korkeus on 
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64. kjiu  4  

kjiPQ
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Etäisyysvektori 
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Kohtisuoruusehdosta saadaan: 
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Sijoitetaan ylempään yhtälöön. 
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Etäisyysvektori 
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Pisteen Q etäisyys tasosta 
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A  B  

C  

M
 

a  b  

 
Testi 1 
 

1.  
a) Vektori AB  saadaan, kun kuljetaan ensin  

vektori a  ja sitten vektorin b  vastavektori 
b− . 

 
Siis baAB −=  
 

b) Piste M puolittaa vektorin AB , joten ABAM
2
1

= . 

 

ba

baa

baa

ABa

AMCACM

2
1

2
1

2
1

2
1

)(
2
1
2
1

−−=

−+−=

−+−=

+−=

+=

 

 
 
 

Vastaus a) baAB −=  b) baCM
2
1

2
1

−−=  
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A  B

O  

P

R  0AB  

O  

Q  

2. A = (-1, 2, 4) ja B = (3, -4, -8) 
 

a) kjikjiAB 1264)48()24())1(3( −−=−−+−−+−−=  
 

b) Keskipisteen P paikkavektori OP : 
 

kji
kjikji

kjikji

ABOAOP

2
63242

)1264(
2
142

2
1

−−=

−−+++−=

−−+++−=

+=

 

 
Keskipiste P = (1, -1, -2)  
 
 

c) Vektorin AB  pituus on  

14196)12()6(4 222 ==−+−+=AB  
 
AB :n suuntainen yksikkövektori on  

kjikji
AB
ABAB

7
6

7
3

7
2

14
12640 −−=

−−
==  

 
Lähdetään pisteestä R = (2, 5, -3) ja 
kuljetaan 15 yksikköä vektorin AB  
suuntaan, jolloin päädytään kysyttyyn 
pisteeseen Q. Muodostetaan pisteen Q 
paikkavektori: 
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A  B  

C  

kji

kjikji

kjikjiABOROQ

7
615

7
31

7
26

7
90

7
45

7
30352

)
7
6

7
3

7
2(1535215 0

−−=

−−+−+=

−−+−+=+=

 

 

Kysytty piste on siis ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

7
615,

7
31,

7
26  

 
 

Vastaus a) kjiAB 1264 −−=   
b) kjiOP 2−−=  ja keskipiste on (1, -1, -2) 

c) kjiAB
7
6

7
3

7
20 −−=  ja ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

7
615,

7
31,

7
26  

 
 
 

3. kjiAB 34 +−=  
kjiAC +−= 2  

 
a)  

kji
kjikji

ACBABC

23
2)34(

−−−=

+−++−−=

+=

 

 
 

b) Vektorin BC  pituus  
 

14)2()1()3( 222 =−+−+−=BC  
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c) Kulma ACB voidaan laskea vektorien CA  ja CB  välisenä 
kulmana eli yhtä hyvin vektorien AC  ja BC  välisenä kulmana. 
 

109...10,109),(

cos
146

3),cos(

141)2(1

)2(1)1()2()3(1),cos(

1

222

≈=∠

−
=

⋅+−+

−⋅+−⋅−+−⋅
=

⋅
=

−

BCAC

BCAC

BCAC
BCACBCAC

 

 
 
 
Vastaus a) kjiBC 23 −−−=   
  b) 14=BC  
  c) 109° 
 
 

4.  
a) Vektorin kjiau 2−+⋅=  pituus on 

 
5)2(1 2222 +=−++= aau  

 
Pituus on 7 , joten  
 

22 ()75 =+a   Molemmat puolet ovat positiiviset 

2

2

75
2

2

±=

=

=+

a

a

a
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b) Jaetaan vektori jix 58 −=  vektorien jia 34 +=  ja jib 23 −=  
suuntaisiin komponentteihin etsimällä sellaiset luvut r ja s, että 
 

)23()34(58
233458

)23()34(58

srjsriji
jsisjrirji

jisjirji
bsarx

−++=−
−++=−
−++=−

+=

 

 
Komponentteihin jako on yksikäsitteinen, joten 
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⎨
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Siis bax
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Vastaus a) 2±=a   b) bax
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17
1

+=  

+
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5.  

a) Vektorit vuka 5−=  ja vkub +−=
3
1  ovat samansuuntaiset, jos 

bta = , missä t > 0. 
 

vktutvuk

vkutvuk

+−=−
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⎝
⎛ +−=−

3
15
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Komponentteihin jako on yksikäsitteinen, joten 
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⎪
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5
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 Käytetään sijoitusmenetelmää. 
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Vain negatiivinen t:n arvo kelpaa eli 15−=t . 
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3
1)15(

3
1
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b) Vektorit kjtix −−=  ja kjtity −+= 2  ovat kohtisuorassa, jos  
0=⋅ yx  

 

1tai
2
1

4
31

)2(2
1)2(411

012
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−
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Vastaus a) 15
3
1

=k   b) 
2
1

−=t  tai t = 1 



Kertausosa 
 

6. Pisteiden (3, 7, -2) ja (-1, 4, -6) kautta kulkevan suoran 
suuntavektori s  on  

kjikjis 434))2(6()74()31( −−−=−−−+−+−−=  
 
Suoran parametriesitys on 

)(,

0

0

0
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⎪
⎩

⎪
⎨
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+=

t

tszz

tsyy
tsxx

z

y

x

  
ksjsiskji

zyx

zyx ++=−−−

=−

434

),,()2,7,3( 000

 

 

)(,
42

37
43

R∈
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
−=
−=

t
tz

ty
tx

 

 
Suora leikkaa xy-tason pisteessä, jossa z = 0. 

2
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Siis leikkauspiste on )0,
2
18,5( . 

 

Vastaus )(,
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⎪
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t
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2
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7. Pisteen ja suuntavektorin avulla saadaan suoran parametriesitys 

 

)(
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1
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⎪
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Tason 2x + 3y – 4z = 0 leikkauspisteessä 
 

3
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04206622
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Parametriesityksestä saadaan leikkauspiste 
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⎪
⎨
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 Eli leikkauspiste on )2,4,2(−  

 
 
Vastaus  )2,4,2(−  
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8. Muodostetaan tason vektorit  
kikjiAB 2)13()11()12( +=−+−+−=  

kjikjiAC −+=−+−+−= 4)10()12()15(  
 
Tason yhtälö normaalimuodossa voidaan muodostaa, jos tunnetaan 
jokin tason piste ja jokin normaalivektori. 
 
Tason eräs normaalivektori olkoon kcjbian ++= , joka on 
kohtisuorassa kaikkia tason vektoreita vastaan 
 

⎩
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⎧
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⎨
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nAC
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Koska kelpaa mikä tahansa normaalivektori, voidaan valita 
esimerkiksi c = 1, jolloin 
 

⎩
⎨
⎧

=+−−=
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⇔
⎩
⎨
⎧

+−=
=+

91)2(4
2

4
02

b
a
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Eräs normaalivektori on siis kjin ++−= 92 . 
 
Tason yhtälö normaalimuodossa on  
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0)()()( 000
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Valitaan tason pisteistä 
)1,1,1(),,( 000 =zyx  
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Koska xz-tasolla y = 0, saadaan leikkaussuoraksi 
 

082
08092

=−+−
=−+⋅+−

zx
zx

 

 
 
 

Vastaus Tason yhtälö 0892 =−++− zyx  
  Leikkaa xz-tason pitkin suoraa 082 =−+− zx  
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A 

C

CB

32

64

B AB

 
Testi 2 
 

1.  
a) Vektorien AB  ja CB  

välinen kulma on  
846432180 =−−

 
 
 
 

b) jia 35 +=  ja jib 42 −−=  

Vektoreiden välinen kulma lasketaan kaavalla 
ba
baba ⋅

=),cos(  

221210)4(3)2(5 −=−−=−⋅+−⋅=⋅ba  

20)4()2(

3435
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=+=

b

a
 

 

148...52,147),(

cos...843,0),cos(

2034
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1
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−
=

−
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Vastaus a) 84° b) 148° 
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2.  
a)  

ab

CPQCQP

7
3

3
2

−=

+=
 

 
b)  

ba

ab

DBRB

2
1

2
1

)(
2
1
2
1
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+−=
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c)  

ba

abba

CPBCRBRP

2
1
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1

7
3

2
1

2
1
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Vastaus a) abQP
7
3

3
2

−=  b) baRB
2
1

2
1

−=   

   c) baRP
2
1

14
1

+=  

A B 

C D P 

Q R 
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3. Vektori ba 303 −−  jaetaan vektorien ba −2  ja ba 4+  suuntaisiin 
komponentteihin etsimällä sellaiset luvut r ja s, että  
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Komponentteihin jako on yksikäsitteinen, joten  
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Vastaus )4(7)2(2303 bababa +−−=−−  
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4. Piste P tunnetaan, kun tunnetaan sen paikkavektori OP  
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5.  
a) 3=a , 2=b  ja 1−=⋅ba  
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b) Vektorit ktjita 32)1( ++−=  ja ktjib 235 ++=  ovat 

toisiaan vastaan kohtisuorassa, kun  
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6.  
a) Pisteiden (2, 4, -6) ja (1, -2, 3) kautta kulkevan suoran 

suuntavektori s  on  
kjikjis 96))6(3()42()21( +−−=−−+−−+−=  

 
Suoran parametriesitys on 
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b)  yz-tasolla x = 0, joten 
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Siis leikkauspiste on (0, -8, 12) 
 
 

c) Piste (5, 4, -8) on suoralla, jos löytyy yksikäsitteinen t, että 
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7.  Suoran )(
1
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eräs suuntavektori on kjia ++−= 72 . 
 

a) Suoran 
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eräs suuntavektori on kjib 253 −+=  
 
Suuntavektorien välinen kulma:  
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Koska suuntavektorien välinen kulma on terävä, on se samalla 
suorien välinen kulma. 
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b) Suoran ja tason 5x – 4y + 2z – 11 = 0 leikkauspisteessä on 

voimassa 
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Leikkauspiste saadaan suoran parametriesityksestä 
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Leikkauspiste on siis ⎟
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8.  kjiu 343 ++=  ja kjiv 4437 +−=  
a) Tason eräs normaalivektori olkoon kcjbian ++= , joka on 

kohtisuorassa kaikkia tason vektoreita vastaan 
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Koska kelpaa mikä tahansa normaalivektori, voidaan valita 
esimerkiksi c = 1, jolloin 
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Eräs normaalivektori on siis kjin ++−= 35 . 

 
 

b) Tason yhtälö normaalimuodossa on  
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Tason tunnettu piste on 
)7,8,3(),,( 000 =zyx  

 


	4 Kertausosa
	Testi 1
	Testi 2




