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a|=v3%*+3% =342 a =45
b|=2
¢l =v4%+2% =4J20=25

Vektorien @ja b vilinen kulma:
v =90° - 45°
- 45°

Vektorien b ja ¢ vilinen kulma:
0=90°-63,434...°

=26,56...°

~27°

4
tanf=—=2
P 2
[ =63,434...°

Vektorien aja ¢ vilinen kulma:
g=180°-45°-63,43...°
=71,56...°
=~ 72°
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a) [BC|=16>+4% =/52~72

b) tan S :% =
a = [ +90°=33,690...°4+90° = 124°

B =33,690...°
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al=438
b|=29
c|=24

Kosinilause:
> =[pf* +[e* ~2p]elcos
2lelcosy = bl +fef* ~[a’
B +[ef* - faf’
2|

COSy =

2,97 +2,4% - 487
2.2,9.2,4
cosy =—0,637...
¥ =129,58...°

Cosy =

Vektorien b ja ¢ vilinen kulma

o = 180°-y=180°-129,58...°=50,41..

2= 50°
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a) FE =BC

A B
b) Kuusikulmion kulmien summa (6 — 2)- 180° = 720°

Vektorien viélinen kulma o = 720 =120°

c¢) Vektorien vélinen kulma £ =180°-120° = 60°
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7. x=a+b b
1 a
=—a+—X
4 2
_ 1, -
=—a+—(a+b)
2 -
1 1 - b
- a+-b
2 2
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8. Kolmio on tasakylkinen, joten

40]=[0¢i= 1 |c]

e

a) BQ=BA+AQ=—X+%)7
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9. Piirretdin vektorit @ ja b perikkiin ja paitellddn kolmas vektori.

Siirretdan timan jalkeen padtelty vektori alkamaan origosta.

y N

(-2,3)

ol
ol

v

-1, 13)

Kolmannen vektorin loppupiste on (3, 0).

10. x=-2a+5h [x|=5
—éle(—zc—wsﬁ):—gc—wﬁ
x| 5 5

o
N’
|
o
|
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11.

12.

Oletus: x=5a-9b, y=-7a-3b,

Viite: x+y || velix+y=tv, teR

Todistus:
X+y=5a-9b—-7a-3b=-2a-12b

X+y=tv

—25—125=t(%a+21?)

—2c_z—12l;=%t67+2tb_

t:n arvo yksikasitteinen, joten X+ 7y || v

v=laiob
3

O



Kertausosa

13. AB=2a+3b \E:lo

AC=5a-b \A_C=7

_7 P

- CB
b 10 17

CB=CA+AB=-AC+ AB=-5G+b +2a+3b =-3a+4b

AP=AC+ | CB
17

=5c7—l3+l(—3c7+45)
17

_sa-5-2g+2%p
17 17
APy
17 17
=3Ec7+1—1b
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14.

15.

2a-3b+c=0

c =—-2a+3b

AB=-a+b 0
AC=-a+c=—-a-2a+3b=-3a+b

34B=3(-a+b)=-3a+3b
joten AB || AC

Pisteet 4, B ja C ovat samalla suoralla. 0

]|

—3b =r(2a+3b)+s(a—2b)
—3b =2ra +rb +sa—2sb
a-3b=02r+s)a+Q@r-2s)b

S

Komponentteihin jako yksikédsitteinen, joten

2r+s=1 |2
3r—2s=-3
dr+2s =2
3r—2s=-3
Tr =-1
1
r=——
7

Sijoitetaan ensimmaiseen yhtialoon:
2-(—1j+s=1 <:>s:1g
7 7

Vastaus: a—35=—%(25+35)+1%(5—25)
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16. |¢|=10N c -
\ﬂ:éN
_ 15
a +[p =[P ’
af’ =l -
—102% —62
— 64
@ =64 =8

Vastaus: 8 N

17. a) Vektorit ovat yhdensuuntaisia, jos

4a —1b =t(2a +5b) =2ta + 5tb

2t =4 t=2
Y
5t=-10 t==-2%#2

Vektorit eivit ole yhdensuuntaisia.
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18.

b) vektorit ovat yhdensuuntaisia, jos
—4a +10b =t(2a —5b)

2 =-4 t=-2
e
—5¢=10 t=-2

Vektorit ovat yhdensuuntaisia.

Vektorin y suuntainen vektori on muotoa ¢y

=2X -y +r(X+37)

3

y=2x-y+rx+3ry
y=2+r)x+(-1+3r)y

Komponentteihin jako yksikdsitteinen, joten
{2 +r=0 < r=-2

—1+3r=t¢

Sijoitetaan 7 = -2 alempaan yht4loon:
t=—1+3-(-2)=-7

Kysytty vektori on —75.
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19. RP =RB + BP

_lesilap
5 2

1, - 1 = —
—g(—b)+5(BA+AD)

:—15+—(—5+5)

20. a=AC

BC=BA+ AC
=—AB+ AC
=-b+a A

S

3 R 2 B

Lausutaan vektori AP kahdella eri tavalla:
1)
AP =tAS =t(AB+ BS)=t(b + %R)

:t(5+§(—5+5))
2_ 3-
—t(ga +gb)

23k
S 5
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2)

AP = AC+CP
=c_z+sﬁ
:a+s<a+§m

:a+s(—a+§5)

=(1—S)c_z+§sl;

Koska kyseessi sama vektori 4P, niin

%tc_z+§tl; =(1 —S)E+§Sl;
5 5 5

S ==

7

Eli AP=§AS ja CP=§CR

Piste P jakaa janat A4S ja CR suhteessa 5:2.
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D, E ja F ovat sivujen keskipisteita
P on mediaanien leikkauspiste

SN
S s
g| Sl

Q|
>

Viite: PB+ PA+PC=0

Todistus:
Mediaanien leikkauspiste jakaa mediaanit 2:1 kérjestd lukien.

PB:%FBzz(A+Z§)
3 3
2 1.
—2(-—=b+a
3(2 )
__1pi2g
373
Pa=2Ea=2(cB+Ba)
3 )
21 -
—2(Z(-b+a)-a
3(2( )—a)
21— 1
—Z(-=b--a
3050739
:_lg_lﬁ
3 3
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pB+pA+pc:—15+%a—15—15—15+25:6
3 3 3 3 O

(8]
(9]

AB=a AD=b DC=¢ alle
BC=-a+b
- D c C
Viitel PQ | a f
P Q
Todistus b
PO=PA+ AB+B
0 o - )

L ~PRTs
2 2

:—15+5+%(—c_1+l;+5)

1 — 1

——b4a-_a+ b+
2 2
1_ 1_ e
=—a+— | clla & c=ta
22
:lc_z+ltc_z:(l+lt)c_z
22 2 2

eli PO=ra eli PQ | an
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Viite 2 |PQ| = %(‘c_z‘ +[e])

Todistus

— 1_ 1_ 1
PO=—a+-c=—(a+c
Q=ja+ c=_(a+o)

Koska @ T1 ¢, niin ‘a_‘ﬂé‘ = ‘E+E‘.

PQ|= E(a +0)

—fa+el = (al+eh -

23.  a) 04=2i-5j
OB=—i+4]

b) AB=(~1-2)i +(4—(-5))j==3i +9]

¢) AB =+/(=3)? +9% =/90 =310

1 0 = _3T 9 = 1

—0 _ 3 _
d) AB =—— (=3 +97) = it S :
) 3«/10( /) 310 3v10” Vo' <10’




Kertausosa

24.

a) LM =(4-3)i +(-6—-2)j=i 8]

b) Janan keskipisteen A paikkavektori
OA=0OL+ LA
1 -

—OL+— LM
2

I
=3i+2j+5(i—8ﬂ

N . 17 .
=3i +2]+51 —4j

1. -
=3-i-2j
5 J

c) Muodostetaan pisteen P paikkavektori

OP = OL+%LM

=§42j+%6—8ﬁ

_ _ 1. 4._
=3 42j+-i -~
=y

~.

=3 f+z
3

1
6

Pisteen P koordinaatit (3

)
'3

|~
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25.

26.

Muodostetaan pisteen 4 paikkavektori.

OA=0B+ BA
=8 +12j+2i +6j
=—6{ +18;
Paikkavektorin pituus

04)=/(-6)? +18% =360 = 6410
AD on mediaani, joten
D) <[ps

Mediaanien
leikkauspiste M jakaa

mediaanin (kirjesta
lukien) suhteessa 2:1,
joten

O

AMz%AD

AD:%AM

OD:OA+AD:0A+%W

Z+j+§(( %-1)2+(5%-1)j)
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OB=0C+CB
=0C+2CD

:9Z+6j+2((6%—9)f+(8—6)j’j

=4i +10/

Vastaus: B= (4, 10)jaD = (6%,8)

27. Vektori DB samansuuntainen 37 +4 j vektorin kanssa, joten
DB =1t(3i +4)) =31 +4{
d\

AN

v

D

Muodostetaan pisteen B paikkavektori kahdella tavalla.

Tapa 1

OB=0A+ AB=0A+sAC
=-3i +5j+s(16i —8))
=(-3+16s)i +(5-8s)/

Tapa 2

OB=0D+ DB =
=—5{ —5j+3ti +44
=(=5+43t)i +(-5+4t)j




Kertausosa

28.

Komponentteihin jako yksikésitteinen, joten
{—3+16s=—5+3t

5-8s—5+4t
165 —3t =2
{—85‘—41‘:—10 -2
165 —3t=2
{—16s—8t:—20
“11t=-22 |:(-11)
t=2

Sijoitetaan ¢ = 2 pisteen D kautta muodostettuun
paikkavektoriin.

OB=(-5+3-2)i +(-5+4-2)]
=i+3j

Pisteen B koordinaatit ovat (1, 3).

a) AB=(-1-0)i(3-2)j+(1—(-1)k =—i + j+2k

b) [4B|=(-1)> +12 +2% =6
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c¢) Olkoon vektorin keskipiste P.

OP:OA+%AB

=2j—l€+%(—f+j‘+2l€)

— 1. 1. -
=2j——k——i+—j+k
J ? 2]

=—lf+211
2 2

Pisteen P koordinaatit ovat (— % ,2 % , Oj )

(2)
29. Muodostetaan pisteen P paikkavektori.
OP =04+ AP )

=0A+—AB 0]
L2 - : _
=2i—-2] +§((—4—2)1 +(1—(=2))j +(-3-0)k)

:25—2j+§(—65+3j—3l€)

. 12. 6. 6

=22tk

/75 50T
__2;_ 45 0p
50 57 s

Pisteen P koordinaatit ovat (— % ,— 4 ,— gj

5 5
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30.

31.

Pisteet 4, B ja C ovat samalla suoralla, jos
AB||AC < AC=tAB

AB=(1-4)i +(2-0)j+(3-Dk =3I —2j+k
AC =(-11-4)i(-10—0)j +(7-2)k =—-15{ =10/ + 5k

5AB=5(-3i —2j+k)=-15i —10j+ 5k = AC

Pisteet ovat siis samalla suoralla.

a) Pallon keskipistemuotoinen yhtilo on:
(x-2)2+(y=2)> +(z—-4)* =6°
(x-2)%+(y=2)2 +(z—-4)> =36

b) Piste on pallon pinnalla, jos sen koordinaatit toteuttavat
pallon yhtélon.

(=2-2)> +(4-2)> +(0-4)%> =36
16+4+16=36

36 =36
tosi

Piste on pallon pinnalla.
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32.

Vektori leikkaa xy-tason pisteessa P(x, y, 0).
Pisteen P paikkavektori on

OP =xi +yj

Muodostetaan vektori AP .
AP ={5 =—4ti —5(j —tk

Pisteen P paikkavektori toisella tavalla:
OP =0A4+ AP

=10i + 8 + 2k —4ti -5t/ —tk
=(10-4t)i +(8=5)j+(2-t)k

Komponentteihin jako yksikédsitteinen, joten
x=10-4¢
y=8-5¢
0=2-t = t=2

Sijoitetaan ¢ = 2 kahteen ylempéaén yhtaloon.
x=10-4-2=2
y=8-5-2=-2

Pisteen P koordinaatit ovat (2, -2, 0).
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33.

0(0, 0, 0)
A(1, -5, 2)
B(, 2, -1)

AB=4i +7] -3k
OA=i-5]+2k
OB=5i+2j-k

04| =[0B| =12 +(=5)> +2% =30

11— 1 7. 3_
AC=—AB=—(4i-77-3k)=2i+-j—-"k
5 2(1 J—3k)=2i 5/ 73

OC = OA+AC—z—5]+2k+2z+;]——k:3z——j+

2 2
‘Wi‘z 32+(—§) +(l) =,/E:E
2 2 4 2
a) Kolmion ala

A=—- \AB\ \OC\ \/—f «/340 _M~146

b) Merkitdan mediaanien leikkauspistettd kirjaimella P.

0_:3%—3(32—§j+11€j=22—j+112
3 3 2 2 2

Pisteen P koordinaatit ovat (2,—1, —)
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34.

3S.

36.

a)a-b=-8-(-1)+6-(-2)=—4

b)a-b=3(-1)-1-4+2-(-1)=-9

(@—4b)-(-3a+5b)
=a-(-3a)+a-5b—4-(3a)—4b -5b
— 3.2 +5a-b+12b -a—20b>

- 3al*> +17a-b -20p [
:_3.32+17.(_2)—20-52
- 561

a|=p|
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37.

38.

(3x+4y)

= (3%)° +2-3% - 47 + (47)°
= 9% +24% -y +167°

= fx|* + 24% - y + 16|y
=9.22 +24.(=5)+16-42
=172

3% +4y/ =172 =243

(=8 +x7) (121 +(x—2)j)=-72
-8 12+ x(x—-2)=-72

—96+x% —2x=-T2

x?—2x-24=0
)22 41 (24
2-1
2+10
X =
2

x=6 v x=-4
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39.  a)cosa=Ll- 12 0307 o =72,07..° = 72°
alb| 7,5-52

b) [@|=+/(-1)% +2% =+/5
Bl=\(-2)% + (4% =20 =275
a-b=(-1)(-2)+2-(-4)=-6

-6 3
J5-24J5 05
o =126,86..°~127°

CoOS U =

40. u=3+8j v=4i+aj
wv=0
3-4+8a=0
12+8a=0
8a=—12
12 3
g=_-°-_°2
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41.

42.

+y=@+5)i-17]
—y=0-5)i+2j

i-v=0
(t+5)(1-5)-17-2=0
t? —25-34=0

=59

t=++/59

a=-7i-6j b=2i-5j
c=-a+b
=T7i+6j+2i 5]
=9+

ab ~7-2—-6-(=5)

16

Cosy =

o] J( 7Y +(=6)2422 +(=5)?
=0,322...

Y= 71,2000 ~ 71920

cosa = b-c 2021 =
NN RN
=0,266...

o= 74,5380 ~ 74950

S =180°—71,2°~74,5° = 34,3°

" /85429
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43. ‘c_zl‘:‘c_zz‘=a ja ayj-ap =0

fz%c_zl —(1-k)ay ja |f|=ka

12 — _
‘7’" =r-r

1 1
:(Ec_zl —(1—k)c_12j-(5671 —(l—k)ﬁzj

1_2 1 o 1 _ _ 2
= —|a| ——(1—k)(al'az)——(l—k)(al'612)+(1—k)2\612\

1
:Z\alf +(1-6)%[a )

:ia2+(l—k)2a2

:a2G+(1—k)2)

Toisaalta
F* = (ka)? = k%a>
Saadaan yhtilo
a2G+ (1—k)2j = k%’ |:a® %0
L2k k? =2
4
2% =

12

k=

ol AW
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4. A=(2,1,4) B=(-1,3,1)
AB=-3i+2j-3k

S

OP=0A+1s
=20 + j+4k +t(=31 +2j -3k)
=(2-3)i+(1-2)j+(4 -3k

45. a) Suoran suuntavektori esim. § = 5i +3j — 4k

Suoran piste saadaan, kun annetaan parametrille 7 jokin arvo.
Esim. kun =1

x=2+4+5=7
y=3
z=1-4=-3

Piste (7, 3, -3) on suoralla.

b) Suoran suuntavektori esim. § = —i + j + 2k

Suoran piste saadaan, kun annetaan parametrille 7 jokin arvo.
Esim. kun 7= -1

x=-5+1=-4
y=—1-1=-2
z=10-2=8

Piste (-4, -2, 8) on suoralla.
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46.

Suoran suuntavektori saadaan kulmakertoimen avulla.
: -6
Suoran kulmakerroin k =—-6=—.
Suoran suuntavektori s =i — 6.

Valitaan suoralta jokin piste.
Suora leikkaa y-akselin pisteessd A(0, 5).

Suoran vektoriyhtdlo on

OP=0A4+15
=5j+1t(i —6))
=ti +(5-61)]

Parametriesitys

xX=t
y=5-6t¢



Kertausosa

47.

48.

xz-tason leikkauspisteessd y = 0.

2-8t=0
—8t=-2

1

t=—

4

Sijoitetaan saatu #:n arvo koordinaattien lausekkeisiin.

x:—12+3-l=—9
4

Suora leikkaa xz-tason pisteessa (-9, 0, 2).

Suoran suuntavektori
S=AB=-2i -2j+4k

Valitaan suoran tunnetuksi pisteeksi 4(4, 0, 1)

Suoran parametriesitys:
x=4-2t x=4-2t
y=0-2t & <{y=-2t
z=1+4¢ z=1+4t
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Sijoitetaan pisteen (6, 2, 3) koordinaatit parametriesitykseen.
6=4-2t
2=-2t <t=-1
—3=1+4¢

Sijoitetaan ¢ = -1 kahteen muuhun yhtaloon.

6=4-2-(-1) -3=1+4-(-1)
6=6 -3=-3
tosi tosi

Piste (6, 2, -3) on suoralla.

49. a) Kirjoitetaan suorien yhtilot ensin ratkaistussa muodossa.
2x=5y+1=0 x+2y+2=0
Sy=2x+1 2y=—x-2
y:gx+l y:—lx—l
5 5 2

Kulmakertoimien avulla saadaan suorien suuntavektorit
=5 +2j Sy =2i —

5]
5| =V5%+2% =V29 \sz\_\/zh( 1) =45

§51:5p=5-242-(-1)=8

8
cosa =——=0,664...
V2945

a =48,366...° ~ 48°
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b) Suorien suuntavektorit:

§|=-3i+j+k 5y =—4i + j+5k
5il=(=3)2 +12 412 5] = (-4 +12 + 52
=11 =42

51-5) =—=3-(—4)+1-141-5=18

18
cosa =—=0,837...
V11442
o =33,129...°~33°
50. Leikkauspisteessd koordinaatit samat:
3+3t=6-ys 3dt+s5s=3
1—4+3t=-2-4s < <3t+4s=2 |(-1)
E—t:1+25 —1,‘—2S=—i
L9 k 9
3t+s5s=3
—3t—4s=-2
—3s5=1
1
§=—=
3
%+(—lj=3
3
3=
3
10
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Sijoitetaan saadut arvot kolmanteen yhtaloon:

10, 2_ 4
9 3 9
_4__4
9 9
Eli leikkauspisteessd s = —%, t = %

Leikkauspisteen koordinaatit:

x=6—s=6—(—1j=6l
3 3
1
3

y:—2—4s=—2—4-(—

z:1+2s:1+2-(—§j

=

W | —
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S1.

PO =PA+ts
=20 — j+4k +t(—4i +2j+k)
=(2-4t)i +(-1+2t)j + (-4 + )k

PO-5=0
—42-4t)+2(-1+2t)+1(-4+1)=0
—8+16t-2+4t—-4+1t=0

21t =14

14
[=—=
21

S5 2)- 2.
PO=2-4-—li+|-1+2-—|j+| -4+
¢ ( 3)’ ( 3)’ ( 3

2

3

2

j;z



Kertausosa

52.

Valitaan suoran n suuntavektoriksi 3- PO = —2i + j —10k .

Piste (0, 2, 5) on suoralla 7.

Suoran parametriesitys:

x=-2t
y=2+t
z=5-10¢

Leikkauspisteen paikkavektori

0OQ =0P+ PQ
= = 2. 12 10-
=2j+5k——i+-j——k
/ 373773
2 1 2

=—Zi+2-j+15k
3 3 3

Leikkauspisteen koordinaatit ovat (— % ,2 % , 1%) )

Muodostetaan suorien parametriesitykset:

Pekka Heikki
x=10-10¢ x=8—-4u
y=5+t y=12-3u

Z:2—Z’ Z:3_u
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Leikkauspisteessa:
10-10t =8 —4u —10t +4u =-2
S+t=12-3u & qt+3u=7
2—t=3-u —t+u=1

Muodostetaan kahdesta alimmasta yhtdlosta yhtalopari ja
ratkaistaan se.
t+3u="7
{— t+u=1
4u =8
u=>2

t=7-3u=7-3-2=1

Tutkitaan toteuttavatko saadut arvot ensimmaisen yhtalon.

—10t +4u = -2
—-10-1+4-2=-2
—-2=-2

tosi

Sijoitetaan ¢ = 1 Pekan yhtdloon:

x=10-10-1=0
y=5+1=6
z=2-1=1

Saalis on pisteessi (0, 6, 1).
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53.  A(2,0,1),B(-2,2,0),C(1,3,1)
AB=—-4i+2j—k
AC =—i +3]

Tason vektoriyhtilo:
OA+sAB+rAC

=2 +k+s(—4i +2j—k)+r(-i +3))
=(2-4s—r)i+Q2s+3r)j+(1-s)k

Tason parametriesitys:
x=2-4s—r
y=2s+3r

z=1-s
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54.

Sijoitetaan tama toiseen yhtaloon ja ratkaistaan s.

y=1-2s+2-x
2s=3—-x—-y
g=o_ 1 1
2 27 2
Sijoitetaan r =2 —x ja s = ———x ——y kolmanteen yhtdloon

2z=9-3x-3y—-8+2x
x+3y+2z-1=0
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5S.

56.

Tason 3x + 3y — z — 4 = 0 erds normaalivektori on
n=3+3j-k.

Tama on myos yhdensuuntaisen tason normaalivektori.

Taso kulkee pisteen A(-1, 0, 2) kautta. Jos piste B(2, -2, 5) on
tasossa, niin

AB- -1 =0

AB=3i -2j+3k

B-=3-3-2-3+3-(-1)=0

Piste (2, -2, 5) on siis tasossa.

A1, 1,3)
Suoralla piste B(-1, -4, 1).

Tason suuntavektori 5; = AB =-2i =5 -2k .

Valitaan suoran suuntavektori tason toiseksi suuntavektoriksi
Sp=—I+3j— 6k

Tason vektoriyhtilo

OP = OA +15] + 15y
=i+ j+3k+t(2i —=5j-2k)+r(—i +3] - 6k)
=(1-2t—r)i+(1-5t+3r)j+(3-2t-6r)k
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Parametriesitys:
x=1-2t—-r © r=1-2t—x
y=1-5t+3r
z=3-2t-6r

Sijoitetaan r = 1- 2¢ — x kahteen muuhun yhtiloon:
y=1-5t+3(1-2t—x)
{223—2t—6(1—2t—x)
y=1-5t+3-6¢-3x
{z=3—2t—6+12t+6x
y=4-11t-3x |10
{z=—3+10t+6x |-11
10y =40-110¢—-30x
{1122—33+110t+66x
10y +11z=7+36x
—36x+10y+11z-7=0

57. Sijoitetaan suoran parametriesityksestda koordinaattien
lausekkeet tason yhtaloon.

2:(=t)—(2+1)-22+2t)+1=0
—2t+2—-t—-4-4t+1=0
—T7t=1

t=—=
7
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S8.

Sijoitetaan saatu #:n arvo suoran parametriesitykseen.

1
X=—1=—
7
<y=—2+t=—2+(—%)=—2%
z:2+2t:2+2~(—l):1§
\ 7 7

Suoran parametriesitys:
x=2+2t
y=2—t
z=2+3t

Leikkauspisteessa
2+2t—-2-1t)+2+3t-1=0
242t-2+t+2+3t-1=0
6t =—1

t=—=
6

Sijoitetaan saatu #:n arvo suoran parametriesitykseen:

x=2+2t=2+2-(—é)=1%

3
<y=2—z=2—(—éj=2é

z=2+3t=2+3-(—lj=1l
\ 6 2
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59. Suoran suuntavektori
51=(0-3)i+(2-2)j+(2- (—1))E

- 3k

il = 3% + ()2 =10

Pisteiden projektiopisteet xy-tasossa: (3, 2) ja (0, 2)
Projektiopisteiden kautta kulkeva suuntavektori:
55=(0-3)i+(2-2)j=-3i

55|=(-3)* =3
§1-8p =-3-(-3)=9

Lasketaan vektorien valinen kulma.

5182 9
= = =0,948...
a=18,43...°

~18,4°
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60. Suoran parametriesitys:
x=3+t¢
y=—2+t
z=2+5t

Suoran suuntavektori 5 =7 + j + 5k .

Suoran ja tason vélinen kulma saadaan suuntavektorin ja
normaalivektorin vélisestd kulmasta.

s|=V12+12 452 =27

i) =+(~4)% +22 +12 =21
SA=1-(=4)+1-2+5-1=3

s 3
sla] 27421
a =82,76...° = 83°

=0,125...

CoSx =

Koska kulma on terdva, suoran ja tason vélinen kulma on
90°-83°=7°
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P(2,0,4)
r

61.
d

L, O

A(6, -2, 2)

d=PA+1s
=4i —2j -2k +t(i+2j—k)
=(4+10)i +(=2+20)j+(2-Dk

d-5=0
(A1) 1+ (=242)- 24 (=2 —1)-(=1) =0
4+t-4+4t+2+1t=0

6t =-2
1
[ =——
3

- 1. .- 1. -
d:(4—§)z+(—2+2-(—§))]+(2—(—5j)k

=Li-Sj-2k
3 3 3

Ot
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62.

P(5,7,5)

SN

C@3,-4,2)

Q|

A(1,1,1) B(5,0,2)

PA=-4i —6j—4k

|
|
|
|

a=AB=4i —j+k
b=AC=2i-5j+k

d =PA+ AQ
=PA+ra+sb
=4 —6j—4k +r(4i — j+k)+sQ2i =5 +k)
= (~4+4r+25)i +(—6—r—5s)] +(~4+r+s)k
-0

dla d-

ilb {3- ~0
4-(4+4r+2s)—1-(-6—-r—-58)+1-(-4r+s)=0
2-(-4+4r+2s)-5(-6—r—5s)+1-(-4+r+s)=0
187 +14s=14 |:2

147 +30s =—-18 |:2

Or+7s=T7 |7
Tr+15s=-9 |(-9)

S| ::|



Kertausosa

{63r +49s =49

—63r—135s =81
—86s5 =130
__130_ 65
86 43
7r+15-(—@j=—9
43
7r:5;88
43
84
r=—
43

Sijoitetaan saadut arvot vektorin d lausekkeeseen.

c7:(—4+4-&+2-(—§j)5+(—6—&—5-(—gj)j+(—4+%+(—§j)l€
43 43 43 43 43 43

3417 17 - 153;

Lasketaan vektorin pituus.
34y ( 17)2 ( 153)2
2= [24) (A7) 133
43 43 43
_[578
43

~ 3,7
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63. Pohjaympyran ala 4, =7 - 52

Tason x — 2y + 2z — 2 = 0 normaalivektori:
n=i-2j+2k

Huippu pisteessd P(2, -3, 3).
Merkitddn kirjaimella Q pistettd P 1dhinné olevaa tason pistetta.

Normaalin parametriesitys:

xX=2+t
y=-3-2¢
z=3+2¢

Lasketaan normaalin ja tason leikkauspiste sijoittamalla
koordinaattien x, y, z lausekkeet tason yhtaloon.

2+1)—2(-3-2t)+2(3+2t)-2=0
24+t+6+4t+6+4t—-2=0

Ot =—-12
12 4
l’:——:——
9 3

Leikkauspiste on siis Q = (x, y,z) = (2 + ¢, -3 — 2t, 3 + 2¢), jossa
4

t=——.
3
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Talloin
P_Q:(x—2)7+(y+3)]_'+(z—3)l;
=(2+1-2)i +(-3-2¢+3)j +(3+2t-3)k

=t1 —2t] +2tk
:t(7—2f+2l?)
=—§Gl27+2%)

Kartion korkeus on

h{?@:%Jﬁ+@2ﬁ+ﬁ:§J§=§sz4

Kartion tilavuus

1
V:§Ap’h
=l7z.52.4

3

1007z
3
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64.

PQO=-3i -2j+4k

Etaisyysvektori

c7=Q_P+rL7+SV
= (=30 —2j+ 4k )+r(4i - j—k)+s(2i +3]+k)
=QB+4r+2s)i +(2—r+3s)j+(-4—r+s)k

Kohtisuoruusehdosta saadaan:

i

:I
Il

T

0
0

<|
I

(B+4r+2s)-(2-r+3s)—(—4-r+s)=0
{ 23+4r+2s)+3(2—r+3s)+(-4-r+5)=0
12+16r+8s—2+r—-3s+4+r—s=0
{6+8r+4s+6 3r+9s—4—-r+s=0

187 +4s+14=0 [{(-7)
{4r+14s+8 0 |-2
1261 —285—98 =0
{8r+285+16 0

—-118r—-82=0

82 __4l
118 59
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Sijoitetaan ylempéaan yhtialoon.
18-(—ﬂj+4s+1420
59

88
59

22
59

4s =

Etaisyysvektori

(DB (5]
(LR

31. 93 217 -
=——i+—j——k
59 59 59

Pisteen Q etdisyys tasosta
. 31 (93 ( 217)°
dl=\l-=| +| = | +|-==
59 59 59
_ oot
59
=4,035...
~ 4,04
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Testi 1

l.

a) Vektori AB saadaan, kun kuljetaan ensin
vektori a ja sitten vektorin b vastavektori
~b.

Siis AB=a—b

b) Piste M puolittaa vektorin 4B, joten AM = %AB.

CM =CA+ AM

@)
2
[l

|
Q|

|
S

Vastaus a) AB=a—b b)

N | —
N | —
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2. A=(-1,2,4)jaB=(3,-4,-8)
a) AB=(3—(=1))i +(-4-2)j+(-8— Nk =4i —6] —12k

b) Keskipisteen P paikkavektori OP:

OP = OA+%AB
1 _ %

=—i+2j+4k +E(4f—6j—12k)

=~ +2j+4k +2i -3j -6k

=i—j—2k y P >B
Keskipiste P= (1, -1, -2)

¢) Vektorin AB pituus on
4B|= V42 4 (-6)% +(~12)% =196 = 14
AB:n suuntainen yksikkovektori on
A’ o AB _4i=6j-12k 2, 3. 6p
4B 14 7771
0

Lahdetiaan pisteesta R = (2, 5, -3) ja

kuljetaan 15 yksikkoa vektorin 4B

suuntaan, jolloin pdadytddn kysyttyyn

pisteeseen Q. Muodostetaan pisteen Q " 0]
paikkavektori: AB
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0_Q=ﬁ+lsﬁo=2§+5j—3l€+15(%i—%"—gl€)
Ci+sjo3k+ ;A5 N
7 7 7
=632—13j—15§1€
7 7 7

. . 2 3 6
Kysytty piste on s1is | 6—,—1—,—15—
ysyuy p [ 7 7 7)

Vastaus a) AB=4i —6j—12k
b) OP =i — j—2k ja keskipiste on (1, -1, -2)

) Eozgf—éj—él?ja( 3,—13,—15§j
7777 7T

E:4f—j+3]€ C
AC=i-2j+k

a)

BC=BA+ AC A
=—(4i — j+3k)+i-2j+k
_ 37— j-2k

b) Vektorin BC pituus

BC|=\(-3 +(-1)> +(-2)* =14
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¢) Kulma 4CB voidaan laskea vektorien c4  ja CB vilisend
kulmana eli yhtd hyvin vektorien AC ja BC vilisend kulmana.

AC-BC 1-(=3)+(=2)-(-)+1-(-2)

AC,BC)=2=2"= =
N £ IR
COS(E,%)—\/E_—\:/;E ‘cos_1

Z(AC,BC)=109,10..° ~109°

Vastaus a) BC=-3i — j -2k
b) [BC|=~/14
¢) 109°

a) Vektorin u =a-i+ j —2k pituus on

@ =Ja® +12 +(=2)2 =\a® +5

Pituus on /7, joten

Vat+5=47 ‘ ()2 Molemmat puolet ovat positiiviset
a’+5=7

a’ =2

a:i\/f
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b) Jaetaan vektori x = 8; — 5 vektorien a =4i+3j jab=3i—-2;
suuntaisiin komponentteihin etsiméilla sellaiset luvut 7 ja s, ettid

X=ra+sb
8i —57=r(4i +3))+s(3i —2))
8 —5j=4ri+3rj+3si—2sj
8 —5j=i(4r+3s)+ j(Br—2s)

Komponentteihin jako on yksikésitteinen, joten

{4r+3s=8 ‘-2 {8r+6s=16
=

3r—2s=-53 Or—6s=-15
+
17r =1
r=—
17
1
4.—+35=38
17
3s:@ :3
17
S=ﬁ=2g
17 17
Siis )?=i5+2&5
17 17
_ 1 _ 10—
Vastaus a) a =12 b)x=—a+2—b
17 17



Kertausosa

5.

: o= 1 : :
a) Vektorit a =ku—-5v ja b = —gﬁ + kv ovat samansuuntaiset, jos

a=th,missdt>0.
L |
ku—5v :t(—gu +kv)

kLT—SV:—%tL_H—ktV

Komponentteihin jako on yksikésitteinen, joten

|
—St=k . .
3 Kéytetddn sijoitusmenetelmaa.

kt =-5

Vain negatiivinen ¢:n arvo kelpaa eli 1 =—+/15.

k=—%(—ﬁ)=§¢ﬁ
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b) Vektorit X=i—tj—k ja y=ti+2tj—k ovat kohtisuorassa, jos
X-y=0

Lot + (=) -2t +(=1)-(=1) =0

22 4t+1=0
t_—li\/12—4-(—2)-1 —1%3
2-(-2) 4
t=—l tai =1
2

Vastaus a) kzéx/g b) tz—% tair=1
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6. Pisteiden (3, 7, -2) ja (-1, 4, -6) kautta kulkevan suoran
suuntavektori 5§ on

§=(=1-3) +(4=7)j +(~-6—(-2))k =—4i —3j -4k

Suoran parametriesitys on

x:xO +Sxt (3373_2)=(x09y0320)
1y=yo+syt,(teR)
z=2z+5,t —417—3]1—4/€=leT+Syj+SZ/€
(x=3-4¢
y=7-3t ,(teR)
z=-2-4¢
Suora leikkaa xy-tason pisteessd, jossa z = 0.
—2—-4t=0
—4r=2 |:(-4)
1
t=——
2
rx—3—4-(—l)—5
2
1 1
< :7—3. —_—— =8_
y ( 2) 5

z=0

Siis leikkauspiste on (5, 8%, 0).

x=3-4¢
Vastaus y=7-3t ,(teR),leikkauspiste (5, 8%, 0)
z=-2—-4¢
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7. Pisteen ja suuntavektorin avulla saadaan suoran parametriesitys

x=1+t¢ (1,—2,5) = (xp, Y0, 20)
y=-2-2t (teR)
z=5+t [=2j+k=sd+5,j+5.k

Tason 2x + 3y — 4z = 0 leikkauspisteessi
20+)+3(—2-2t)-4(5+1)=0
2+2t—6—-6t—20—-4t=0
—8t=24:(-8)
t=-3

Parametriesityksestd saadaan leikkauspiste

x=1-3=-2
y=-2-2(-3)=4 Eli leikkauspiste on (-2, 4, 2)
z=5-3=2

Vastaus (-2, 4,2)
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8. @odostetaan tason vektorit
AB=Q2-1)i+(1-1)j+@B-Dk=i+2k
AC=(G-Di+Q2-D)j+O0-Dk=4i+ -k

Tason yhtalé normaalimuodossa voidaan muodostaa, jos tunnetaan
jokin tason piste ja jokin normaalivektori.

Tason eris normaalivektori olkoon 7 =ai +b j+ck , joka on
kohtisuorassa kaikkia tason vektoreita vastaan

{ELﬁ {E-ﬁzo {1-a+0-b+2-c:O
=

- - =

AC L n AC-n=0 4-a+1-b+(-1)-c=0
a+2c=0

4a+b—-c=0

Koska kelpaa mika tahansa normaalivektori, voidaan valita
esimerkiksi ¢ = 1, jolloin

a+2=0 a=-2
N
b=-4a+c b=-4(-2)+1=9

Eris normaalivektori on siis 77 =27 +9 j +k .
Tason yhtdlo normaalimuodossa on

a(x—x9)+b(y—yy)+c(z—2y5)=0 Valitaan tason pisteista
“2(x-D)+9(y-1)+1(z=1)=0 (X0, Y0, z9) = (1, 1, 1)
—2x+24+9y-94+z-1=0
—2x+9y+z-8=0
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Koska xz-tasolla y = 0, saadaan leikkaussuoraksi

—2x+9-0+z-8=0
—2x+z-8=0

Vastaus Tason yhtdlo —2x+9y+2z-8=0
Leikkaa xz-tason pitkin suoraa —2x+z—-8=0
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C
Testi 2
64°
1. -
a) Vektorien 4B ja CB .
vilinen kulma on 32 — >
180° —32° —64° =84° B AB

b)a=5+3jjab=-2i-4;

Sl

Vektoreiden vélinen kulma lasketaan kaavalla cos(@,b) = 42

Sl

]|

a-b=5(2)+3(-4)=-10-12=-22
@|=+5%+3* =34
B =/(-2)? +(~4)? =20

cos(a,b) = -2
T 34420
cos(a,b)=-0,843... ‘ cos ™!

Z(a,b)=147,52...~148°

Vastaus a) 84° b) 148°



Kertausosa

a) D 4) -ﬁ 3) C
OP =QC +CP
:%[;_éc—l
37
b)
— ] —
RB=-DB
2
—l(—5+c_l)
2
:la_lb_
27 2

c)
RP=RB+BC+CP

P S P
2 7
_Llalp
14 2
Vastaus a) _P:gl;—gc_z b) R_zlc_z—lg
3 7 2 2
— 1
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. Vektori —3a —30b jaetaan vektorien 2a@ —b ja a +4b suuntaisiin
komponentteihin etsimélla sellaiset luvut » ja s, ettd

—3a-30b =r(2a—b)+s(a+4b)
—3a—30b =2ra —rb +sa +4sb
—3a-30b =a(2r+s)+b(—r+4s)

Komponentteihin jako on yksikésitteinen, joten

2r+s=-3 2r+s=-3
=
—r+4s=—30‘-2 + —2r+8s=-60

9s=-63[:9
s=-7
2r-7=-3
2r=41:2
r=2

Siis —3a —30b =2(2a —b)—7(a +4b)

Vastaus —3a-30b =2(2a—b)—"7(a +4b)
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4. Piste P tunnetaan, kun tunnetaan sen paikkavektori OP

OP =0A+ AP E,O ~

- —0 A BC

=04 +8BC \
BC=(-1-(-4)i +(9-5)j=3i +4; @

\B_C\=\/32+42=\/$=5

—0 BC 1 _. . 3. 4.
BC = =—@i+4))==i+—-J
5ol SOt =SS
OP =04 +8BC"
_ _ 3. 4 _
=TI =5j+8 —i+—-J
/ (5 sjj
. 24, 32.
=TI =5j+—i+—]
J* 5/
- 75
5757
Siis piste P = (— E, zj
5’5

Vastaus P= (— E, Z)
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a) |a|=3,

5‘=2ja a-b=-1

(2a -3b)-(a—4b)=2a-a—-8a-b—-3a-b+12b-b

= Jaf ~11a-b +12p["
=232 —11(-1)+12-22
=77

b) Vektorit @ =(t—1)i +2j+3tk jab =5i +3j+2tk ovat
toisiaan vastaan kohtisuorassa, kun

a-b=0
(t—=1)-5+2-3+3t-2t=0
5t—5+6+61°=0

61> +5t+1=0

L _—5EN5T-4.61_ 521

2-6 12
-6 | -4 1
t_ —_— R —_—

12 2 12 3

Vastaus a) 77 b) = _% tai t = _%
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6.
a) Pisteiden (2, 4, -6) ja (1, -2, 3) kautta kulkevan suoran
suuntavektori 5§ on B B
5=(1-2)i+(2-4j+B-(-6)k =—i -6 +9%

Suoran parametriesitys on
X=Xg+S,t (2,4,—6)=(xy,9,20)
y=yot+s,t,(teR)
z=2zg+s,t —i—6j+% =s,0+s,j+sk

x=2-—t
y=4-6t (t€R)
z=—6+9¢

b) yz-tasolla x = 0, joten

) 0 x=0

—t =
) = y=4-6-2=-8
= z=—-6+9-2=12

Siis leikkauspiste on (0, -8, 12)

C) Piste (5, 4, -8) on suoralla, jos 10ytyy yksikésitteinen ¢, ettd

2—t=5 —t=3 t=-3
4-6t=4 << <-6t=0 <« <t=0 Elipiste ei ole suoralla.
—6+9t=-8 Ot=-2 Ot=-2

x=2—t

Vastaus a)yy=4-6t (teR) b)(0,-8,12) c)ei
z=—6+9¢
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x=3-2¢
7. Suoran {y=5+7t (teR)
z=—1+t¢

erds suuntavektorion @ = —2i + 7/ +k .

x—2:y+1:2—z o x—2:y+1:Z—2
5 2 3 5 -2

a) Suoran

eriis suuntavektori on b =3i +5;7 -2k

Suuntavektorien véalinen kulma:

a-b_ —2-34+7-5+1-(=2) _ 2
alb| \J2)2+72 11232 452 £ (2)2 V54438

cos(a,b)=0,596..

cos(a,b) =

cos_1

Z(a,b)=53,41.." ~53.4°

Koska suuntavektorien vilinen kulma on terdvéi, on se samalla
suorien vilinen kulma.
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b) Suoran jatason 5x — 4y + 2z — 11 = 0 leikkauspisteessd on
voimassa
53-2t)-4(5+7t)+2(-1+1t)—-11=0
15-10t—-20—-28t-2+2t—-11=0

~361=18 | :(~36)

t=——
2

Leikkauspiste saadaan suoran parametriesityksesta

-

1
x=3-2-(——)=4
( 2)

1r=5+7-(-)-

N[ DN W

z=—1+(—%)=—

“

Leikkauspiste on siis (4, %, —%)

Vastaus a) 53,4° b) (4, é, —éj
2 2
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8.

w=3+47+3k jav="7i-3j+44k
a) Tason eris normaalivektori olkoon 77 =ai +b j+ck , joka on
kohtisuorassa kaikkia tason vektoreita vastaan

uln :
_ —
vi.ln .

Koska kelpaa miké tahansa normaalivektori, voidaan valita
esimerkiksi ¢ = 1, jolloin
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Eris normaalivektori on siis 77 = —5i +3j +k .

b) Tason yhtdlo normaalimuodossa on

a(x—xy)+b(y—yy)+c(z—2z5)=0 Tason tunnettu piste on
—5(x=3)+3(y—8)+1(z=7)=0 (X0> ¥0» 20) =(3,8,7)
—S5x+15+3y-24+2z-7=0
—5x+3y+z-16=0

Vastaus a) n=-5i+3j+k b)-5x+3y+z-16=0
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